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摘要 : 应用标准的无网格方法求解对流占优问题时会出现数值伪振荡
.

针对此问题
,

给出了无

网格方法中消除非稳定数值解的4种技术
,

即节点加密
、

增大节点影响半径
、

完全迎风无网格稳定

化方法
、

自适应无网格稳定化方法
.

并将这 4种技术应用于径向点插值方法求解一维或二维对流

扩散方程
.

数值结果表明这 4种技术均能有效地消除对流占优时的数值伪振荡现象
,

且自适应迎

风无网格稳定化方法是4种技术中最有效的
.

关 键 词 : 无网格方法 ; 对流扩散方程 ; 稳定化方法
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引 言

在环境保护研究领域中
,

经常遇到流体中的污染物(包括化学的
、

生物的或热的污染)在流

体介质中的对流扩散问题
.

这类问题通常采用有限元方法 ( fi nit e e le me ni me th ed
,

几M )
、

有限

差分法( fi ni te d漩I’e nc e me th ed
,

印M )
、

有限体积法 (fin ite vol~ me th od
,

FV M )求解
.

但是
,

上述

方法在求解对流占优问题时会出现数值伪振荡现象
.

这是因为当对流效应比较强时
,

在求解

区域的边界上会形成梯度变化剧烈的很薄的边界层
,

而这个薄边界层通常很难模拟
,

因此精确

模拟对流扩散问题成为环境保护等领域的难点之一 针对上述问题
,

对有限元方法和有限差

分方法
,

许多研究工作者构造了大量的高精度格式来消除数值伪振荡现象
,

如迎风有限差分格

式
、 s tre ax 记in e uvwi

n d 氏trov
一

Gal
e rk i。 ( su孤 )方法川

、

Gal e 汰i可le as t ,
甲are

, ( e巧 )方法 [‘]
, ,
山

一

gh d

sc 滋e ( scs )方法川
、

le as t
一 s
甲are

s(玲 )方法 [‘〕等
.

无网格方法是近年来迅速兴起的一种数值方法
,

该方法构造形函数时不需要网格
,

可以显

著减少网格畸变的影响
.

迄今为止
,

已经提出了一系列无网格方法
.

如光滑质点流体动力学

方法[ , 〕( sm oo the d part i e l。 hy d拟lyn ami
e 。 me 山记

,

s川 )
、

再生核粒子方法〔
’一〕(。p耐

u e i嗯 ke rn e l par
-

tie l。 me 山记
,

斑印M )
、

无网格翩
e论i。 方法 [’

一

6〕( 。lem e n t fre 。

翩
e改i。 me th记

,

E兀 )
、

有限点方法 [7
一

9 ]

(6‘t。 即in t me 出记
,

卿 )
、

无网格局部 氏 trov
一

浏
e水 i。 方法 [’

, ’。} (me s扭e s, loc a l 几 trov
一

闹
e八in

zne 山记
,

M廿G )
、

多项式点插值法 [’】(浏”丽沮 p o in t in te耳x通a tion m e rh记
,

附M )
、

径向基函数插值
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法〔’](rad ial 伪int in te卿lat ion me th ed
,

R pIM )等
.

目前无网格方法的应用主要集中在固体力学领

域
,

而针对对流占优问题的研究还较少
.

u u 等人[’] 应用 班J M求解了二维稳态的对流扩散方

程
,

并采用 su PG 方法消除对流项带来的数值振荡
.

侃at e
等人 [7] 应用即M求解对流扩散方程

时
,

通过添加一个像有限元 SU凡 方法那样的稳定项
,

可很好地消除数值伪振荡现象
,

同时

伍ate 等人〔
‘一还指出仅在控制方程中添加稳定项是不够的

,

N

~
边界上也需要做类似地

处理
.

u n
和 Au而 [’倒用 MLp G 方法求解对流扩散方程时

,

根据 Ml于c 方法的自身特点提出了

两种处理对流项占优的方案
.

张小华等人〔川应用 EFG 方法求解线性定常对流扩散方程时
,

分

别采用了 suPG
、

C烧 和 SG S三种稳定化方案来消除对流项的影响
.

u u
和 Gu [s] 针对无网格方

法求解对流占优问题时会出现数值伪振荡这个问外
,

提出了多种处理对流占优问题的稳定化

技术
,

并将这些技术应用到多项式点配置法(间担
。皿al pe int 。oll oc ati on m eth记

,

PPC M )中
.

但

P代M易出现矩阵奇异
,

计算精度较差
,

且难以处理 Ne

~
边界条件

,

其结果常不稳定
.

而

RPIM不仅计算精度高
、

可像有限元方法那样易处理本质边界条件
,

自动满足 Ne

~
边界条

件
,

且避免了矩阵奇异问题
,

因此本文将 u u
和 Gu 阎提出的稳定化技术应用到 R p IM 中来求解

对流扩散方程
.

1 RPIM 的近似原理

RP IM(rad ial 卯in t in te卿lat io n
me th od )的插值形式可表示为[ ,

,

” ]

N

u “(: )
二

艺
。
沪, (: )

二 . T(二)。
,

其中

且 a

势, (x )为径向基函数恤d ial basi
s

二

「
a l a : ⋯ 。N jT

,

必(x )
二

丘毗tion
,

RB F)
,

N

〔价1(x ) 价2 (x )

(l)

为径向基函数的个数
, a , 为待定系数

,

笋N (x )jT
.

在径向基函数 必, (x )

中
,

仅有一个表示点 x 和 x , 之间距离的变量 dl
.

常见的径向基函数有很多种
,

例如

多 2 次 MQ(耐
ti
一

明 adri c s
)
:
笋, (x )

二

(
。 十 己子)

’难 ;

薄板样条邢(面
n
Pl at e splin es )

:
协, (x )

二 ‘尹夕I
n
dl ;

式中
。
为大于 。的常数

,

召为整数
.

为了确定方程(1)中的系数
。 ,

,

需形成计算点 x 的影响域
,

在这个影响域中包含了 N 个场

节点
.

令近似函数砂(x) 在节点 x , 处的值等于函数。(x) 在该节点处的值
。 ,

,

即
。“(x)

= 、,
,

I 二 1
,

2
,

⋯
,

N
.

于是可以得到 N 个线性方程
,

l个节点对应 1个方程
.

这些方程组的矩阵形

式可表示为

A a 二 u ,

(2 )

其中

巾T(x ,

)

必T(x Z )

价, (x l
) 价2 (x l)

笋, (x Z ) 必2 (x Z)

必N (x l)

笋、(x Z )

r.es
‘.

l
.

es
esesesJ

一一

�....l

es
.

we
.

J eses

必T ( x N )

酥 1 U Z

笋, ( x N ) 价2 (x N ) ⋯ 笋N ( x N )

r
.

es
es
es
esesJ

一一A

u , 」T

由方程 (2) 解出系数列阵 a
,

然后将其代人方程 ( 1)
,

于是方程 ( l) 可表示为
u h ( x ) = 。T ( x )A

一 ’u = N ( x ) u
,

(3 )
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其中 N (x ) 二 必T(
x )A

一 ’
为 RPIM 的形函数

.

由于径向基函数近似满足插值条件
,

即形函数

Nl (x] ) 二 勃
,

因此 RpIM 可象有限元方法那样
,

很容易施加本质边界条件
.

图 1 给出了用MQ 径向基函数构造的RP IM 形函数及其一阶
、

二阶导数
.

由图可见
,

由于

RB F 的高阶连续性
,

RPIM可很容易地构造高阶导数连续的形函数
.

(d ) (e ) (f)

图 1 由 R PI M构造的形函数及其一阶
、

二阶导数

2 消除伪振荡的若干技术

为了便于表述
,

首先考虑如下一维对流扩散方程

d u d f
,

d u 、
”

丽
一

丽、
“
丽少

二 J,

l
,

边界条件为
u
(0 )

二 u
(l)

e (0
,

1)
,

0
.

其精确解为

(4 )

其中f
二

其中

u
(
x
) ==

公

了 二 了
。

兀

工[
: - 上卫

茎越上业1
.

I 一 ex P又y ) J
’

类似有限元方法
,

定义 Pe d et 数为 Pe
二 vP /( 2k )

,

其中p 为相邻两节点的节点空间
.

如在

区间〔o
,

1〕上均匀布置 n 个节点
,

则 户 二 0
.

1
.

与有限元等方法一样
,

随着 Pe 的增大
,

方程(4 )

逐渐变为为对流占优
,

如果采用没有经过特殊处理的无网格方法(如 RP IM
、

EFG 等)来求解该

方程
,

同样会出现数值伪振荡现象
,

如图 2 所示
.

由于 RPIM 是基于 Gal
e永in 离散

,

所以对 自然边界条件不需要进行特殊地处理
.

经过分部

积分后
,

方程(4) 对应的积分弱形式为

{
:

李
w d : +

{
、
平华

d : 一

「
‘

平d : =

[fw d :
.

J Q义 J Q 劣 O X 日 I. U 几 护

(5 )

2
.

, 节点加密

前面已经指出
,

当 Pe 数充分小时不会出现数值伪振荡现象
,

但当 Pe 数很大时
,

通常会出

现非稳定的数值解
,

即稳定性和 Pe 数有直接关系
.

因此对给定的
:
和 k

,

最简单的方法就是
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通过减小夕来减小Pe 数
,

即加密节点
.

为了验证上面的观点
,

对同一问题(
: 二 1

,

k 二 0
.

02 5)
,

n 个和 21 个节点均匀布置在区域「O
,

l] 上
,

则由Pe 数定义知
,

对上述两种情况 Pe 数分别为 2

和 1
.

图 2 给出了均匀布置 n 个节点和 21 个节点的数值结果
,

由图可见
,

通过加密节点
,

可以

有效地消除数值伪振荡现象
.

注意到整体加密节点的同时也会导致计算费用的增加
,

而当对

流占优时
,

只是薄边界层很难模拟
,

因此仅在边界层加密节点可以有效地减少计算量
.

图 3 给

出了对流占优时
,

仅在右边界处局部加密节点时的数值结果
.

本算例中
,

在区间〔0
.

8
,

1」上均

匀布置了 9 个节点
,

但这些节点的影响半径与均匀布置节点的影响半径相同
.

从图中可以看

出
,

数值伪振荡现象消失了
,

但计算精度不是很理想
.

Pe 月
.

0书 数值解

精确解 乙
no八�尹O

⋯
1
CUn

司翩

4,
‘

:
nU�U

荞

月峥,乙八曰口O‘U
..

⋯
211
八曰八U

材

0鸿} 声

} / 尸e = 住5

0
.

2 { 了

石 1 0 0乃 1
.

0
X

0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1 0
X

图 2 节点加密和未加密的数值结果 图 3 局部节点加密的数值结果

2
.

2 增大节点影响半径

当对流占优时
,

有限元等方法由于没有充分捕捉到上游信息
,

因而出现非稳定数值解
.

对

无网格方法而言
,

要捕捉足够上游信息的最直接的方法是增大节点影响半径
,

而这对有限元
、

有限差分法是比较困难的
.

为了展示增大节点影响半径的计算精度和稳定性
,

分别选择 3 种

节点影响半径来求解同一问题
.

图 4 给出了节点在 3 种不同影响半径下的无网格解
,

从图中

可以看出
,

随着无量纲尺寸
;
的增大

,

即节点影响半径的增大
,

数值稳定性和计算精度都有显

著的提高
.

这是因为节点影响半径较大时
,

无网格方法可以同时捕获到更多的上游和下游的

信息
.

但增大节点影响半径势必和节点加密一样会增加计算费用
,

这往往是不经济的
.

1
.

4

一
1

.

0

一
—

精确解

~
r = 1

.

0的数值解
一, 一 ; = 2

.

0的数值解
一十一 ; = 3

.

0的数值解

— Pe
= 认5的精确解

一
~
尸e = 0

.

5的数值解

—
尸。= 2. 0的精确解

一。一 尸e = 2. 0的数值解
0

.

6
U

0
.

4

0
.

2 0鸿 0石 0
.

8 1
.

0
X

一一
图 4 不同影响半径下的数值结果 图 5 完全迎风无网格稳定化方法的数值结果

2
.

3 完全迎风无网格稳定化方法

有限差分法通常应用迎风差分格式来求解对流占优问题
.

在无网格方法里
,

同样可以采

用迎风思想
,

这样就可尽可能多地捕捉上游信息
,

而尽可能少地利用无用的下游信息
.

对方程

(4 )相应的迎风差分格式进行 Tav fo :
展开

,

并忽略高阶导数项
,

即可发现迎风差分格式和下面
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的弱积分形式等价[‘] :

{
:

瓮
W d·

小瓮瓮
d二 {瞥瓮瓮

d一 {尹瓮
dr 二

伽
d·

图 5 给出了完全迎风无网格稳定化方法的数值结果
.

由图可见当 Pe

(6 )

数较大(即对流占

优 )时
,

完全迎风无网格稳定化方法可获得稳定的数值解
,

且具有相当高的计算精度
.

但当

Pe 数较小(即扩散占优)时
,

计算精度较差
,

出现了较大的数值耗散
.

2
.

4 自适应迎风无网格稳定化方法

从前面的分析我们可以看出
,

当 Pe 数较小时
,

标准的无网格方法可以获得稳定且精确的

数值解
,

当Pe 数较大时
,

完全迎风无网格稳定化方法可得到非常理想的结果
,

因此理想的稳定

化方法应该能随着 Pe 数自动更新
.

为了使所构造的无网格稳定化方法能够在不同Pe 数下

都获得满意的结果
,

类似于有限元 SUPG 方法
,

在式(4) 左端添加一个相容项
,

这个相容项是微

分方程余量的函数
.

方程 (4) 的余量为

R(
“

卜
·

瓮
一

刹
‘

刽
一
f, (7 )

于是可以得到无网格稳定化方法的弱积分形式
:

{
:

瓮
·d ·

小瓮瓮
d·

小
(· )爪 (

·
)d一 {尹瓮

d尸 二

Jfw
d一 ‘8 ,

其中
: 二

(甲 /2 )
。 , 。 = co th } Pe }一 1/ } Pe }

·

从方程(8 )中可以看出
,

一个稳定项添加到

Gal
e rk in 弱形式中

.

在这个稳定项中出现了一个稳定参数
: ,

关于这个稳定参数请参考文献

仁l
,

11」
.

SU 邢 稳定化方法定义如下仁
‘

,

”〕

n , 、

d二
r 、叨 ) 二 , 止i丁

·

U X

图 6给出了该稳定化方法在不同 Pe 数下的数值结果
,

(9 )

由图可见
,

该方法不仅消除了高 Pe

数下的数值伪振荡现象
,

而且还保证了低 Pe 数下的数值精度
.

因此称这种方法为自适应迎

风无网格稳定化方法
.

该方法的成功归功于
。 ,

这是因为
。
具有如下优良的性质(如图 7 所

示 )
:

Pe

~ 0
,

Pe 一 的
.

.了.了
n
�刁.1r

es
产

l
一一a

—
Pe = 众5的精确解

-

一 尸e 二。石的数值解

— Pe
= 2. 0的精确解

一。一 Pe
二 2. 0的数值解 司

0
.

6

“

0
.

4

0
.

6

a

0
一

4

石 0之 0
.

4 0
.

6 0 8 1
.

0
”护一

—
- 交一一

一万茄- 一- 谕

图 6 自适应迎风无网格稳定化方法的数值结果 图 7 不同 Pe 数下的
。

由此
,

从方程 (8) 中易看出当 Pe 数趋于 。时
,

自适应迎风无网格稳定化方法和标准的无网

格方法等价 ; 而当 Pe 数趋于无穷时
,

自适应迎风无网格稳定化方法与完全迎风无网格稳定化
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方法等价
.

同时从方程(8) 中还可看出
,

与有限元 sU 咒 方法相比
,

自适应迎风无网格稳定化

方法在求解对流扩散方程时具有如下优点: 由于径向基函数可以很容易地构造 护连续的形函

数
,

所以方程(8 )中的二阶导数项不会被忽略
,

而在有限元方法中常忽略了这些二阶导数项
.

3 二维数值算例

考虑下面二维对流扩散方程阁
:

VT
·

v u 一 7 T (D 7 u
) + 伽

一 、(: ,

, )
二 o

,

(10 )

边界条件为
u
(x

,

o) 二 u
(x ,

1) 二 u (0
,

少) 二 “
(l

,

少)
二 o

,

其中 、 二
[ 3

一 :
,

4 一 , 〕T
,

D 二

{呈
L U

月
二 l

其精确解为
。
(%

,

, )
二 。in (

:

){
1 一 。x p

仁红止且 )}
, 2

{
1 一 。x p

仁丝匕迷2))
.

\
一
、 E 1 1

一

\
‘

\ C 1 1

由上述一维算例的数值结果知
,

无论是扩散占优
,

还是对流占优
,

自适应迎风无网格稳定

化方法的计算精度和稳定性均优于其他稳定化技术
,

所以对本算例仅用自适应迎风无网格稳

定化方法来求解
,

则方程(10) 对应的弱积分形式为

}
_
w俨

·

; 。d。 +

{
_

( ; 二 )T
.

(D 、
。
)d。 +

{
_
、u d。 +

}
_

, (叨)祝(
。
)d。

二

“ “ J “ 口 “ 扩 “

{
。W o d。 ·

{
: 叨

架
d厂

,

(11)

其中

户(二 ) 二 V T
·

7 w
, r ==

p俨
·

a

2 1}V I}2
’
尺(

。
) 二 俨

·

v 。 一 v T(。 v 。
) + 伽 一 , (:

,

, )
,

。 二

{
c o th . *

:

一

一一一
(a) 35 1 个非规则节点 (b) 44 1个规则节点 (c) 520 个非规则节点

图 8 节点分布示意图

考虑规则节点布置和非规则节点布置两种情形
,

图 8 给出了节点分布示意图
.

为了便于

进行误差分析
,

定义如下相对误差
:

万(。臀
, 一 u

?um ),

云二 1

N

乙(
u
txaC

‘

)’
(12 )
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表 , 不同 。下数值误差比较

e / (% )

无稳定化 有稳定化

0
.

仪幻印5 747 0
.

《又洲) 51 6 76

0
.

(川0 147 9 0
.

039 08 1 5

姗l0

1
.

570 72 0
.

2肠 68 8

3
.

9 7 3 68 0
.

7田 107

0
.

0 1 48
.

以2 3 1
.

45 2 938

图 9 当 。 二 0. 01 时的标准 R PI M解 0. 田1 155
.

63 3. 486 59

表 1给出了规则布置 44 1个节点时
,

不同 。下标准无网格方法与自适应迎风无网格稳定

化方法数值解的比较
.

从表中可以看出
,

当。较大时(如 。 > 0
.

1)
,

标准无网格方法可获得满

意的数值结果
,

但当 。很小(如 。 < 0
.

01 )或者对流占优时
,

则出现非常大的误差
.

而自适应

迎风无网格稳定化方法对不同的。均能得到很好的数值结果
.

同时和文献「5] 应用 PPC M求

解的结果相比
,

RPIM 的计算精度要高得多
.

图 9 给出了标准 RPIM 在 。 二 0
.

01 时的解
,

由图

可见
,

标准 RPIM 出现非常剧烈的数值伪振荡现象
.

图 ro 给出了自适应迎风 RPIM 稳定化方

法在不同 。下的数值结果
,

从图中可以看出当 。很小时
,

自适应 RPIM稳定化方法有效地消除

了数值伪振荡
.

(a ) 。 = 0
.

0 1 (b) 。 二 1
.

0 (
c

) 。 二 l的

图 11 35 1 个非规则节点自适应 R PI M 稳定化方法的数值结果

图 n 和图 12 分别给出了 35 1 个和 520 个非规则节点自适应迎风 RP IM 稳定化方法的数

值结果
.

由图可见当
。
很小时(如

。 感 0
.

01 )
,

数值解在上述两种节点布置下均在边界层处有

较小的振荡
,

在 。较大时(如
￡ ) l)

,

均可得到满意的数值结果
.

从图中还可看出
,

在
。
较小

时
,

布置 520 个节点比布置 351 个节点的稳定性好
.

对均匀布置科 1 个节点和 。 二 0
.

01 时
,

图 13 给出了数值解和精确解分别沿
x = 0

.

5 和 y
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�一才
( a ) 。 二 0 0 1 (b ) 。 二 1

.

0 (。)

图 12 520 个非规则节点自适应 R PI M稳定化方法的数值结果

一
0. 20

尸
- - - 一- - -

~

数值解

精确解
{ 一 数值解

0
.

15 卜 — 精确解

厂
少

‘

0
.

05 卜 刁

护

0 2 0滩 0
.

6 0
.

8 1 0
X

0 2

二
,

0 0 2 0件 0 6 0名 】
.

0

图 , 3 沿水平和垂直中轴线
,

数值解和精确解的比较

= 0
.

5 时的比较
.

从图中可以看出
,

自适应迎风 RP IM 解和精确解吻合得比较好
,

且未出现振

荡现象
,

说明了自适应迎风 RPIM可很好地求解对流占优问题
.

4 结 论

本文针对标准无网格方法求解对流占优问题时会出现数值伪振荡的问题
,

给出了 4 种消

除数值伪振荡的技术
,

即节点加密
、

增大节点影响半径
、

完全迎风无网格稳定化方法
、

自适应迎

风无网格稳定化方法
.

应用上述 4 种稳定化技术求解了一维和二维对流扩散方程
,

数值结果

表明
:

l) 相对于有限元方法
、

有限差分法处理对流占优问题
,

本文给出的 4 种无网格稳定化技

术简单易行
,

且不需网格生成
,

前处理方便 ;

2) 在 4 种无网格稳定化方法中
,

节点加密和增大节点影响半径虽然都能有效地消除数值

伪振荡
,

但是计算费用较大 ;完全迎风无网格稳定化方法能很好地处理高 Pe 数问题
,

但对低

Pe 数问题会带来过多的数值耗散 ; 自适应迎风无网格方法对高
、

低 Pe 数均能得到满意的结

果
.

因此
,

自适应迎风无网格稳定化方法在求解对流扩散方程时最优 ;

3) 本文中所采用的自适应迎风无网格稳定化方法是基于有限元 SUPG 方法给出的
,

同样

可以基于有限元 G巧
、

有限元 sGs 等方法给出〔川 ;

4) R PIM 不仅能很方便地处理本质边界条件
,

且不需要对自然边界采取复杂地特殊处理
.

同时 R PIM 的计算精度高于 PPC M.
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