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摘要:  讨论 Bogdanov- Takens 系统极限环、同宿轨线及其关于参数分岔的曲线定量分析1 给出这

些问题的近似解析表达式的参数增量法; 利用时间变换, 将极限环和同宿轨线表示为广义谐函数

的解析表达式;画出参数与极限环关于振幅稳定性特征指数、极限环与同宿轨线的相图, 以及参数

的分岔图等曲线1 
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引   言

Bogdanov- Takens系统

  Ûx = y , Ûy = x ( x - 1) + K( L+ x ) y , ( 1)

极限环的存在性、唯一性和稳定性已有许多研究[ 1- 5] 1 文献[ 6]研究了 Bogdanov- Takens 奇点

的唯一正规形, 文献[ 7]利用多项式摄动研究了 Bogdanov- Takens Hamilton函数的极限环, 文献

[ 8]和[ 9]分别给出 Bogdanov- Takens系统二次和三次摄动的相关结果1 但极限环及同宿轨线
的定量分析仅限于小参数1 对给定 K和L值,方程(1) 环绕奇点(0, 0) 有极限环但环绕鞍点(1,

0) 没有 1 而对给定的 K和L特定的值,方程(1) 在无限长时间上存在连接鞍点的同宿轨线 1 
本文给出方程(1) 在参数 K任意大情况下极限环、同宿轨线和分岔曲线的参数增量法1 本法
可导出分岔图而不依赖于其他定性结果,并给出极限环产生和消失的条件1 本法是摄动- 增

量法
[ 10]
的推广1 

1  极限环和同宿轨线的近似表达式

引进如下形式的时间变换

  dU
dt

= X( U) , X( U+ 2nP) = X( U) ,   n = 0, 1, 2, ,, ( 2)

其中, U是新的时间 1 在 U的变化域内, 极限环和同宿轨线可假设为下列形式:

  x = acosU+ b, y = - aX( U) sinU, ( 3)
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这里,振幅 a > 0和偏心距 b 满足a + b = s I (0, 1] 1 s < 1时通常描述极限环,而 s = 1时

给出 U= 0时刻经过鞍点(1, 0) 的同宿轨线 1 在 U的定义域内,将式( 3)代入式( 1) ,有

  - aX
d
dU( XsinU) =

    ( acosU+ b ) ( acosU+ b - 1) - K( L+ acosU+ b) aXsinU1 ( 4)

式( 4)两边同乘以- asinU并积分,得

  1
2

( XsinU) 2 = W( a, b, U) + KQ
U

0
( L+ a cosU+ b ) Xsin2UdU, ( 5)

上式中,

  W( a, b , U) =
1

a
2

1
2 ( a + b)

2
-

1
2 ( acosU+ b )

2
+

    1
3

( acosU+ b)
3
-

1
3

( a + b)
3

,

分别取 U= P、2P, 有

  W( a, b ,P) + KQ
P

0
( L+ acosU+ b) Xsin2 UdU= 0, ( 6)

  Q
2P

0
( L+ acosU+ b) Xsin2 UdU= 0, ( 7)

极限环的稳定性由特征指数 C= K�C/ T 确定1 这里,

  �C= Q
2P

0

L+ acosU+ b
X( U)

dU, T = Q
2P

0

dU
X( U)

1 ( 8)

当 C< 0( > 0) 时极限环稳定(不稳定) 1 

当 KU 0时,由式(5) ~ (7) 可得零阶近似 a = a0, b = b0, X = X01 这里,

  X0( U) = 1- 2b0-
2
3

a0cosU, b 0 =
1
2 1- 1 -

4
3

a
2
0 , ( 9)

  L=

- Q
2P

0
( a0cosU+ b0) X0( U) sin2 UdU

Q
2P

0
X0( U) sin2UdU

=
^
L0( a0) , ( 10)

由 X
2
0( U) \ 0可得 0 < a0 < 3/ 4, 式( 8)可重写为

  �C0 = Q
2P

0

L0( a0) + a0cosU+ b0
X0( U)

dU1 ( 11)

对 KU 0及 K= 1和5时,式(10) 和(11) 给出的曲线见图 11 图形显示,在 a0 I (0, 3/ 4] 上,

L0( a0) 是 a0的负单调递减函数而 �C0( a0) > 0正单调递增1 由式( 10)有

  L0
3
4

= -
1
7
1 ( 12)

于是,对小参数 K> 0( < 0) 有: - 1/ 7 < L0 < 0时,系统(1) 有唯一不稳定(稳定) 极限环; L0

= - 1/ 7得到同宿轨线的 a0、b0、X0( U) 如下:

  a0 =
3
4

, b0 =
1
4

, X0( U) = sin
U
2

1 ( 13)

于是 KU 0时的同宿轨线由下式给出:

  x =
3
4
cosU+

1
4

, y = -
3
4

sin
U
2

sinU1 ( 14)
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图 1  L、C与 a 的关系曲线 图 2  式( 24)所示 L1 = h( L2) 的函数图

2  参数增量法

极限环与同宿轨线位置的现有定量分析方法适用于 K为小参数 1 现利用参数增量法将

这些结果推广到非小参数情形 1 相应于 K0或 s0 的增量 $K或 $s, 即

  K= K0+ $K, s = s0+ $s ,

方程( 5) ~ ( 7)和 a + b = s 的零阶摄动解a0、b0、L0和 X0和的变化为

  a = a0+ $a, b = b0+ $b, L = L0+ $L, X= X0+ $X, ( 15)

在初始状态附近展开式( 5) ~ ( 7)为 Taylor 级数, 并忽略小增量的所有非线性项,得到线性增量

方程如下:

  $a
5W
5 a 0

+ KQ
U

0
X0sin

2 UcosUdU + $b
5W
5 b 0

+ KQ
U

0
X0sin

2UdU +

    $L KQ
U

0
X0sin

2 UdU - $X( X0sin
2
U) + KQ

U

0
( L0+ a0cosU+ b0) $Xsin

2
UdU=

    1
2

( X0sinU)
2
- W( a0, b0, U) - KQ

U

0
( L0+ a0cosU+ b0) X0sin

2 UdU, ( 16)

  $a
5W
5 a 0,P

+ KQ
P

0
X0sin

2UdU + $b
5W
5 b 0,P

+ KQ
P

0
X0sin

2 UdU +

    $L KQ
P

0
X0sin

2UdU + KQ
P

0
( L0+ a0cosU+ b0)$Xsin

2
UdU=

    - W( a0, b0,P) - KQ
P

0
( L0+ a0cosU+ b 0) X0sin

2UdU, ( 17)

  $aQ
2P

0
X0sin

2 UcosUdU+ $bQ
2P

0
X0sin

2UdU+

    $LQ
2P

0
X0sin

2 UdU+ Q
2P

0
( L0+ a0cosU+ b0)$Xsin

2UdU=

    - Q
2P

0
( L0+ a0cosU+ b0) X0sin

2UdU, ( 18)

  $a + $b = s - a0- b0, ( 19)

其中, (5W/ 5 a) 0,P= (5/ 5 a) W( a, b , U) a= a
0
, b= b

0
, U= P,而(5W/5 b ) 0,P类似1 设以2P为周期的

函数 X0和 $X其前M 项 Fourier展开式满足精度,即取
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  X0 = P0+ 6
M

j= 1

( P j cosjU+ Qj sinj U) , ( 20)

  $X= $P 0+ 6
M

j= 1
( $Pj cosj U+ $Qj sin jU)1 ( 21)

将式( 20)、( 21)代入方程( 16) ~ ( 18) ,按谐波平衡法,可得以 $a、$b、$L、$Pj 和 $Qj 为独立变

量的线性方程组如下:

  A n$a + Bn$b + Cn$L+ A n, 0$P0+ 6
M

j= 1
( A n, j $Pj + Bn, j $Qj ) = Rn,

n = 0, 1, 2, ,, 2M + 31 ( 22)

其中, R i、RM+ i分别是方程( 16)右端函数的 Fourier 展开式的余弦和正弦项系数(对所有的 i ) ,

而 R2M+ 1 ~ R2M+ 3分别是方程(17) ~ (19) 的右端的相应项1 于是 Rn是防止增量过程偏离精

确解答的余项 1 每次求解方程组(22) 得到的增量值 $a、$b、$L、$Pj 和$Qj 与初始值相加而

不断修正 a0、b0、L0 和 X0,迭代过程直至对所有的 n 使Rn y 0(实际上只要 | Rn | 小于要求的

精度) 1 由增加增量 $K直到收敛于K而完成整个增量过程, 利用前一解答作为后一增量过程

的初始近似值,直到获得收敛解 1 这一方法可适合于 K和 s是独立参数的情形1 增加固定的
K、s 值以得到不同振幅的极限环直至其极限值即同宿轨线1 

3  极限环和同宿轨线的计算

利用参数增量法可得到 K值较大时的计算结果 1 取 s0 = 0. 02, 由方程( 9)和( 10)算得

  a0 = 0. 019 8, b0 = 0. 000 2, L0 = - 0. 001, X0 = 0. 999 6- 0. 013 2cosU, ( 23)

以 K0= 0和$K= 0. 5代入方程( 22) ,以式(23) 为初始状态,经 $K的两次连续增加,再取 $s =

0. 02,经 $s 的50次连续增加,可得 K= 0, 1, 5时 L和C关于不同极限环振幅a的关系曲线L=

L( a)、C= C( a) 见图11 图形显示 L( a) 是振幅 a的单调递减函数;而 C( a ) > 0是单调递增

函数 1 当 K< 0时 C( a) < 01 因此,方程(1) 当 K> 0( < 0) 有唯一且不稳定(稳定) 极限环,

并且当 a + b = s = 1时形成一个同宿轨线1 
表 1 方程(1)同宿轨线的 L、a 和 b 随K变化的值

K L a b K L a b

0. 25 - 0. 142 389 0. 750 716 0. 249 284 3. 25 - 0. 079 090 0. 840 996 0. 159004

0. 50 - 0. 140 989 0. 752 848 0. 247 152 3. 50 - 0. 072 071 0. 851 022 0. 148 978

0. 75 - 0. 138 669 0. 756 346 0. 243 654 3. 75 - 0. 065 414 0. 860 682 0. 139 318

1. 00 - 0. 135 456 0. 761 135 0. 238 865 4. 00 - 0. 059 213 0. 869 860 0. 130 140

1. 25 - 0. 131 390 0. 767 115 0. 232 885 4. 25 - 0. 053 532 0. 878 472 0. 121 528

1. 50 - 0. 126 527 0. 774 167 0. 225 833 4. 50 - 0. 048 399 0. 886 471 0. 113 529

1. 75 - 0. 120 947 0. 782 159 0. 217 841 4. 75 - 0. 043 813 0. 893 842 0. 106 158

2. 00 - 0. 114 748 0. 790 945 0. 209 055 5. 00 - 0. 039 747 0. 900 595 0. 099 405

2. 25 - 0. 108 047 0. 800 367 0. 199 633 5. 25 - 0. 036 160 0. 906 761 0. 093 238

2. 50 - 0. 100 979 0. 810 258 0. 189 742 5. 50 - 0. 033 002 0. 912 385 0. 087 614

2. 75 - 0. 093 694 0. 820 445 0. 179 555 5. 75 - 0. 030 221 0. 917 513 0. 082 486

3. 00 - 0. 086 346 0. 830 749 0. 169 251 6. 00 - 0. 027 767 0. 922 196 0. 077 803

  K= 1( L = - 0. 120 4和- 0. 135 456) 及 K= 5( L= - 0. 037 3和- 0. 039 747) 时,极限
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环和同宿轨线的相图如图 3、4所示1 图 3、4中还给出了稳定极限环的四阶 Runge- Kutta( R-

K)数值积分法的相应结果1 图形显示,本法与数值法的结果吻合良好1 

图 3  K= 1时的极限环和同宿轨线 图 4  K= 5时的极限环和同宿轨线

下面利用参数增量法计算对应不同的 K,同宿轨线的 L值及幅值a和偏心距b1 令 s0= 1,

$s = 0,选取 K0 = 0, $K= 0. 25, 由式( 12)和( 13)起步, 经24次连续增量, 计算结果见表 11 
分岔曲线可由 L1= KL、L2= K在( L1, L2) 平面上给出如图21 这一曲线的Pad�的近似表

达式为

  L1 = h( L2) =
(- 1/ 7) L2 - m3 L

3
2- m 5L

5
2- m7 L

7
2

1+ m2L
2
2+ m4 L

4
2+ m6L

6
2+ m 7L

8
2

, ( 24)

式中

  m2 = 0. 634 317 @ 10
- 1

, m3 = 0. 156 432 @ 10
- 2

, m4 = 0. 375 726 @ 10
- 2

,

  m5 = 0. 147 892 @ 10- 3
, m6 = 0. 127 024 @ 10- 3

, m7 = 0. 614 302 @ 10- 51 

于是, hc(0) = - 1/ 7且当 L2 y ] 时, L1 L2 = L2h( L2) y- 11 本文的结果吻合良好, 例如

表 1中, K= 6时, L= - 0. 027 767, 此时 L1 = KL= - 0. 166 6021 而按式(24) 得 L1 = h(6)

= - 0. 166 6041 
可见,当且仅当 L1L2 < 0和0 < | L1 | < | h( L2) | 时, 方程(1) 有唯一的极限环; 当 L1>

0( < 0) 时, 极限环稳定(不稳定)1 方程(24) 中 L1 = h ( L2) 时,方程( 1)有一同宿轨线1 Pad�

近似式( 24)、理论结果式( 12)和渐进结果 L1L2 = - 1( L2 y ] ) 的数据意义, 参看文献[ 1]的说

明1 于是, 分岔曲线( 24)是数值上作整个平面的修正1 本文的方法产生的极限环与同宿轨线

的几何形状如图 3、4所示1 极限环与同宿轨线的近似表达式则由式( 3)、( 15)、( 20)和( 21)给

出1 
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Limit Cycles and Homoclinic Orbits and Their

Bifurcation of the Bogdanov- Takens System

HUANG Cheng- biao,  LIU Jia

( Depar tment of Applied Mechanics &En gin eer ing , Sun Yat - sen Un iver sity ,

Guan gzhou 510275, P . R . China )

Abstract: The quantitative analysis of limit cycles and homoclinic orbits and the bifurcation curve for

the Bogdanov- Takens system were discussed. The parameter incremental method for approximate

analytical- expressions of these problems was given. These analytical- expressions of the limit cycle

and homoclinic orbit were shown as the generalized harmonic function by employing a time transfor-

mation. Some curves for the parameters and the stability characteristic exponent of limit cycle versus

amplitude were drawn. And some of the limit cycles and homoclinic orbits phase portraits were plot-

ted. And the relationship curves of parameterand L and K with amplitude a and the bifurcation dia-

grams about the parameter were given too. The numerical accuracy of calculation results was good.

Key words: Bogdanov- Takens system; limit cycle; homoclinic orbit; bifurcation diagrams; analyt-i

cal- expressions; parameter incremental method
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