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周期载荷下超弹性圆柱壳的动力响应
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摘要 :  研究了不可压超弹性圆柱壳在内表面周期载荷及突加常值载荷作用下的运动与破坏等动

力响应问题1 通过对所得描述圆柱壳内表面运动的非线性常微分方程解的数值计算和动力学定

性分析,发现存在一个临界载荷; 当突加常值载荷或周期载荷的平均载荷值小于这一临界值时, 圆

柱壳的运动随时间的演化是周期性的或拟周期性的非线性振动,而当其大于这一临界值时,圆柱

壳将被破坏1 另外,准静态问题的解可作为突加常值载荷作用下系统动力响应解的不动点,且不

动点的性质与动力响应解及圆柱壳运动的性质有关1 讨论了圆柱壳的厚度和载荷等参数对临界

载荷值和圆柱壳运动特性的影响1 
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引   言

近年来以橡胶、合成弹性体、高分子聚合物为代表的超弹性材料因其独特且不可替代的特

性,在国民经济各个领域均有日益广泛的重要应用1 由于事关材料的破坏机理,超弹性材料和

结构的稳定性问题受到极大的关注[ 1-3] 1 代表性的例子是受内压超弹性薄膜的膨胀[ 4- 5]和超

弹性球壳或柱壳的大变形问题
[ 6-8] 1 目前大多数文献仅分析准静态问题, 这方面的研究成果很

多,如对受内压的超弹性圆柱壳,在压力较小时柱壳保持均匀变形; 但当内压大于某一确定的

极大值时, 柱壳可以产生非均匀变形,柱壳的一部分会剧烈变形而其余部分只是轻微变形,可

使柱壳形如/灯泡0状1 但实际许多物理问题本质上是动态问题, 因此对问题的动力响应进行

分析就很重要了1 一个代表性的例子是人体血管或动脉瘤要受到周期性或近似周期性内压的

作用
[ 9] 1 因其大变形、高弹性特性及超弹性本构理论, 超弹性材料的动力学问题的数学模型,

一般是具有强非线性的微分方程的初边值问题, 动力响应问题的研究要比静态问题的研究困

难一些;因在突加常值载荷作用下,系统为一自治系统,这类问题的分析技巧已为人们所熟悉,

目前动力响应问题的分析结果大多仅限于突加常值载荷的作用
[ 10- 11] 1 如对受到突加常值载

荷作用的超弹性圆柱壳, 其运动为非线性的周期性振动1 但对随时间变化的周期性载荷作用

的结构的动力响应的分析尚少见报道1 Haslach和Humphrey
[ 12]
曾分析了周期性载荷作用下处
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于粘性液体中的生物软组织材料和橡胶薄膜的动力响应, 发现相图中在对应于静态解的不动

点的周围存在封闭性的周期性轨线,且对橡胶模型存在从一个轨线到另一个轨线的跳跃1 
本文的目的是根据有限变形动力学理论,进一步分析超弹性圆柱壳在周期性载荷或突加

常值载荷作用下的变形和破坏等大变形动力响应问题1 文中首先根据有限变形弹性理论,分

析了在内表面均布载荷作用下,不可压超弹性圆柱壳的大变形准静态问题1 准静态问题的解

是突加常值载荷作用下, 圆柱壳动力响应问题的解的不动点,不动点的性质与动力响应解或圆

柱壳的运动性质有关1 然后根据有限变形动力学理论, 分析了突加常值载荷作用下和周期性

载荷作用下,不可压超弹性圆柱壳的动力响应及破坏问题1 首先从基本方程得到了问题的控
制方程组,即描述圆柱壳内表面运动的二阶非线性常微分方程,通过对变换后的一阶方程组进行

Runge-Kutta积分法数值模拟,得到了方程的解及振动的时程曲线、相图、Poincar�截面图等结果1 

根据通常的动力学定性分析理论, 讨论了圆柱壳的动力响应和各种条件下的破坏情况1 发现
对周期性载荷或突加常值载荷均存在一个确定的临界值,当它们小于这个临界值时,圆柱壳内

表面随时间的演化是周期性的或拟周期性的非线性振动,而当它们大于这个临界值时,圆柱壳

将被破坏1 

1  问题的数学描述

考察一个内半径为 A ,外半径为 B的无限长不可压超弹性圆柱壳,在初始时刻 t = 0于内

表面受到突加内压p ( t ) = p 0+ p 1sin Xt作用下的大变形运动和破坏问题1 分别取物质坐标系
和空间坐标系为( R, ( , Z) 和( r , H, z ) ,设圆柱壳的变形模式为

  r = r ( R , t ) , H= ( , z = Z   ( A [ R [ B) 1 ( 1)

由材料的不可压条件,可得

  r = r ( R , t ) = [ ( R
2
- A

2
) + a

2
]

1/ 2
, ( 2)

式中, a = r( A , t ) 为变形后圆柱壳的内半径, 相应的圆柱壳的主伸长为

  K1 =
5r ( R, t )

5R =
R
r
, K2 =

r( R , t )
R

=
r
R

, K3 = 11 ( 3)

本文对圆柱壳的材料采用不可压 neo-Hookean材料,其应变能函数为

  W =
L
2
( I1- 3) , ( 4)

式中, I 1 = ( K2
1+ K2

2+ K2
3) 为应变张量的第一不变量, L为材料小变形状态下的剪切模量1 相

应的非零应力分量为

  
Srr ( r , t ) = K1

5W
5K1

- p ( r , t ) = LK2
1- p ( r , t ) ,

SHH( r , t ) = K2
5W
5K2

- p ( r , t ) = LK2
2- p ( r , t ) 1 

( 5)

圆柱壳的运动方程为

  
dSrr
dr +

1
r
( Srr - SHH) = Q&r   ( t \0) 1 ( 6)

圆柱壳的边界条件为

  
Srr ( a, t ) = - p ( t ) ,

Srr ( b, t ) = 0,
( 7)
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式中, b = r ( B, t ) 为变形后圆柱壳的外半径1 满足无约束自然状态的初始条件为

  r( R , 0) = R , Ûr ( R, 0) = 01 ( 8)

2  问题的求解

由不可压条件( 2)可得

  &r ( t ) =
1
r

1 -
a

2

r
2 Ûa 2

+ a&a 1 ( 9)

将应力分量( 5)代入运动方程( 6) ,并利用( 9)式可得

  d
dr

LK2
1- p ( r, t ) +

1
r

L( K2
1- K2

2) =
Q
r

1 -
a

2

r
2 Ûa 2

+ a&a 1 ( 10)

上式对 r 积分,可得

  LK
2
1- p ( r , t ) + p ( a, t ) + Q

r

a
L( K

2
1- K

2
2)

ds
s

=

    QÛa 2 a
2
- r

2
+ 2r 2lnr - 2r2lna

2r 2 + Qa&a( lnr - lna) 1 ( 11)

将上式代入( 5)式中第 1式, 有

  Srr( r , t ) = QÛa2 a
2
- r

2
+ 2r2lnr - 2r 2lna

2r2
+ Qa&a ( lnr - lna ) -

    Q
r

a
L( K

2
1- K

2
2)

ds
s

- p ( a, t ) , ( 12)

代入( 7)式可得 p ( a , t ) = p ( t ) 及

  p ( t ) = QÛa2 a
2
- b

2
+ 2b2lnb - 2b2lna

2b 2 + Q&a( ln b- lna) -

    Q
b

a
L( K

2
1 - K

2
2)

ds
s
1 ( 13)

引入变换

  a
A

= x ( t ) ,
B

2

A
2- 1 = D,

则有

  b
2

A
2 = x

2
( t ) + D, b

2

B
2 =

x
2
+ D

D+ 1
,

b
a

= 1+ D
x

2 1 

令 N= r / R , 则有

  N= 1-
a

2
- A

2

r
2

- 1/ 2

,
dr
r

=
1

1- N
2

dN
N 1 

于是, ( 13)式可改写为

  p ( t ) = QA 2Ûx 2 - D
2( x

2
+ D)

+ ln 1 +
D
x

2 + QA 2
x&x ln 1 +

D
x

2 -

    Q
(x

2
+ D) / ( D+ 1)

x

L( N- 2
- N2)

N(1- N2
)

dN=

    QA
2Ûx 2 - D

2( x 2
+ D)

+ ln 1+ D
x

2 + QA
2
x&x ln 1 +

D
x

2 +
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    1
2

1+ D
D+ x

2 -
1

2x 2 - lnx +
1
2

ln D+ x
2

1+ D
, ( 14)

其中   a = xA , b = x
2
+ DA 1 

相应的初始条件为

  x (0) = 1, Ûx (0) = 01 ( 15)

现引入变换 x 1 = x , x 2 = Ûx , 则二阶微分方程( 14)可改写为

  

Ûx 1 = x 2,

Ûx 2 =
1

x1ln 1+ D/ x 2
1

1
QA 2 -

1
2

1+ D
D+ x

2
1
+

1

2x 2
1
+ lnx 1-

1
2

ln
D+ x

2
1

1+ D
+

  1

x1ln 1 + D/ x
2
1

p ( t )

QA 2 - x
2
2

- D
2( x 2

1+ D)
+ ln 1+

D
x

2
1

1 

( 16)

对应的初始条件为

  x 1(0) = 1, x 2(0) = 01 ( 17)

3  准静态问题的解

在内表面均匀载荷作用下,不可压超弹性圆柱壳的大变形准静态问题的解,是突加常值载

荷作用下,圆柱壳动力响应问题解的不动点, 而不动点的性质与这个自治系统动力响应解或圆

柱壳的运动性质有关1 变形载荷关系曲线是准静态问题的核心,为此在运动方程( 6)中, 令方

程右端的惯性项等于0,即得到圆柱壳在径向均布内压 p 0作用下的准静态问题的平衡方程,由

类似的推导过程可得

  p 0 = Q
v (A )

v (B)

L( v
- 3

- v)
v

2
- 1

dv, ( 18)

 图 1 圆柱壳的变形曲线

式中, v = v (R ) = r( R ) / R = 1 + ( a
2
- A

2
) / R

2 1/ 2
,

v( B ) = 1+ ( a
2
- A

2
) / B

2 1/ 32
, v ( A) = a/ A = x 表

示圆柱壳内半径的变形程度1 

由( 18)式可得到不同厚度比下圆柱壳的变形载荷

关系曲线, 如图 1 所示, 其中材料参数给定为: L =

2163 MPa, Q= 950 kg/m31 由图可见, 圆柱壳的变形随

内压的增加而增加,但存在一水平的渐近线,当内压接

近于这一渐近线对应的载荷值时, 圆柱壳的变形可快

速增加, 这意味着圆柱壳的破坏, 因此这一载荷值可作

为圆柱壳被破坏的临界载荷值1 如对厚度比分别为 D

= 0. 234, 2. 0, 4. 0的圆柱壳,其对应的临界载荷值分别为 0. 28 MPa, 1. 45 MPa和 4. 12 MPa1 即
厚度比大的圆柱壳的破坏更困难1 

4  突加常值载荷作用下的动力响应

对突加常值载荷 p ( t ) = p 0 的特殊情况,动力系统是自治的,将(14) 式对 x 积分,可得

  x
2ln 1 +

D
x

2 Ûx 2
-

2

QA
2Q

x

1
x

1
2

1 + D
D+ x

2-
1

2x 2- lnx +
1
2

ln
D+ x

2

1 + D dx -
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p 0

QA
2( x

2
- 1) = 01 ( 19)

根据通常的振动理论,当且仅当相图中的 x ~ Ûx = V曲线是一条有有限周期T = Rdx
V
的

封闭曲线时,运动 x ( t ) 才是周期的 1 对给定的载荷 p 0,如果当 V = 0时, (19) 式存在 x > 0的

根,则周期性的运动就会产生 1 在(19) 式中令 V = Ûx = 0, 有

  2Q
x

1
x

1
2

1+ D
D+ x

2 -
1

2x
2 - lnx +

1
2

ln
D+ x

2

1+ D
dx -

p 0

QA 2 ( x
2
- 1) = 01 ( 20)

由( 20)式求得不同参数下对应于给定载荷 p 0 的 x 的值,此即振动过程中圆柱壳内表面的

最大值, 记为 xmax , xmax与 p 0的关系曲线如图2所示;而后对应不同的 xmax, 可由(19) 式求得速

度 V = Ûx 与x 的关系曲线,即运动的相图,不同参数下的相图如图 3所示1 

图 2 xmax ~ p 0关系曲线 图 3 相图 ( D = 2)

由图3可见,对某一圆柱壳,对突加常值内压总是存在一个临界载荷值 p cr(如当 D= 2时,

p cr = 1. 204 MPa) , p 0< p cr时的相图是一条封闭的曲线,相应的圆柱壳的运动是周期振动1 但

p 0 \ p cr 时的相图不是封闭的曲线,相应的圆柱壳的运动不再是周期振动, 此时方程的解随时

间的增大无限制的增大, 表明圆柱壳随时间的增加最终必将被破坏 1 另外, 随圆柱壳厚度比

的减小,临界载荷 p cr变小, 表明圆柱壳越薄,越容易被破坏1 
突加常值载荷作用下,动力系统为一自治系统, 系统的不动点为 ( x 1, x 2) = ( x s, 0) , 这里

x s 为相应准静态问题的解, 即在同一载荷作用下的变形1 而不动点的性质与自治系统动力响

应解或圆柱壳运动的性质有关,根据通常的振动理论需由微分方程组在不动点处的 Jacobi矩

阵讨论不动点的性质1 由方程( 16)给出的不动点处的 Jacobi矩阵为

J =
J 11 J 12

J 21 J 22 ( x
s
, 0)

=
0 1

J 21 0
, ( 21)

式中

J 21 =
1

x sln(1 + D/ x 2
s )

2L
QA 2 -

1

x
3
s
-

2x s

D+ x
2
s
+

1
x s

+
(1 + D) x s

( D+ x
2
s)

2 +

  2D
x

4
s (1+ D/ x 2

s) ln(1+ D/ x 2
s )

p 0

QA 2 +
L
QA 2

1

2x
2
s
-

1 + D
2( D+ x

2
s )

+ lnx s - ln
D+ x

2
s

1+ D +

  1

x
2
s ln(1+ D/ x 2

s)

2p 0

QA 2 +
2L
QA 2

1
2x2

s
-

1 + D
2( D+ x

2
s )

+ lnx s- ln
D+ x

2
s

1+ D 1 ( 22)
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可见 Jacobi矩阵的迹总是 trJ = J 11+ J 22 = 0, 而 Jacobi矩阵的行列式 D = det | J | = -

J 211 由( 22)式所得对应于 D= 2的圆柱壳的 Jacobi矩阵的行列式的数值结果如表 1所示1 
表 1 Jacobi矩阵行列式的数值结果 ( D= 2)

x s 1. 1 1. 2 1. 3 1. 4 1. 5 1. 6 1. 7 1. 8 1. 9

D 6. 6 @ 106 3. 46 @ 106 1. 51 @ 106 0. 78 @ 106 0. 66@ 106 0. 48@ 106 0. 42@ 106 0. 19 @ 106 - 0. 16 @ 106

  根据通常的振动理论,如果 D < 0,则不动点是一个不稳定的鞍点;如果 trJ = 0, D > 0,则

不动点是一个稳定的中心 1 表1的结果表明,对 D= 2的圆柱壳,当 p 0< p cr = 1. 204 MPa,即

x s < 1. 9时,不动点是一个中心点,而当 p 0 \ p cr = 1. 204 MPa时,不动点是一个鞍点1 通常,

中心点周围总有同宿或异宿轨线环绕,如对 D= 2的圆柱壳,在常值载荷 p 0 = 1. 04 MPa 作用

下, ( x s, 0) = (1. 6, 0) 就是如相图图3中实线所示拥有如下两点( x (0) , 0) = (1. 0, 0) 和( xmax ,

0) = (2. 4, 0) 的封闭的同宿轨线的中心点1 

5  周期载荷作用下的动力响应

实际上,如橡胶胶管和血管要受到周期性载荷或近似周期性载荷的作用,为了分析结构的

稳定性及结构的破坏,需要讨论此类结构对周期载荷的动力响应,因此这里讨论圆柱壳在形如

p ( t ) = p 1+ p 2sinXt 的周期载荷作用下的动力响应与破坏1 
在 p ( t ) = p 1+ p 2sin3Pt的周期载荷作用下,对一阶微分方程组( 16)进行Runge-Kutta法数

值积分,可得到结构的时程曲线、相图及 Poincar�截面图等结果1 代表性的一条时程曲线示于
图4, 5个相图示于图 5~ 图 9,两个 Poincar�截面图示于图 10~ 图 111 

D = 2, p 1 = 0. 3 MPa, p 2 = 0. 1 MPa D= 2, p 1 = 0. 3 MPa, p 2 = 0. 1 MPa

图 4  时程曲线 图 5  相图

对周期载荷 p ( t ) = p 1+ p 2sinXt而言, 其平均应力 pm = p 1+ p 21 计算结果表明,对给定

的载荷幅值 p 2和载荷频率 X,存在平均应力的一个临界值 p
m
cr1 当 pm < p

m
cr时,图 4~ 图 11给

出的时程曲线、相图及Poincar�截面图等结果可通过数值计算得到,且图 4~ 图 11各图表明在

周期载荷作用下,圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动1 但当 pm \ p
m
cr时,不能得到图 4~

图11各图,意味着圆柱壳将被载荷破坏1 

另外,计算结果表明,载荷幅值 p 2 和载荷频率 X对临界载荷值p
m
cr 的影响可忽略不计,如

对 D= 2的圆柱壳其临界载荷值 p
m
cr总是为 1. 4 MPa1 
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D = 2, p 1 = 0. 8 MPa, p 2 = 0. 7 MPa D= 2, p 1 = 1. 0 MPa, p 2 = 0. 5 MPa

图 6  相图 图 7 相图

D = 2, p 1 = 1. 4 MPa, p 2 = 0. 1 MPa D= 2, p 1 = 1. 4 MPa, p 2 = 0. 5 MPa

图 8  相图 图 9 相图

D = 2, p 1 = 1. 0 MPa, p 2 = 0. 1 MPa D= 2, p 1 = 1. 4 MPa, p 2 = 0. 1 MPa

图 10 Poincar�截面图 图 11 Poincar�截面图

6  结   论

本文通过有限变形动力学理论,分析了一类不可压超弹性圆柱壳,在周期载荷或突加常值

载荷作用下的动力响应和破坏问题1 对受均匀内压作用的圆柱壳的准静态问题,存在内压的

一个临界值,当内压接近于该值时, 圆柱壳的变形快速增加,圆柱壳将被破坏1 准静态问题的
解是突加常值载荷作用下圆柱壳动力响应问题解的不动点,不动点的性质与圆柱壳的运动性
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质有关1 对突加常值载荷也存在一个临界载荷值,当载荷小于这个临界值时,不动点是一个稳

定的中心,周围环绕封闭的轨线,圆柱壳的运动是非线性周期振动1 但当载荷大于这个临界值
时,不动点是一个不稳定的鞍点,相图不是封闭的曲线, 圆柱壳随时间的增加将被破坏1 通过

对描述圆柱壳运动的非线性常微分方程解的数值模拟, 发现对周期载荷也存在着其平均应力

的一个临界值, 当平均应力小于这个临界值时, 时程曲线、相图及 Poincar�截面图可通过数值

计算得到,圆柱壳的运动为拟周期性的非线性振动1 但当平均应力大于这个临界值时,不能得

到以上各图,圆柱壳将被载荷破坏1 周期载荷或突加常值载荷作用下,圆柱壳破坏的临界载荷

值小于准静态载荷作用下圆柱壳破坏的临界载荷值,而且突加常值载荷作用下的临界载荷值

最低1 
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Dynamical Response of Hyper-Elastic Cylindrical

Shells Under Periodic Load

REN Jiu- sheng

( Shanghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics ; Depar tm ent of Mechan ics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200444, P . R . China )

Abstract: The dynamical response such as the motion and destruction of hyper-elastic cylindrical

shells subjected to periodic or a suddenly applied constant load on the inner surface are studied within

the framework of finite elasto-dynamics. It was proved that there exists a certain critical value for the

internal load through the numerical computing and dynamic qualitative analysis of the nonlinear differ-

ential equation that describes the motion of the inner surface of the shell. The motion of the shell is

nonlinear periodic or quas-i periodic oscillation when the mean load of the periodic load or the constant

load is less than its critical value. But the shell will be destroyed when the load exceeds the critical

value. The solution of the static equilibrium problem is the fixed point for the dynamical response of

the corresponding system under a suddenly applied constant load. The property of the fixed point is re-

lated to the property of the dynamical solution and the motion of the shell. The effects of the thickness

and the load parameters on the critical value and the oscillation of the shell were discussed.

Key words: hyper-elastic cylindrical shells; nonlinear differential equation; periodic oscillation; quas-i

periodic oscillation; critical load
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