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摘要 : � 用平面动力系统方法研究( 2+ 1)-维广义 Benney- Luke方程的精确行波解,获得了该方程的

扭波解,不可数无穷多光滑周期波解和某些无界行波解的精确的参数表达式, 以及上述解存在的

参数条件��
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引 � �言

本文研究以下( 2+ 1)-维广义 Benney-Luke方程:

� � �tt - ��+ a�
2
�- b� �tt + p �t ( ( �x )

p- 1
�xx + ( �y )

p- 1
�yy) +

� � � � 2( ( �x )
p �xt + ( �y )

p �y t ) = 0, ( 1)

其中, a、b 是两个实参数, p ( � 1) 是整数��该方程是浅水波长波各向同性模型( 2维 Benney-

Luke模型)的推广(见文献[ 1] ) ��方程( 1)的特殊情形是以下( 1+ 1)维 Benney-Luke方程(又称

( 1+ 1)维 Boussinesq型方程) [ 2] :

� � �tt - �xx + a�xxxx - b�xx tt + �t �xx + 2 �x �x t = 0�� ( 2)

文献[ 1]考虑方程( 1)沿正 x- 轴方向传播的行波解�( x , y , t ) = u( x - ct , y ) , 得到以下的

行波方程:

� � ( c
2
- 1) uxx + ( a - bc

2
) uxxxx - uyy + ( 2a - bc

2
) uxxyy -

� � � � c[ ( p + 2) u
p
x uxx + pux u

p- 1
y uyy + 2u

p
y uxy ] = 0�� ( 3)

令 u( x , y , t ) = �( x + �y - ct ) = �( �) ,其中 �= x + �y - ct , c表示波速, 本文研究方程( 1)

的这类行波解 �� 将 �( �) 代入方程( 1)并注意方程( 3)可得

� � ( c
2
- 1- �2) ��� + [ a - bc

2
+ ( 2a - bc

2
) �2 + a�4] �����-

� � � � c( p + 2) ( 1 + �p+ 1
)

p + 1
( �p+ 1
� ) � = 0�� ( 4)

关于 �积分一次,取积分常数为 0, 我们得到
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� � ( c
2
- 1- �2) �� + [ a - bc

2
+ ( 2a - bc

2
) �2 + a�4] ���� -

� � � � c( p + 2) ( 1 + �
p+ 1

)
p + 1

( �p+ 1

�
) = 0�� ( 5)

令 �( �) = d�/ d�, 即 �( �) = ��( �) d�并记

� � A =
1+ �2 - c

2

a - bc
2
+ ( 2a - bc

2
) �2 + a�4

,

� � B =
c( 1+ �p+ 1

)

( p + 1) [ a - bc
2
+ ( 2a - bc

2
) �2 + a�4]

,

于是,由式( 5)得

� � d2 �
d�

2 = A�+ ( p + 2) B�
p+ 1�� ( 6)

这个方程等价于系统

� � d�
d�

= y ,
dy
d�

= A �+ ( p + 2) B�p+ 1
, ( 7)

并有以下的首次积分:

� � H ( �, y ) = y
2
/ 2- A�2

/ 2- B�p+ 2
= h��

作为特例,方程( 2)的行波系统为( 7)中 p = 1和 �= 0情形��

为了对 p � 3情形统一地研究方程( 6) 的解的动力学行为, 兹作变换 �= �
1/ p

, 可得

� � p���+ ( 1- p ) ( ��) 2
- p

2
[ A�2

+ ( p + 2) B�3
] = 0,

该方程等价于系统

� � d�
d�

= y ,
dy
d�

=
( p - 1) y

2
+ p

2
[ A�2

+ ( p + 2) B�3
]

p�
�� ( 8)

系统( 8)是一个奇行波系统
[ 3]

,它的拌随正则系统

� � d�
d�

= py�, dy
d�

= ( p - 1) y
2
+ p

2
[ A�2

+ ( p + 2) B�3] ( 9)

有和系统( 8)相同的不变曲线解,其中当 � � 0时, d�= p �d��� 系统( 8)和( 9)有首次积分

� � Hp ( �, y ) = �- 2( p- 1) / p
y

2
+ p

2 �2/ p
( A + 2B�) = h, ( 10)

即

� � y
2
+ p

2 �2( A + 2B�) - h�2(p- 1) / p
= 0�� ( 10)�

系统( 8)的所有轨道的全局动力学行为和有界轨道的所有精确的参数表示在文献[ 4]中已

讨论过��我们在下节中将直接地应用文献[ 4]的结果��
我们的目标是首先发现系统( 7)和( 8)的所有有界解 �( �) 的全局动力学行为和有界轨道

的所有精确的参数表示,然后通过积分 �( �) =��( �) d�,我们得到方程( 1) 的在( A , B )- 参数

平面上不同区域内的行波解的精确的参数表达式��

1 �系统( 7)和( 8)的相图

本节考虑当 p = 1, 2时系统( 7) 和当 p � 3时系统( 9) 的相平面图 �� 我们总设 B � 0, 否

则系统( 6)化为线性系统��
当 p = 1时,系统( 7) 有两个平衡点 O( 0, 0) , E (- A / ( 3B) , 0)�� 对于 Hamilton量

� � H ( �, y ) = y
2
/ 2- A�

2
/ 2- B�

3
= h,

记� � � h0 = H ( 0, 0) = 0, h1 = H -
A

3B
, 0 = -

A
3

54B
2��
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当 p = 2, AB < 0时,系统( 7) 有3个平衡点 O( 0, 0) 和 E� ( - A/ ( 4B ) , 0)�� 对于Hamilton

量

� � H ( �, y ) = y
2
/ 2- A�2

/ 2- B�4
= h,

记� � � h0 = H ( 0, 0) = 0, h1 = H -
A

4B
, 0 =

A
2

16B
��

若 AB > 0,系统( 7) 只有一个平衡点 O( 0, 0)��
通过定性分析可知,当 p = 1, 2时, 随参数( A , B) 的改变,系统( 7)有图 1和图2所示的相

图��

( a) A > 0, B < 0 � � � � ( b) A < 0, B > 0 � � � � ( c) A < 0, B < 0 � � � ( d) A > 0, B > 0

图 1� 当 AB � 0 和 p = 1时 ,系统(7)的相图的变化情况

由图 1可见,若 AB � 0,以下结论成立: 1) 当A > 0( < 0) 时, O是鞍点(中心) , E 是中心

(鞍点) ; 2) 系统( 7) 有唯一的同宿到鞍点的同宿轨道 �, 其内部包含中心, 存在包含中心在其

内部的一族周期轨道��

( a) A < 0, B < 0 � � � � ( b) A > 0, B < 0 � � � � ( c) A < 0, B > 0 � � � ( d) A � 0, B > 0

图 2� 当 AB � 0 和 p = 2时 ,系统(7)的相图的变化情况

当 p = 2时,方程( 6)是熟知的 Duffing振子[ 6] ��此时,系统( 7)的 4个不同相图如图 2��
当 p � 3, A � 0时, 系统( 9) 有两个平衡点 O( 0, 0) 和 E( �1, 0) , 其中 �1 = - A / ( ( p +

2) B )�� 应用文献[ 4] 的结果, 可得随参数组( A , B ) 改变时系统( 8)的相图如图 3��
由图 3可见,若 AB � 0,以下结论成立: 1) 原点 O 是系统( 9) 的二阶平衡点; 2) 当 A >

0( < 0) 时, E 是中心(鞍点) ; 3) 系统( 9) 有无穷多的同宿到原点 O 的同宿轨道 �
h��

当 p � 4, p 是偶数时,由于 �= �1/ p
,我们只能讨论 � � 0的情况, 即只考虑系统( 8)在右

半平面的相图��
设 u( x , y , t ) = �( x + �y - ct ) = �( �) 是方程( 5) 在 � � (- � , � ) 上的一个在连续解,

并且 lim�� � �( �) = a, lim��- � �( �) = b�� 于是,如果( � ) 称 �( x + �y - ct ) 为一个孤立波

解,如果 a = b; ( � ) 称 �( x + �y - ct ) 为一个扭波解或反扭波解,如果 a � b��
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� ( a) A > 0, B < 0 � � � � � � ( b) A < 0, B > 0 � � � � ( c) A < 0, B < 0

� � ( d) A > 0, B > 0 � � � � � � � ( e) A = 0, B < 0

图 3� 当 AB � 0 和 p � 3时 ,系统(8)的相图的变化情况

2 �方程( 1)的行波解的精确的参数表达式

2. 1 � p = 1情形(见图 1)

( � ) 当 A > 0时, 对应于由H ( �, y ) = 0所定义的系统( 7) 的同宿轨道 �, 其精确的参数

表达式为

� � �( �) = -
A

2B
sech

2 A
2
� �� ( 11)

( � ) 当 A < 0,对应于由H ( �, y ) = h1所定义的系统( 7) 的同宿轨道 �, 其精确的参数表

达式为

� � �( �) =
| A |
3B

1-
3
2

sech2 | A |
2
� �� ( 12)

因此,由式( 11)和( 12)可得方程( 1)的以下行波解

� � �( �) = ��( �) d�= -
A

B
tanh A

2
� , � � 当 A > 0 ( 13)

和

� � �( �) =
| A |
3B

�-
3

| A |
tanh | A |

2
� , � � 当 A < 0�� ( 14)

显然,式( 13)是一个扭波解, 式( 14)是一个无界波解��
( � ) 当 A > 0( < 0) , B < 0时, 对应于由H ( �, y ) = h, h � ( h1, 0) ( h � ( 0, h1) ) 所定

义的系统( 7)的周期轨道,其精确的参数表达式为

� � �( �) = r 1 - ( r 1 - r 2) sn2 ��, k1 , ( 15)

其中的参数 ( r1, r2, r3) 由 y
2

= 2h + A �2 + 2B�3 = 2 | B | ( r 1- �) ( �- r2) ( �- r 3) 所定义,

r 1 > r2 > r 3,并且 k
2
1 = ( r1 - r2) / ( r 1 - r 3) , � = 3 | B | ( r1 - r3) / 6��
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( � ) 当 A > 0( < 0) , B > 0时, 对应于由H ( �, y ) = h, h � ( h1, 0) ( h � ( 0, h1) ) 所定

义的系统( 7)的周期轨道,其精确的参数表达式为

� � �( �) = r 3 + ( r 2 - r 3) sn2
( ��, k2) , ( 16)

其中的参数 ( r1, r2, r3) 由 y
2

= 2h + A�2
+ 2B�3

= 2B ( r1 - �) ( r 2- �) ( �- r 3) 所定义, r1 >

r 2 > r3, k
2
2 = ( r2 - r 3) / ( r 1 - r 3) , � = 3B ( r1 - r3) / 6��

因此,由式( 15)和( 16)可得方程( 1)的以下行波解(见文献[ 5] ) :

� � �( �) = ��( �) d�= �[ r1 - ( r 1 - r 2) sn
2
( ��, k 1) ] d�=

� � � � r 1 -
r 1 - r 2

�
�+

r1 - r2

�
E ( arcsin( sn( ��, k 1) ) , k1) ( 17)

和

� � �( �) = ��( �) d�= �[ r3 + ( r 2 - r 3) sn2
( ��, k 2) ] d�=

� � � � r 3 +
r 2 - r 3

�
�-

r2 - r3

�
E ( arcsin( sn( ��, k 2) ) , k2) , ( 18)

其中, E( u, k) 是第二类不完全椭圆积分��

显然,式( 17)和( 18)定义了两个无界波解��
2. 2 � p = 2情形

( � ) A � 0, B < 0(见图2( a) ) �� 先设 A < 0, B < 0�� 对应于图3( a) 中由H ( �, y ) = h ,

h � ( 0, � ) 即 y
2

= 2 | B | [ h/ | B | - A �2/ ( 2 | B | ) - �4] = 2 | B | [ ( r
2
1 + �2

) ( r
2
2 - �2

) ]

确定的周期轨道族, 其精确的参数表达式为

� � �( �) = r 2cn( �1�, k1) , ( 19)

其中, �1 = 2 | B | ( r
2
1 + r

2
2) , k1 = r 2/ r

2
1 + r

2
2�� 因此,方程( 1)有以下行波解族:

� � �( �) = r 2�cn( �1�, k 1) d�=
1

2 | B |
arcsin( k 1sn( �1�, k 1) )�� ( 20)

其次设 A = 0, B < 0,此时 y
2
= 2 | B | ( h/ | B | - �2) ( �2

+ h/ | B | ) �� 于是, �( �)

的参数表达式为

� � �( �) =
h

2 | B |

1/ 4

cn ( 8h | B | )
1/ 4�,

1

2
�� ( 21)

从而可得方程( 1)的以下周期行波解

� � �( �) = ��( N) dN=
1

2 | B |
arccos dn ( 8h | B | )

1/ 4
N ,

1

2
1 ( 22)

( �) A > 0, B < 0(见图2( b) ) 1 对应于由H ( W, y ) = 0所定义的系统( 7)的两同宿轨道,

其精确的参数表达式为

  W( N) = ?
A

2 | B |
sech 2A | B | N1 ( 23)

对应于由H ( W, y ) = h, h I ( h1, 0) ,所定义的系统( 7)的两周期轨道,有 y
2
= 2 | B | [ h/ | B | -

AW
2
/ ( 2 | B | ) - W

4
] = 2 | B | [ ( r

2
1 - W

2
) ( W

2
- r

2
2) ] , 其精确的参数表达式为

  W( N) = ? r 1dn( 2 | B | r1 N, k2) , ( 24)

其中   k2 = r
2
1 - r

2
2 / r 11 

对应于由 H ( W, y ) = h, h I ( 0, ] ) 所定义的系统( 7)的包围 3个平衡点的周期轨道,其
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精确的参数表达式为( 19) 1 

因此,方程( 1)的以下的扭波解和反扭波解

  <( N) = ?
A

2 | B |Q
sech 2A | B | NdN= ?

1
| B |

arctan( exp( 2A | B | N) ) ( 25)

和两族周期行波解

  <( N) = ? r 1
Q

dn( 2 | B | r 1 N, k2) dN=

    ?
1

2 | B |
arcsin( sn( 2 | B | r1 N, k 2) ) 1 ( 26)

此外,方程( 1)还有一族如式( 20)的周期行波解1 

( �) A < 0, B > 0(见图2( c) ) 1 对应于由H ( W, y ) = h1所定义的系统( 7)的两异宿轨道,

其精确的参数表达式为

  W( N) = ?
| A |
4B

tanh 2BN1 ( 27)

对应于由 H ( W, y ) = h, h I ( 0, h1) 所定义的系统( 7)的包围中心的周期轨道,由

  y
2

= 2B
h
B

-
| A |
2B

W
2
+ W

4
= 2B ( r

2
1 - W

2
) ( r

2
2 - W

2
) ,

其中   r
2
1 =

1
4B

[ | A | + A
2
- 16hB ] , r

2
2 =

1
4B

[ | A | - A
2
- 16hB ] ,

可得精确的参数表达式为

  W( N) = r 2sn 2Br1 N,
r 2

r 1
1 ( 28)

因此,由式( 27)和( 28)得方程( 1)的以下的无界行波解:

  <( N) = ?
| A |
4B Q

tanh 2BNdN=
| A |

2 2B
ln( cosh( 2BN) ) ( 29)

和一族周期波解:

  <( N) = r 2
Q

sn 2Br 1N,
r2

r1
dN=

    
1

2B
ln dn 2Br 1 N,

r 2

r 1
-

r 2

r 1
cn 2Br 1N ,

r 2

r 1
1 ( 30)

2. 3  p \ 3情形

注意,若 p \ 3,当且仅当 h = 0时,通过首次积分 Hp ( U, y ) = h,用经典分析方法积分系

统( 8) 的第1个方程才成为可能 1 设 h = 0, 此时( 10)c 化为 y
2

= - p
2

U
2
( A + 2B U) 1 

( �) A > 0, B < 0 (见图 3( a) ) 1 

对应于由 y
2
= p

2
U

2
( 2 | B | U- A ) 所定义的系统( 7)的同宿轨道,其精确的参数表达式为

  U( N) =
A

2 | B |
sech

2
( XN) , ( 31)

其中, X = p A / 21 因此,方程( 1)有以下的精确的行波解:

  <( N) =
Q

( U( N) )
1/ p

dN=
Q

A
2 | B |

sech
2
( XN)

1/ p

dN1 ( 32)

显然,当 p = 2m时,式( 30) 表示方程( 1) 的一个扭波解和一个反扭波解 1 当 p = 2m + 1时,

式( 30)表示方程( 1)的一个扭波解1 

( �) A < 0, B > 0 (见图 3( b) ) 1 

对应于由 y
2

= p
2

U
2
( | A | - 2B U) 所定义的系统( 9)的一条开轨道,积分系统( 8)的第 1个
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方程得

  U( N) =
| A |
2B

sec2
( XN) , ( 33)

因此,方程( 1)有以下的无界行波解:

  <( N) =
Q

( U( N) )
1/ p dN=

Q
| A |
2B

sec2
( XN)

1/ p

dN1 ( 34)

3  结  论

应用动力系统方法,对于 p = 1,2和 p \ 3,本文得到方程( 1) 的12个形如 u( x , t ) = <( x +

By - ct ) = <( N) 的行波解的精确的参数表达式,由公式( 13)、( 14)、( 17)、( 18)、( 20)、( 22)、

( 25)、( 26)、( 29)、( 30)、( 32)和( 34)所确定1 由这些公式可见,方程( 1)存在扭波解、反扭波解、

周期波解和无界解1 
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E x a c t T r a v e l i n g W a v e S o l u t i o n s f o r t h e

2D- Generalized Benney-Luke Equa tion
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Abst ra ct : By using the method of dynamical systems to the 2D- generalized Benney- Luke equation,

the ex istence o f kink w ave solutions and uncountably infinite many smooth periodic wave solutions is

show n. Explicit ex act parametric representations fo r the kink w ave solutions, periodic wave solutions

and unbounded tr aveling w ave solutions ar e obtained.

Key wo rds: kink wave solution; periodic wave solution; unbounded wave solution; nonlinear w ave

equation; dynamical system method
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