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一类非线性偏微分方程组的解析解
X
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(大连理工大学 应用数学系,辽宁 大连 116024)

(我刊编委张鸿庆来稿)

摘要:  首先, 利用共轭算子的性质,将张鸿庆等提出的求伴随算子对的方法推广到了求一类非线

性(即部分非线性的)算子矩阵的伴随算子向量1 其次,利用机械化的构造方法给出了求解一类非

线性(即,部分非线性的,且以所有线性的为其特例)非齐次微分方程组的统一理论, 即通过齐次化

和三角化求得恰当的变换,从而将原方程组化为较简单的形式, 一般为对角化的1 最后利用该方

法求得了一些弹性力学方程组的解析解1 
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引   言

1978年,张鸿庆[ 1]总结了弹性力学方程组的各种一般解,用代数的概念和构造方法, 给出

了统一理论和公式1 随后张鸿庆等[ 2-3]利用共轭算子的性质将文献[ 1]中的理论与方法推广到

线性变系数齐次偏微分方程组的情形1 并由此发展起来了求解微分方程组的 C-D 对理论以

及数学机械化中的AC = BD 模式[ 4] 1 即,对于一般的方程 Au = 0,我们寻找 C-D对使得AC =

BD, 并且做变换u = Cv后, 将原问题化为较简单的Dv = 01 但是对于变系数情形,这一算法计

算量较大,最终得到的变换 u = Cv 和方程 Dv = 0都比较复杂,因此至今没有太好的应用1 

关于非齐次方程组 Au = f 的求解,张鸿庆等[ 5-6] 利用AC = BD模式提出了一种求一般解

的算法 1 该方法的思想是利用 AC = BD, 做变换 u = Cv + e, 从而将目标方程化成一个较为

简单的 Dv = g 来求解,其中 e和g 要满足方程Ae + Bg = f 1 这一方法的关键就是如何选取
恰当的 e和g, 使得 Dv = g 是较Au = f 易解的方程组 1 关于 e 和g 的选取仍然没有一个好

的方法,而求解方程 Ae + Bg = f 也非易事1 

本文首先将张鸿庆等人
[ 2-3]
提出的求单个算子的伴随算子对的算法, 推广到构造一类非线

性(即部分非线性的)算子矩阵 A 的伴随算子向量 C1 进而利用该算法给出了求解一类非线
性(即部分非线性的, 且包含所有线性的) 非齐次微分方程组的统一理论, 即利用伴随算子向

量的性质,并且通过齐次化或者直接对角化的方法,求得变换 u = Cv,从而将 Au = f 化为对

角化的方程组 Dv = g 1 最后我们利用上述统一理论求解了一类弹性力学方程,并得到了一些
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解析解 1 这样,即为利用共轭算子的性质求解方程的算法找到了应用的价值,也避免了文献

[ 5-6] 中求解 Ae + Bg = f 的麻烦1 

1  右伴随算子向量及其构造

本文主要考虑一类非线性的微分方程组与微分算子,即部分非线性的,其定义如下:

定义 1. 1  设 u = ( u1, ,, un)
T和 w = (w 1, ,, wk)

T为未知函数向量, A 为关于u和w的

微分算子 1 若A 关于u是线性的而关于w为非线性的,则称A 为部分非线性的( partia-l nonlin-

ear) 1 

显然 A 可以写为A ( u , w) = �A ( w)#u ,其中 �A( w) 为关于 u 的线性变系数算子,且其系数

包含 w及其导数项1 
例如,考虑非线性算子 A( u , w ) = cos( w ) ux + wyuy , 其中 u, w 均为双变元的未知函数 1 

由于 A 关于 u 是线性的而关于 w 是非线性的, 因此 A 为部分线性的 1 令 �A ( w ) =

cos( w ) (5/5x ) + wy(5/5 y ) ,则有 A( u , w ) = �A ( w )#u1 

在不致引起混淆的情况下我们将 �A( w) 简记为 A ( w) 或 A , 且仍称其为部分非线性的1 
类似于文献[ 4]中伴随算子对的定义,对于算子矩阵有如下定义:

定义 1. 2  设 A( w) = ( A ij ) m@ n,若A ij 均为部分非线性算子,则称 A( w) 为部分非线性算

子矩阵 1 若存在 n元算子向量 C( w) = ( C1, ,, Cn)
T使得

  A( w)#C( w) = 0, ( 1)

则称 C( w) 为算子矩阵 A( w) 的右伴随算子向量1 
当 n = m+ 1 = 2且 A中算子的系数与 w无关时,令A = A 11, B = A 12, C = C1, D = - C2,

则得到了张鸿庆[ 4]所提出的右伴随算子对,此时利用共轭算子的性质就可以构造出 C1 下面
我们将这一算法推广到任意的 n > m 的情形, 同样利用共轭算子的性质将原问题( 1)化为齐

次线性方程组的求解1 
首先引入如下记号1 设 A= ( A1, ,, Ak) , B= ( B1, ,, Bk) , 记

  | A| = 6 Ai , D
A
=

5 | A|

5A1x
1
,5Akx

k

, A! = A1! ,Ak !,

  
A

B
=

A1

B1
,

Ak

Bk
,

Ai

Bi
=

Ai!
Bi!( Ai - Bi ) !

,

容易验证, 系数足够光滑的线性偏微分算子在通常意义下的加法和乘法构成一个环, 记为

R [ D] 1 其中, R [ x ] 表示系数为 R中元素的多项式环1 设A = 6
| A| [ d

aA( x) D
A I R[ D] , 其中,

aA I C
]
( R

k
) , x = ( x 1, ,, x k) I R

k1 A
* 为 A 的共轭算子,则

  A
*
= 6

| A| [ d

(- 1) | A| 6
B[ A

A

B
D

B
aA( x) D

A- B
= 6

| A| [ d

a
*
A ( x) D

A
, ( 2)

其中

  a
*
A( x) = 6

| l| [ d, B[ l, l- B= A
(- 1) | l |

l

B
D

B
al ( x ) , | A | [ d,

而 A \ B为对所有 i (1 [ i [ k ) 有 Ai \ Bi1 

关于共轭算子有如下性质:

引理 1. 1  设 A、B、C、D 为线性偏微分算子,则
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( � ) ( A
*
)
*
= A;

( � ) ( A + B )
*
= A

*
+ B

*
;

( � ) ( AC)
*
= C

*
A

*
,进而若 AC = BD,则 C

*
A

*
= D

*
B

* 1 
由共轭算子性质可以给出构造算子矩阵 A的右伴随算子向量C的方法 1 首先对于给定

的算子矩阵 A利用公式(2) 求出其共轭转置 A
* T

= (A
*
ji ) n@ m , 其次由引理1. 1知式( 1)等价于

  C
* T#A* T

= 01 ( 3)

并由此求出 C
* T

= ( C
*
1 , ,, C

*
n )1 最后由引理 1. 1的( � )求出

  C = ( C1, ,, Cn)
T
= ( C

* *
1 , ,, C

* *
n )

T1 

现在我们的目标是按等式( 3)求出 C
* T1 设 A

*
ij 具有如下形式:

  A
*
ij = 6

| A| [ d
i

a
( i , j)

*

A ( x) D
A
,   i = 1, ,, m; j = 1, ,, n 1 

其中, d i是A 的第 i 行元素最高微分阶数, a
( i , j)

*

A ( x) ( | A | [ d) 是充分光滑的函数1 假定

  C
*
j = 6

| B| [ e

c
j *

B ( x)D
B
,   j = 1, ,, n1 

其中, e 是C中元素最高微分阶数1 则

  C
*
j A

*
i, j = 6

| B| [ e

c
j
*

B ( x) D
B# 6

| A| [ d
i

a
( i , j)

*

A ( x) D
A
= 6

| l| [ e+ d
i

6
| B| [ e

c
j
*

B�a
( i, j )
B D

l
,

其中   �a ( i , j )
B = 6

| A| [ d
i
, r [ B, A+ r= l

B

r
D

B- r
a
( i , j )

*

A ( x )1 

为使式( 3)成立, 要求其中各等式的所有微分项的系数为 0,则可以得到如下线性齐次方程组:

  6
| B| [ e

(�a
( i , 1)

B c
j *

B + ,+ �a
( i , n)

B c
j*

B ) = 0,   | l | [ e + d i ; i = 1, ,, m1 ( 4)

设我们所考虑的微分方程的自变量个数为 k ,则 C i包含
k + e

k
个微分项,因而其系数的

个数为
k + e

k
,又因为 C中共有n 个元素, 故方程组(4) 共含有 n

k + e

k
个未知元 1 而式

(3) 由 m个等式构成,其中第 i个等式的最高微分阶数为d i+ e,因而包含
k + d i + e

k
个微分

项,故式(4) 所包含的方程数为 6
m

i= 1

k + di + e

k
显然当方程的个数严格小于未知元的个数

时,即

  6
m

i= 1

k + d i + e

k
< n#

k + e

k
, ( 5)

齐次线性方程组( 4)有非平凡解1 进而我们也就求出了 C
* T

, 再求一次共轭转置, 就得到了

C1 
引理 1. 2  当 m < n时, 总存在足够大的 e使得不等式( 5)成立,进而齐次线性方程组( 4)

有非平凡解1 

证明  设 d = max
i

d i , 则

  6
m

i= 1

k + d i + e

k
n#

k + e

k
< m

k + d + e

k
n#

k + e

k
=

1270 一类非线性偏微分方程组的解析解



    m( k + e + 1) ,( k + e + d)
n( e + 1) ,( e + d )

=
m
n

# e
d
+ f ( e)

e
d
+ g( e)

,

其中, f ( e) 和 g( e) 是关于 e的次数小于d 的多项式,因此上式右端当 e y ] 时的极限为 m/ n

< 11 故必存在足够大的 e 使得不等式( 5)成立1 t

综上所述有下面的定理:

定理 1. 1  对于给定的 m行n列的部分非线性微分算子矩阵A( w) ,当 m < n时存在一机

械化算法求得 n 元算子向量C( w) 使得 A( w)#C( w) = 01 

显然,当 n = m + 1 = 2时就为张鸿庆等人[ 2- 3] 提出的方法1 另外, 待求算子向量 C中元

素的微分阶数可以不同, 即第 i 个元素的阶数设为 ei , 这样就可以得到类似于( 5)式但是更为

精细的估计,从而可以降低方程组( 4)中未知元和方程的个数,以达到减少计算量的目的1 

显然定理 1. 1, 针对于微分算子,给出了由张鸿庆
[ 4]
提出将方程组化为单个方程的求解方

式的一个机械化算法,并在第 2节中应用在求解一类非线性微分方程组当中1 

2  求解部分非线性方程的一般理论

我们考虑如下形式的微分方程组:

  A( w)#u + Ac#w = f , F( u, w) = 0, ( 6)

其中, A( w) = ( Aij ( w) ) m@ n 为部分非线性微分算子矩阵; Ac为一般的微分算子矩阵; F ( u ,

w) = 0为关于 u和w的一般微分方程组; f = ( f 1, ,, f m)
T
为足够光滑的函数向量1 我们称这

样的方程组为部分非线性的( partia-l nonlinear) 1 

若视 w为已知函数,这样 A( w)#u+ Ac#w = f 就可看成是关于u的变系数线性方程组 1 
借助于求解微分方程的AC = BD模式以及定理1. 1,可以求得关于 u的变换并将式( 6)化为如

下较为简单的形式:

  u = C( w)#v , D( w)#v+ Dc#w = g, F ( C( w)#v, w) = 0, ( 7a, b, c)

其中, C( w) 和 D( w) 均为部分非线性算子的矩阵; Dc为关于w的微分算子矩阵; g 为足够光

滑的函数向量 1 在本文中,选取 D( w) 为对角矩阵1 

这样我们就得到了 u 关于w的表示( 7a)以及仅关于 w和新函数 v 的方程( 7b)与( 7c) 1 我
们可以首先由( 7b)与( 7c)解得 w和 v , 进而由( 7a)得到 u,从而得到了原方程的解 1 特别的,

若 F S 0, 可以选取恰当 v 使得( 7b)为仅关于 w且容易求解的方程1 
2. 1  齐次化方法

引入新的未知函数 un+ 1, 设

  �A( w) = ( Ai , j ) m@ ( n+ 1) = ( A( w) , Ac#w - f ) , �u = ( u1, ,, un , un+ 1)1 

考虑如下齐次方程组:

  �A( w)#�u = 0, �F (�u, w) = F( u, w) = 01 ( 8)

显然有

引理 2. 1  若 �u = ( u1, ,, un, 1)
T是方程(8) 的解,则 u = ( u1, ,, un)

T是原方程( 6)的解1 
再由定理 1. 1得到

定理 2. 1  若 m < n + 11 则存在部分非线性的算子向量 C( w) = ( C1, ,, Cn )
T和算子

D( w) , 使得原方程( 6)有如下形式的解:

  u = C( w)#v, D( w)#v = 1, F ( C( w)#v , w) = 0, ( 9)
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其中, v 为未知函数1 

证明  由定理 1. 1利用共轭算子的性质求得部分非线性算子向量 �C( w) = ( C1, ,, Cn ,

Cn+ 1) ,使得 �A( w)#�C( w) = 01 从而对任意的函数 v, �u = �C( w)#v为式(8) 的解 1 令 C( w)

= ( C1, ,, Cn) 及 D( w) = Cn+ 1, 由引理 2. 1可知, 对于任意满足 un+ 1 = D ( w)#v = 1及

F ( C( w)#v , w) = 0的 v 和 w, u = C( w)#v 为原方程( 6)的解1 从而定理得证1 t

显然,在 AC = BD 模式里, 选取的 Dc= 0, g = 1,而 v 为单个函数,且 D( w) 为平凡的对

角矩阵,即为单个算子1 
但是一般来讲, 由定理 2. 1得到的 D( w) 是比较复杂的部分非线性算子, 其系数包含 f 和

w及其各阶导数项 1 因此 D ( w)#v = 1也不是容易求解的 1 但是对于一些特殊的 f , D( w)

的形式是很简单的, 甚至是常系数的微分算子1 在第 3节中我们将给出具体的算例1 
2. 2  直接对角化

利用定理 1. 1我们也可以将 A( w) 直接进行对角化 1 此时设 D( w) 的形式如下:

  D( w) =

D11 , 0 , 0

s w s s s

0 , Dmm , 0 m@ n

, ( 10)

而待求的变换为 n 阶方阵,设为 C( w) = ( Cij ) n@ n , 满足

  A( w)#C( w) = D( w) , ( 11)

不妨设 C( w) 具有如下形式:

  C( w) =

C1, 1 , C1, m C1, m+ 1 , C1, n

s w s s s s

Cm, 1 , Cm, m Cm, m+ 1 , Cm, n

0 , 0 Cm+ 1, m+ 1 , Cm+ 1, n

s w s s w s

0 , 0 0 , Cn, n n@ n

1 ( 12)

由式( 10) ~ ( 12)不难得到如下 n 个独立的方程组:

  

A 11C1i + ,+ A 1iCni = 0,

s

Am1C1i + ,+ AmiCni = 0,

  i = m + 1, ,, n1 

A 11C1 j + ,+ A 1mCmj = 0,

s

Aj- 1, 1C1j + ,+ Aj- 1, mCmj = 0,

Aj+ 1, 1C1j + ,+ Aj+ 1, mCmj = 0,

s

Am1C1j + ,+ AmmCmj = 0,

  j = 1, ,, m1 

( 13)

不难看出当 m [ n时, 上述 n个方程组均满足定理1. 1的条件, 因而可以利用共轭算子的性质

求出每个方程组的非平凡解1 由此得到

定理 2. 2  若 m [ n1 则存在形如式(12) 的部分非线性算子矩阵 C( w) 和对角矩阵

D ( w) , 使得原方程( 6)有如下形式的解:
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  u = C( w)#v , D( w)#v+ Ac#w = f , F ( C( w)#v, w) = 01 ( 14)

对应于 AC = BD模式, 我们选取的是 Dc= 0, g = - Ac#w + f1 

3  在弹性力学中的应用

3. 1  平面应力方程

非齐次平面应力方程
[ 1]
可以写为

  Au = f , A =

5
5x

5
5y 0

0
5
5x

5
5y

$ 0 $

, u =

Rx

Sxy

Ry

, f =

- f x

- f y

- f xy

1 ( 15)

其中, $ = 52/ 5x 2
+ 52/ 5y 21 f x和f y 为充分光滑的函数, 分别表示板在点( x , y ) 处关于 x 方向

和 y 方向的受力 1 而 f xy = (1+ L) ( (5/5x ) f x + (5/ 5y ) f y ) , L为 Poisson比1 
为了简化问题, 我们仅考虑 f xy = 0的情形,即

  5
5x f x( x , y ) +

5
5y f y( x , y ) = 0, ( 16)

引入新的未知函数 u4, 由此得到齐次化后的方程为:

  �A�u = 0, �A =

5
5x

5
5y 0 f x

0
5
5x

5
5y f y

$ 0 $ 0

, �u = ( Rx  Sxy  Ry  u4)
T1 

同样利用定理 1. 1可以求得算子向量 �C = ( C1, C2, C3, C4)
T使得 �A#�C = 0,其中 C4是一

个以 f 及其各阶导数的多项式为系数的三阶偏微分算子 1 因此对于一般的满足式(16) 的 f x

和f y很难求得C4v = 1的解 1 为此, 需要对f 进一步加以限制, 从而使得 C4为一简单算子,一

般取为常系数的算子 1 我们发现,若 f x 和f y 同时满足如下等式时,

  5
5y f x( x , y ) -

5
5x f y( x , y ) = 0, ( 17)

可以得到简单的 D = C4 = 52
/5 x2 + 52/ 5y 2

, 从而式( 15)有如下形式的解:

图 1  板绕原点匀速旋转时的受力

  

u1 = - f x
5
5x + f y

5
5y v,

u2 = - f y
5
5x - f x

5
5y v,

u3 = f x
5
5x - f y

5
5y v , $v = 11 

( 18)

关于 f 的限制条件(16)和(17) 是有一定力学意义的 1 
下面我们举一个具体的力学问题来说明这一点 1 如图 1,

板绕原点以角速度 X匀速旋转, 其在点( x , y ) 处所受的离

心力为 f 1 

若设板的密度 Q与距离的平方成反比, 即 Q= k / ( x
2
+ y

2
) ,其中 k 为常数 1 则易知板在

点( x , y ) 处的受力 f 分别沿x 方向和y 方向的分量为f x = ( kX
2
x ) / ( x

2
+ y

2
) 和 f y = kX

2
y / ( x

2

+ y
2
)1 易验证此时 f x 和f y 满足等式( 16)和( 17) ,故可按照式( 18)求解1 
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3. 2  柱壳的弯曲问题

用位移表示柱壳弯曲问题的平衡微分方程为[ 7]

  

52

5A2
+

1- L
2

52

5B2
u +

1+ L
2

52v
5A5B+

L
R

5w
5A+

1 - L
2

ED
q1 = 0,

1+ L
2

52u
5A5B+

52

5B2
+

1- L
2

52

5A2 v +
1
R
5w
5B-

1

R
2Rcw +

1 - L2

ED
q2 = 0,

L
R

5 u
5A+

1
R

5v
5B+

w

R
2 +

D2

12
¨4

w -
1- L2

ED
q 3 = 0,

( 19)

其中, u、v、w表示位移, A、B表示角度, R = R( B) 为只关于 B的函数, E 为弹性模量, D为板的

厚度, q1、q2、q3 为荷载, ¨2
= 52

/ 5A2+ 52/ 5B2为Laplace算子 1 文献[ 7] 中为了简化计算,而

将 R 视为常数1 事实上,利用定理 2. 2可以很好的解决上述方程1 
首先将上述方程写成式( 6)的形式,则

  

A =

52

5A2
+

1 - L
2

52

5B2
1+ L
2

52

5A5B
L
R

5
5A

1 + L
2

52

5A5B
52

5B2
+

1 - L
2

52

5A2
1
R

5
5B-

1
R

2Rc
, u =

u

v

w

,

f =

-
1 - L2

ED
q1

-
1 - L

2

ED q2

,

F( u , v , w ) =
L
R

5u
5A+

1
R
5v
5B+

w

R
2 +

D2

12
¨4

w -
1 - L2

ED
q31 

( 20)

由式( 13)知,我们需要求解以下 3个方程组和方程:

  
A 11C13+ A 12C23+ A 13C33 = 0, A 11C12+ A 12C22 = 0,

A 21C13+ A 22C23+ A 23C33 = 0, A 21C11+ A 22C21 = 0,

由定理1. 1解得

  

C11 = A 22, C21 = - A 21, C12 = A 12, C22 = - A 11,

C13 = L
53

5A3
-

53

5A5B2
, C23 = ( L+ 2)

53

5A25B
+

53

5B3
, C33 = - R ¨41 

( 21)

从而得到 D = A#C和F 分别为

  
D11 =

1 - L
2

¨4
, D22 = -

1- L
2

¨4
,

F( Cv ) = D31v1 + D32v2+ D33v3 -
1- L

2

ED
q31 

( 22)

其中

  D31 =
1 - L
2R

5
5A L

52

5 A2
-

52

5B2 , D32 = -
1- L
2R

5
5B (2+ L)

52

5A2
+

52

5B2 ,

  D33 = -
D2

12 R ¨8
+ 4Rc 5

5B¨
6
+ 2Rd

52

5A2
+ 3

52

5B2 ¨4
+

    4RÊ 5
5B¨

4
+ Rdd¨4

+
L2- 1
R

54

5 A4
1 

综上,由式( 21)和( 22)我们将方程组( 19)化为如式( 14)的对角化的形式1 
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3. 3  旋转壳的无矩理论

旋转壳无矩理论的平衡方程[ 7]如下:

  

1
R1

5FT1

5A +
cot( A)
R 2

( FT1- FT2) +
1

R 2sin( A)
5FT12

5B + q1 = 0,

1
R1

5FT12

5A +
2cot( A)

R2
FT12+

1
R2sin( A)

5FT2

5B + q2 = 0,

FT1

R1
+

FT2

R2
= q3,

( 23)

其中, A、B为角度; q1、q2和 q3分别为经线方向(即 A方向)、纬线方向(即 B方向) 和法线方向

的荷载,都是 A、B的已知函数; FT1、FT2分别为经线方向和纬线方向的拉压力, FT12= FT21为经

线及纬线方向的平错力, 都是 A、B的未知函数; R1、R2 为半径且只与 A有关,并满足

  d
dA

( R 2sin( A) ) = R1cos( A) 1 ( 24)

由式( 23)第 3式及式( 24)解得

  FT2 = R 2q 3-
R 2

R 1
FT1, R1 =

1
cos( A)

d
dA

( R2sin( A) ) ,

将其代入到式( 23)的前两式,为利用定理 2. 2求解, 写成式( 6)的形式,则得到

  

A =

cos( A) (2R2cos( A) + Rc
2sin( A) + R2sin( A) (5/ 5A) )

R2sin( A) ( R
c
2sin( A) + R2cos( A) )

-
cosA

sin( A) ( Rc
2sin( A) + R2cos(A) )

5
5B

    

1
R2sin( A)

5
5B

cos( A) ( 2Rc
2sin(A) + 2R2cos( A) + R2sin(A) (5 /5A) )
R2sin( A) ( R

c
2sin(A) + R2cos( A) )

,

f =

-
R2cos( A)

2q3 - R2cos( A) sin( A) q 1+ sin( A) cos( A) q3R
c
2 + cos(A) 2Rc

2q1- Rc
2q1

sin( A) ( Rc
2sin( A) + R2cos( A) )

R2cos( A) q
c
3 + Rc

2q 2+ Rc
2sin( A) q

c
3 + R2sin(A)cos( A) q 2- Rc

2cos( A)
2q 2

sin( A) ( Rc
2sin( A) + R2cos( A) )

,

u =
FT1

FT12

, F S 0,

( 25)

其中, q
c
3 = 5 q3/5B1 由式(13) 知,需要求解 A 11C12+ A 12C22 = 0和 A 21C11+ A 22C21 = 01 利

用定理1. 1得到 C中元素均为一阶微分算子:

  

C11 = - R2sin( A)
5
5A- 2R2cos( A) - 3Rc

2sin( A) , C21 = - R 2
5
5B,

C12 = -
( R

c
2sin( A) + R2cos( A) )

2

cos( A)
2

5
5B,

C22 = [ R 2R
c
2tan( A) sin( A) + R

2
2sin( A) ]

5
5A+ 7R2R

c
2sin( A) + 2R2

2cos( A) +

  2R2R
d
2tan( A) sin( A) + 2R2R

c
2tan( A)

2sin( A) + R
c2
2 tan( A) sin( A)1 

( 26)

进而得到 D = A#C为二阶的对角偏微分算子矩阵:

  D11 = [- R
2
2cosA( sinA)

2 52

5A2
- R2( R

c
2sinA+ R2cosA)

52

5B2
+
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    5cosAR2( R
c
2( cosA)

2
- sinAR2cosA- R

c
2)

5
5A+ cosA(- 6( cosA) 2R2

2+

    3( cosA)
2
R

c2
2 + 3( cosA)

2
R

d
2R2- 13R

c
2R 2sinAcosA+ 2R

2
2-

    3Rd
2R 2- 3Rc2

2 ) ] / [ ( R
c
2sinA+ R 2cosA) R2sinA] ,

  D22 = [ R
2
2( cosA)

2
( sinA) 2( Rc

2sinA+ R 2cosA)
52

5A2
- R2cosA(- ( cosA) 2R2

2 -

    R
c2
2 + ( cosA)

2
R

c2
2 - 2cos( A) R2sinAR

c
2)

52

5B2
+ R 2cosA(- 12R2R

c
2( cosA)

4
-

    3( cosA) 3R 2sinAR
d
2+ 5( cosA) 3R2

2sinA- 4( cosA) 3Rc2
2 sinA+ 9R2R

c
2( cosA)

2
+

    4cosAR
c2
2 sinA+ 3cosAR2sinAR

d
2+ 3R2R

c
2)

5
5A+ 4R

2
2R

d
2cosA-

    11( cosA) 5R 2
2R

d
2- 18Rc2

2 ( cosA)
5
R2+ 7( cosA) 3R2

2R
d
2+ 4R2

2sinAR
c
2+

    11Rc2
2 ( cosA)

3
R2 + 2sinAR2

2R
c
2( cos( A) )

2
+ 7Rc2

2 cosAR2-

    2R
c3
2 sinA( cosA)

4
- 2R

3
2( cosA)

3
+ 2R

c3
2 sinA( cosA)

2
+

    8Rc
2sinAR

d
2( cosA)

2
R 2+ 6( cosA) 5R3

2+ 23Rc
2( cosA)

4
R

2
2sinA-

    8R
c
2sinAR

d
2( cosA)

4
R 2] / [ sinAcosA

2
R2( R

c
2sinA+ R2cosA) ] 1 

综上,由式( 26)及上式我们将方程( 25)化为如式( 14)的对角化的形式1 

3. 4  在动载荷作用下框架结构大变形分析

平面框架结构中每个微元的运动微分方程
[ 8]
如下:

  

5
5S ( K1sin( H) ) -

5
5S ( K2cos( H) ) - Q&W + Fx = 0,

5
5S ( K1cos( H) ) +

5
5 S ( K2sin( H) ) - Q&U+ Fy = 0,

5K3
5S - K2 = 0,

5H
5S +

5H0
5S - K3 = 0,

( 27)

其中, W、U、H、K1、K2、K3 都是关于弧长坐标 S 和时间T 的函数, H0为初始转角, Fx 和Fy 为荷

载, &U = 52
U/5T 2

, &W = 52
W/ 5T 21 显然这是一个非线性的方程组1 

由式( 27)的后两式可以解得 K2 = 52H/ 5S2
+ 52H0/ 5S2和 K3= 5H/ 5S + 5H0/ 5S ,将其代入

到式(27) 得到只关于 K1、U、W 和H的方程

  
( sin( H)

5
5S + cos( H) Hc) K1- Q&W+ F1 = 0,

( cos( H)
5
5S - sin( H) Hc) K1- Q&U + F 2 = 0,

( 28)

其中

  

Hc =
5H
5 S , H0c=

5H0
5 S ,

F1 = Fx - cos( H) ( HÊ + HÊ0 ) + sin( H) Hc( Hd
+ Hd

0 ) ,

F2 = Fy + sin( H) ( HÊ + HÊ0 ) + cos( H) Hc( Hd
+ Hd

0 )1 

( 29)

这显然是一个非线性的方程组,但是如果将式( 28)的未知函数分为 u = ( K1, W, U) 和 w

= ( H) 两个部分,则不难看出式(28) 关于 u为线性的, 即其为部分非线性的1 
为了便于求解, 将式( 28)写成形如式( 6)的矩阵形式
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  A( H) =
sinH

5
5S + HccosH - Q

52

5T 2 0

cosH
5
5S - HcsinH 0 - Q

52

5T 2

, u =

K1

W

U

, f = -
F1

F2

, F S 01 

( 30)

引入新的未知函数 V, 得到形如式( 8)的齐次化后的方程

  �A( H) =

sin( H) 5
5 S + cos( H) Hc - Q 52

5T 2 0 F1

cos( H)
5
5 S - sin( H) Hc 0 - Q

52

5T 2 F2

, �u =

K1

W

U

V

, �F S 01 

( 31)

利用定理 2. 2可求得部分线性算子向量 �C( H) = ( C1, C2, C3, C4)
T
, 使得�A( H)#�C( H) = 0,

其系数包含 H及其各阶导数 1 令 C( H) = ( C1, C2, C3) 及 D( H) = C 41 显然对于任意满足
D( H) #v = 1的 H和v, u = C( H)#v 为式(28) 的解 1 但是 D( H) 的形式是比较复杂的,我们这

里就不列出了1 以下仅就一种特殊情况给出方程( 30)的一组精确解1 

假设 H= H( t ) , H0 = H0( t ) 只与 t 有关, Fx , Fy 为常数,则由式(29) 知 F1 = Fx , F2 = Fy

亦为常数 1 此时我们可以很容易求得线性算子向量 �C( H) = ( C1, C2, C3, C4)
T
:

  C1 = - Q[ (- F
2
2( sinH)

2
+ 2F2F 1sinHcosH- F

2
1( cosH)

2
)
52

5 t 2
+

    2H
#

(- 3F
2
2cosHsinH+ 4F2F1( cosH)

2
- 2F 2F1( sinH)

2
+ 3F

2
1cosHsinH-

    F1F2)
5
5 t (3F

2
2H

&
cosHsinH+ 18F2F 1H

#
2sinHcosH- 4F2F 1H

&
( cosH) 2+

    2F1F 2H
&

( sinH) 2- 3F2
1H

&

sinHcosH+ 4F 2
1H

#
2
( sinH) 2- 5F2

1H
#
2
( cosH) 2+

    F1F2H
&

+ F
2
2H

#
2
+ 5F 2

2H
#
2
( cosH) 2 + 2F2

1H
#
2
- 4F2

2H
#
2
( sinH) 2) ] ,

  C2 = ( F2sinH- F1cosH)
2sinH

5
5s , C3 = ( F2sinH- F1cosH)

2cosH
5
5 s ,

  C4 = - Q
5
5 s (2F2H

#

( sinH- F1cosH)
5
5 t + F2H

&

sinH+ 4F 2H
#
2cosH-

    F1H
&
cosH+ 4F1H

#
2sinH)1 

使得 �A#�C = 0,其中 H
#

= dH/ d t ,则 D( H) v = C4 v = 1为如下形式的微分方程:

  D ( H) v = a1
52v
5s5 t + a2

5 v
5s = 1,

其中, a1、a2为仅关于 t的函数,不难解得

  v( s , t ) = f ( t ) + ( ( tan( H) ) 2+ 1) g ( s ) -

    
1
2
sQF2sin( H) - F 1cos( H)

Q H
#

dt [ H
#

(- F2tan( H) + F1)
2
] ,

其中, f 和g 为任意函数 1 这样对任意的 H( t ) 及上述的 v , 我们可以解得原方程( 30)的解为

  K1 = C1( H) v , W = C2( H) v, U = C3( H) v1 
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Abstract: Firstly, an approach is presented for computing the adjoint operator vector of a class of

nonlinear ( i. e. partia-l nonlinear) operator matrix by generalizing the method presented by Zhang et al.

and the conjugate operators. Secondly, a united theory is given for solving a class of nonlinear (i. e.

partia-l nonlinear and including all linear) and non- homogeneous differential equations by the mathe-

matics-mechanization method. In other words, a transformation is constructed by homogenization and

triangulation which can reduce the original system to the simpler one which is diagonal. Finally, some

practical applications are given in elasticity equations.

Key words: AC = BD model; partia-l nonlinear; adjoint; conjugate; plate and shell
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