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摘要:  基于夹层壳理论和三维弹性动力学理论, 研究了无限长夹层圆柱壳在移动内压作用下的

临界速度1 首先,基于夹层壳理论, 考虑夹芯的压缩和剪切变形以及面板的剪切变形, 研究了轴对

称简谐波在无限长夹层圆柱壳中的传播问题;其次, 基于三维弹性动力学理论, 将位移变量用 Leg-

endre正交多项式系表示,同时引入位置相关函数,将求解导波问题化为简单的特征值问题1 利用

这两种方法得到了最低模态的频散曲线, 最小相速便是内压移动的临界速度1 最后, 用算例和数

值模拟来验证方法的有效性1 结果表明,两种理论得到临界速度吻合得较好; 当波数较小时, 两种

理论得到的频散曲线吻合得很好,当 k y ] 时,夹层壳理论和弹性动力学理论得到的极限相速分

别趋于面板和夹芯的剪切波波速1 波数较小时,两种理论分析夹层圆柱壳的导波问题是有效的1 

数值模拟预测的临界速度与理论分析的结果吻合得很好1 
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引   言

圆柱壳在移动内压作用下,当移动内压的速度趋于轴对称弯曲波波群速度(临界速度)时,

壳体的结构响应理论上趋于无穷大,实际上是受同等水平静内压的结构响应的数倍[ 1] 1 已知
内压移动速度, 设计夹芯可以改变夹层圆柱壳的波群速度,避免共振,降低结构响应1 首先应

该解决的问题是求临界速度1 对于圆柱壳轴对称弯曲波,波群速度与最小相速相等[ 2] ,故只需

得到最低阶频散关系,便可以求得该临界速度1 圆柱壳是一种重要的结构(如爆震发动机的燃

烧室,枪炮管等) ,将轻质夹层结构应用于这类结构,通过合理设计,改善其性能是航天,航空等

领域结构设计的迫切需求1 
单层均匀各向同性或正交各向异性无限长圆柱壳的导波问题, 已经得到了广泛的研究1 

主要有弹性动力学方法、基于板壳理论的近似方法以及数值分析方法( NAM)
[ 3] 1 Gazis

[ 4]
将位
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移用 Bessel函数表示,用弹性动力学方法研究了各向同性无限长圆柱壳的导波问题; Mirsky[ 5] ,

MarkuÍ等[ 6]将位移用 Frobenius级数表示, 用弹性动力学方法研究了正交各向异性无限长圆柱

壳的波导问题, 但这种方法有一定的局限性, 当波长较短时方法不收敛; 同时Mirsky[ 7]基于厚

壳理论给出了正交各向异性无限长圆柱壳的导波问题的近似解; Elmaimouni等
[ 8]
将位移用

Legendre正交多项式表示,应用弹性动力学方法研究了无限长圆柱壳的导波问题1 这种方法
引入了位置相关函数,将边界条件包含在本构关系,将波导问题简化为简单的特征值问题1 对

于非均匀材料, Elmaimouni等
[ 9]
应用类似于文献[ 8]的方法研究了功能梯度材料无限长圆柱筒

的导波问题1 Han等[ 3]应用数值分析方法( NAM)研究了功能梯度材料无限长圆柱筒的导波问

题,作者将轴向和周向位移用三角级数表示, 而径向位移场用有限元方法构造1 对于夹层圆柱

壳的导波问题的研究成果并不多见,MarkuÍ等[ 10]
基于Mirsky

[ 5]
和 Gazis

[ 4]
的方法研究了三层复

合材料夹层圆柱壳的导波问题,也存在一定局限性,当波长较短时方法是不收敛的1 本文应用

基于圆柱壳理论的近似方法和弹性动力学方法
[ 8]

,分析无限长夹层圆柱筒的轴对称导波问题,

求移动内压的临界速度, 并用算例和有限元软件模拟验证方法的有效性1 

1  基于柱壳理论的近似方法

如图 1所示的圆柱壳, 内表面受均布内压1 坐标系如图 1( b)所示,上下面板相对于夹芯

( a) ( b)

图 1  圆柱壳的示意图

来说很薄,可以视为薄壳,而夹芯为厚壳,上下面板的厚度相同,且材料一致1 每一层定义为

i , i = t, b, c分别表示上、下表面和夹芯 1 位移分量 u
i、v i、w i分别表示各层中面轴向、周向和径

向位移; U
i
x( x , t )( i = t, c, b)表示垂直各层中面的法线绕 x轴的转角; U

c
z ( x , t ) 表示夹芯沿 z轴的

应变 1 因为只考虑轴对称振动,故 v
i
= 0,且5(#) /5H= 01 本文考虑的是小变形问题,且只考

虑夹芯在径向的变形,不考虑面板的径向变形,故位移场可近似表示为:

上表面

  
�u t

x = ( u
a
+ u

d
) + [ z - ( h f + h c) / 2] ( Uax + Ud

x) ,

�u t
z = w

a
+ w

d
;

( 1)

夹芯

  
�uc

x = ( u
a
- h f / 2) + z (2u

d
/ hc - Uax h f/ hc) ,

�uc
z = w

a
+ 2w d

z / h c;
( 2)
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下表面

  
�ub

x = ( u
a
- u

d
) + [ z + ( h f + h c) / 2] ( Uax - Ud

x) ,

�ub
z = w

a
- w

d
;

( 3)

其中

  
u

a  w
a  Ua

x =
1
2

u
t
+ u

b  w
t
+ w

b  Ut
x + Ubx ,

u
d  w

d  U
d
x =

1
2

u
t
- u

b  w
t
- w

b  U
t
x - U

b
x 1 

( 4)

应变与位移之间的关系可写为

  
�Eix =

5�u i
x( x , t )

5 x
, �EiH =

�u i
z ( x , t )

R + z
, �Eiz =

5�u i
z ( x , t )

5z
,

�Ci
x z =

5�u i
x( x , t )

5z
+

5�u i
z ( x , t )

5x
, �Ci

x H= 0, �Ci
z H = 01 

( 5)

面板与夹芯分别是各向同性材料和正交各向异性材料,故各层的本构关系可以表示为

  

R
i
x

Ri
H

Riz

Six z

=

C
i
11 C

i
12 C

i
13 0

 C
i
22 C

i
23 0

 对称  C
i
33 0

   C
i
44

�E
i
x

�Ei
H

�Eiz

�Ci
x z

1 ( 6)

夹层壳的应变能密度为

  �W*
=

1
2 6i ( Ri

x�E
i
x + Ri

H�E
i
H+ Riz�E

i
z + Six z �C

i
x z ) 1 ( 7)

将( 5)式代入( 6)式可得应力, 再代入( 7)式, 进一步在整个夹层壳区域内积分便可以得到势能

�W 1 根据线性理论, 动能密度可表示为

  �T *
=

1
2 6

i

Qi [ (�u
# i
x )

2
+ ( �u

# i
z )

2
] , ( 8)

其中, Qi表示各层的密度,且 Qt = Qb = Qf1 将(1) ~ (4) 式代入(8) 式,在整个夹层壳区域内

积分便可得到动能�T 1 均布外力f x、f z作用在边界表面上, 那么外力做功为 �We = - QQS
(f x�ux +

f z �u z) dS 1 夹层圆柱壳的运动方程可由Hamilton原理得到, 其变分形式为

  0 = �W - �T - �W e, DQ
t
2

t
1

0 dt = 01 ( 9)

那么,由Hamilton原理得到的运动方程为

  

L 11 L 12 L 13 L 14 L 15 L 16

 L 22 L 23 L 24 L 25 L 26

  L 33 L 34 L 35 L 36

   L 44 L 45 L 46

 对称   L 55 L 56

     L 66

u
a

u
d

Ua
x

Ud
x

w
a

w
d

=

0

0

0

0

$p ( x , t )

- $p ( x , t )

+ Q
52

5t
2

u
a

u
d

Ua
x

Ud
x

w
a

w
d

, ( 10)

其中, L ij 为偏微分算子, Q为质量矩阵,其表达式见附录 1 另外, $= 1- ( hc + 2h f) / (2R ) 1 
轴对称简谐波沿对称轴自由传播, 位移自由变量可以表示为

  x = U
a  U

d  5a
x  5 d

x  W
a  W

d T
ei( kx- Xt)

, ( 11)
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其中, k 为波数, X为圆频率1 将( 11)式代入运动方程的齐次部分,便可以得到频散方程,求解

频散方程可得最低阶频散关系曲线,曲线上的最小值便是临界速度1 

2  弹性动力学方法

为计算方便,令 q1 = kx , q3 = kz , k 是波数1 三层圆柱壳的尺寸、坐标系如图 2所示1 由

 图 2  圆柱壳纵剖面示意图

于只考虑轴对称运动,那么周向位移v = 0,以及5/ 5H=

01 柱坐标下其动力学方程为

  

5Rx
5 q1

+
5Sx z

5q 3
+
Sx z

q3
=

Qs

k
52

u

5t
2 ,

5Sx z

5q 1
+

5Rz
5q3

+
Rz - RH

q3
=

Qs

k
52

w

5t
2 1 

( 12)

夹芯与面板界面上的边界条件要求: 径向位移与应力连

续;在自由边界上要求:径向应力以及剪切应力为 01 通
过引入矩形阶跃函数 J,让边界条件自动包含在如下的

本构关系中[ 8, 11] :

Rx

RH

Rz

Sx z

=

C
s
11 C

s
12 C

s
13 0

 C
s
22 C

s
23 0

对称  C33
s 0

   C
s
44

�Ex

�EH

�Ez

�Cx z

k J( kR i, kRo) , ( 13)

其中, �Ex = 5 u/5 q1, �EH= w / q3, �Ez = 5w /5 q3, �Cx z = (5w /5 q1+ 5 u/5 q3) 1 C
s
jk、Q

s 分别表示

有效刚度系数和有效密度:

  C
s
jk = 6

3

i= 1

C
i
j kJ( kri , kri+ 1) , Qs = 6

3

i= 1

QiJ( kri , kr i+ 1) , ( 14)

其中

  J( a, b) =
1,   a [ q3 [ b ,

0,   其它,
( 15)

C
i
j k、Q

i
分别表示各层的刚度系数和密度1 轴对称简谐波在无限长圆柱筒中, 沿对称轴自由传

播,其位移分量可表示为[ 8]

  u =
1

2P
ei( Xt- q

1
) 6

]

m= 0

p
1
mQm( q3) , w =

1

2P
ei( Xt- q

1
) 6

]

m= 0

p
3
mQm( q3) , ( 16)

其中

  Qm( q3) =
2m + 1

kH
Lm

2q3- kD

kH
, H = R o - R i, D = R o + R i , ( 17)

Lm为 Legendre 正交多项式系, m 的取值理应从 0到 ] ,实际上 m 取值为 0到 M, M 的取值取

决于结果的收敛情况1 将( 16)式代入( 13)式,然后再代入( 12)式得

  C
s
44 q

2
3
52

u
5q

2
3
- C

s
11 q

2
3u + C

s
44q 3

5 u
5q 3

- i( C
s
12+ C

s
44) q3w -

    i( C
s
13+ C

s
44) q

2
3
5w
5q 3

J( kR i, kR o) + q
2
3
5u
5 q3

- iq 2
3w

5C
s
44

5q 3
J( kR i, kRo) +
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    q
2
3
5 u
5 q3

- iq2
3w C

s
44
5J( kR i , kRo)

5 q3
= - Qs

X2

k
2 q

2
3uJ( kR i, kR o) , ( 18)

  i( C
s
12 - C

s
13) q3u - i( C

s
13+ C

s
44) q

2
3
5u
5 q3

+ C
s
33q

2
3
52

w

5 q
2
3

+ C
s
33 q3

5w
5 q3

- C
s
22w -

    C
s
44 q

2
3w J( kR i, kRo) + - i

5C
s
13

5 q3
q
2
3u +

5C
s
33

5 q3
q

2
3
5w
5 q3

+
5C

s
23

5 q3
q3w J( kR i, kR o) +

    - iC
s
13 q

2
3u + C

s
33q

2
3
5w
5q 3

+ C
s
23q 3w

5J( kR i , kRo)

5 q3
=

    - Qs X
2

k
2 q

2
3wJ( kR i, kRo)1 ( 19)

( 18)式和( 19)式两边同时乘以 1/ ( 2PQj ( q3) ) , j 取值从 0到M ,并在 H I [ 0, 2P] , q3 I [ kR i ,

kRo ] 区域上积分,得到如下方程:

  
A

m, j
11 A

m, j
13

A
m, j
31 A

m, j
33

p
1
m

p
3
m

= -
X
2

k
2

M
m, j

0

0 M
m, j

p
1
m

p
3
m

1 ( 20)

上式对指标 m 进行求和1 利用Matlab oR 的标准函数 eig 便可以解决上述广义特征值问题,从

而得到相速与波数之间的关系,即频散关系, 进而可得临界速度1 

3  算   例

3. 1  理 论 分 析
夹层圆柱筒的示意图以及坐标系见图 1和图 21 内外面板为同一种各向同性材料,夹芯

为柱坐标下的正交各向异性材料,夹层圆柱筒的材料参数和几何参数见表 11 理论分析时,筒

为无限长,有限元分析时取 1 m1 

( a) 频散关系曲线 ( b) 局部放大图

图 3  基于夹层壳理论( SS)和弹性动力学理论( ED)得到的频散关系曲线

应用夹层壳理论和弹性动力学理论,分析轴对称谐波沿对称轴在无限长夹层圆筒中传播

的问题, 得到频散关系曲线如图 3 1 图中 v
f
s = J

2
C

f
44/ Qf 表示面板的剪切波速, v

ci
s =

J2Cc i
44/ Qc i ( i = 1, 2, 3) 表示3种夹芯的剪切波速( x - z 平面) 1 最低阶频散关系曲线上的最

小值即为临界速度, 两种理论预测的临界速度见表 2, 二者吻合的较好 1 从图 3可以看出,当

波数 k [ K (K = 250, 290, 240分别对应 3种夹芯材料) 时,两种理论得到的频散曲线吻合的
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很好,而当 k > K 后,夹层壳理论预测的相速随着 k的增加继续变大且收敛于v
s
lim;而弹性动力

学理论预测的相速随着 k的增加而变小且收敛于v
e
lim1 频散关系方程过于冗长复杂,故在本文

中没有给出 1 当 k 趋于无穷大时, 求解频散方程以及求解式(20) 所示的特征值问题可分别得

到 v
s
lim和 v

e
lim ,见表 21 v

s
lim接近面板的剪切波速 v

f
s = 2 860. 8 m/ s, 但比 v

f
s要小; v

e
lim非常接近

夹芯 x - z 平面内的剪切波速 v
c1
s = 1 173. 7 m/ s, v

c2
s = 603. 29 m/ s, v c3

s = 784. 51 m/ s1 

表 1 夹层圆柱壳的材料参数和几何参数

材

料

参

数

刚度系数 Cij / (N/m2)

 面板
夹芯

M 1 M2 M 3

C11 259. 867 7@ 109 12. 645 0@ 109 2. 079 8@ 109 50. 952 0@ 109

C12 111. 346 2@ 109 1. 529 2@ 109 4. 955 4@ 109 8. 299 0@ 109

C13 111. 346 2@ 109 1. 798 6@ 109 1. 618 1@ 109 3. 420 0@ 109

C22 259. 867 7@ 109 2. 837 7@ 109 28. 765 0@ 109 36. 072 0@ 109

C23 111. 346 2@ 109 3. 325 5@ 109 7. 755 8@ 109 0. 000 0@ 109

C33 259. 867 7@ 109 3. 955 8@ 109 40. 567 0@ 109 14. 870 0@ 109

C44 74. 230. 8@ 109 0. 738 1@ 109 0. 677 1@ 109 1. 431 3@ 109

密度 Q / ( kg/m3)

面板 Qf

夹芯 Qc

M 1 M 2 M 3

 

7 800 460. 79 1 600 2 000

几何

参数

内径 R i /mm 外径 Ro /mm 面板厚度 h f / mm 夹芯厚度 h c / mm

140 190 5 40

  注  夹芯材料为二维周期性金属多孔材料,其弹性常数由均匀化方法得到[12] 1 

表 2 两种理论预测的临界速度 m/ s

 
临界速度 v cri 极限相速 ( k y ] ) v lim

SS ED SS ED

M1 885. 72 ( k = 62) 726. 17 ( k = 65) 2 620. 8 1 265. 6

M2 738. 31 ( k = 69) 642. 47 ( k = 71) 2 152. 4 650. 55

M3 883. 89 ( k = 64) 836. 34 ( k = 75) 2 079. 8 845. 96

3. 2  数值模拟
用有限元软件 ABAQUS进行模拟1 建立轴对称模型, 沿对称轴方向取 200个轴对称实体

单元, 沿径向面板取 5个单元,夹芯取 20个单元1 内壁被分为 200份, 每份上作用均布压力

pi , 如图 4所示, pi 是时间和位置的函数

  p i =
0,   t < (0. 002 5+ 0. 005( i - 1) ) / v p ,

5 @ 106 Pa,   t \ (0. 002 5+ 0. 005( i - 1) ) / vp ,
i = 1, 2, ,, 200, ( 21)

其中, vp 为内压移动的速度1 将内壁分成更多分数时, 结构响应的改变很小, 说明取 200份

时,结果已经收敛1 动力荷载作用下,结构的位移响应的最大值要比同等水平静力荷载作用下

的位移响应大得多1 定义动力学放大系数为:动载作用下结构动响应的最大值与静载作用下

的位移响应的比值
[ 1]

,即 D= wmax / w sta1 图 5表示夹芯材料为第一种正交各向异性材料 M1,

边界条件为固支和周期性边界条件时, 距离边界 l = 0. 5处,即圆柱筒轴向中点处,外面板、夹

芯和内面板各层中面的径向位移的动力学放大系数( D1、D2、D3)1 由于理论分析考虑的是无
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限长圆柱筒,所以进行有限元分析时,分析位置选在圆柱筒的中点处,尽量远离边界,减小边界

条件对结构响应的影响1 从图 5可以看的出边界条件对临界速度的预测影响很小, 预测的临

界速度约为920 m/ s,与应用夹层壳理论分析得到的临界速度吻合的很好,误差约为3. 8%1 

图 4  移动内压示意图

( a) 固支 ( b) 周期性边界

图 5 放大系数

4  结   论

基于夹层壳理论和弹性动力学理论,分析了轴对称谐波在无限长夹层圆柱筒中沿对称轴

传播的问题,得到其频散关系曲线,进一步得到了移动内压在夹层圆筒中移动的临界速度1 同
时,用有限元软件分析了两种边界条件情况下移动内压的临界值1 由分析的结果可得如下结
论:

1) 当波数 k ( k [ K ) 较小时,基于夹层壳理论和弹性动力学理论得到频散曲线吻合得较

好,二者预测的临界速度亦吻合得较好, 而当 k 较大时二者得到频散曲线相差较大, 前者得到

的相速随波数增加而变大,且收敛于一个接近于面板剪切波速的定值;后者得到的相速随波数

增加而减小,也收敛于一个定值,该值非常接近于夹芯 x - z 平面内的剪切波速 1 当 k > K

时,两种理论得到的频散曲线之间发生分歧的原因还需进一步研究,但当波长较长, 波数较小

时,两种理论分析夹层圆柱壳的波导问题是有效的1 
2) 有限元预测的临界速度与应用夹层壳理论分析得到的临界速度吻合得很好,与应用弹

性动力学理论分析得到的结果吻合较好1 3种方法都可以用来预测该临界速度1 

致谢  作者感谢西北工业大学基础研究基金及博士创新基金( CX200810)的资助1 

附   录

微分算子 L ij (# )
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其中

a t = ln
1+ ( hc + 2h f) / ( 2R )

1+ hc/ ( 2R )
, ab = ln

1- hc/ (2R )

1- ( h c+ 2h f) / (2R )
, ac = ln

1 + h c/ (2R)

1 - h c/ (2R)
,

bc = hc - Rac, Gc = R2ac - Rhc, + = ( h f + h c) / (2R ) , D1 = h f C
f
11, D 2 = hc C

c
11 , J

2 = 0. 86

为截面修正系数1 
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On the Critical Velocity of the Sandwich Cylindrical

Shell to Moving Internal Pressure
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Abstract: The critical velocity of the infinite long sandwich shell to moving internal pressure is studied using

sandwich shell theory and elastodynamics theory. Firstly the propagation of axisymmetric free harmonic waves in

the sandwich shell was studied using sandwich shell theory considering the compressibility of core and the trans-

verse shear deformation of core and face sheets. Secondly on the basis of elastodynamics theory, the displace-

ment components expanded by Legendre polynomials, as well as position- dependent elastic constants and den-

sities were introduced into the equations of motion. The critical velocity is the minimum phase velocity on the

desperation relation curve obtained using the two methods. Finally the numerical ex amples and FE simulations

were executed. Results show that the tow critical velocities agreewell with each other, and two desperation rela-

tion curves agree well with each other when wave number k is relatively small; however two limit phase veloc-i

ties approach the shear wave velocities of the face sheet and the core respectively when k limits to infinite. The

two methods are efficient to investigate wave propagation in the sandwich cylindrical shell, when k is relatively

small. The critical velocity predicted by FE simulations agrees well with that predicted by theoretical analysis.

Key words: sandwich cylindrical shell; critical velocity ; sandwich shell theory; elastodynamics; Legendre

polynomial
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