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半无限介质瞬态热传导的同伦分析法
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摘要: � 应用同伦分析法( HAM )求解半无限介质瞬态热传导问题, 该问题在不同的热场中有着广

泛的应用�� 将得到的分析结果与精确解和积分法结果进行比较�� 比较表明,和其它近似方法相

比,HAM能够提供更好的近似值�� 得到了铜、铁和铝在不同时间热流量的变化和温度的分布��
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符 � �号

c 介质的比热 L 线性算子

k 热传导率 N 非线性算子

q 热流量 �( �) 无量纲温度函数

T 有量纲温度 � 热扩散系数

T i 初始温度 � 独立的无量纲参数

T0 壁面温度 � 介质密度

t 时间 �h 辅助参数

x 有量纲正交系坐标

引 � �言

半无限介质是指仅在一个方向上无限延伸的介质, 有一个可辨别的表面是其特征��如果
表面条件发生突然变化, 固体内部将产生一维瞬态热传导��对半无限固体介质的研究,为许多

实际问题提供理想化的参照��还能用于确定地表附近瞬态热传导的影响, 或者对一个有限固

体如厚板
[ 1]
的瞬间响应进行近似分析��

通过对半无限体的研究, 可得到最小的埋置深度, 以免寒冷季节水的冻结��工人的身体与
高温机器接触时,会发生皮肤灼伤, T � 48 � , 持续时间超过 10 s,任何活性组织细胞将会死

亡��使用半无限介质假设,将不可恢复的组织损伤(以其离皮肤表面的距离度量)看作机器温

度和皮肤与机器接触时间的函数进行研究��要确定一个固体材料的导热性, 可以在该固体厚
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板(半无限介质)中嵌入一个热电偶,并在其表面测量它对指定温度变化的响应��

Khaled[ 2]结合周期性热流和对流边界条件对热传导的影响, 分析研究了通过半无限和有

限介质时熵的传递��Fang[ 3]对一个具有任意温度的半无限介质, 使用相似变换技术研究一维

热传导问题��Antaki[ 4]运用双相滞后模型( DPL, dual phase lag) , 导出具有常温表面的半无限板

瞬时温度解��该问题的另一个解,用作推导表面恒定热流的期望解的起点��Hussain等[ 5]针对

半无限介质中非 Fourier热传导过程中熵的改变, 使用扩展的不可逆热动力学法( EIT ) , 温度将

产生一个阶跃的变化��Hussain等还致力于预测温度分布和热流��

同伦分析法(HAM)首先由 Liao[ 6]引入, 主要用于解析解分析��该方法成功地应用于许多

工程和科学领域的非线性计算问题��例如,流过不透水预拉伸板的边界层流动[ 7]、流过拉伸平

板的不稳定边界层流动[ 8]等��所有这些成功的案例说明了HAM具有正确性、有效性和灵活性��

其他作者[ 9- 19]也曾使用HAM 解决了许多非线性问题��
本文将应用同伦分析法, 这一最有效的计算方法之一, 研究没有能量产生时的半无限介质

中的瞬态热传导��得到了铜、铁和铝,不同时间的热流量和温度分布,并对结果进行相互比较,

这些材料都在工业上得到了广泛的应用��

1 �建 立公 式

下面考虑在一个半无限介质中的一维热传导问题��假设介质的密度、热容量和导热率均
为常数,不受介质温度的影响��无热源项时热传导的控制方程表示为

� � �
2
T ( x , t )

�x 2 =
1
�
�T( x , t )
�t ; ( 1)

方程的初始条件为

� � T ( x , 0) = T i; ( 2)

方程的边界条件为

� � T (0, t ) = T 0, T ( � , t ) = 0�� ( 3)

下面用HAM求解并将结果与积分法和精确解相比较��

2 �同伦分析法

定义相似变量 �= x / (2 �t ) 和无量纲温度 �( �) = ( T - T i) / ( T 0- T i) , 则有

� � �T�x =
dT
d�
��
�x =

1
(4�t ) 1/ 2

��
��, ( 4)

� � �
2
T

�x 2 =
1

4�t
d2�
d�

2, ( 5)

� � �T�t =
dT
d�
��
�t =

- x

2t (4�t ) 1/ 2
��
��=

- �
2t
��
���� ( 6)

方程( 1)将变为

� � �� + 2��� = 0, ( 7)

又,上面的初始条件和边界条件变为方程( 5)的边界条件:

� � x = 0 � �= 0, � � �(0) = 1, ( 8)

� �
x � �
t = 0

� �= � , � � �( � ) = 0�� ( 9)
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这里和前面有关 T 0( �) 的表示不一样��为了用HAM 求解, 我们选择

� � �0( �) = e- � ( 10)

作为 �( �) 的初始近似值,且令

� � L ( �) = �� - � ( 11)

为具有如下属性的辅助线性算子:

� � L ( c1e
�
+ c2e

- �
) = 0, ( 12)

其中, c1和 c2为任意常数��于是得到如下形式的零阶问题:

� � (1 - p ) L [ �( �; p ) - �0( �) ] = p�hN [ �( �; p ) ] , ( 13)

� � �(0, p ) = 1, �( � , p ) = 0, ( 14)

其中带有变系数的微分算子 N 由下式给出:

� � N ( �( �; p ) ) =
�2�( �; p )
��2

+ 2�
��
���� ( 15)

上述方程中, P � [ 0, 1] 为嵌入参数, �h为辅助的非零参数 �� 显然,对于 p = 0和 p = 1, 我们

有

� � �( �, 0) = �0( �) , �( �, 1) = �( �)�� ( 16)

随着 p 从0增加到 1, �( �, p ) 从初始的猜测值 �0( �) 变化到精确解 �( �)�� 根据Taylor公

式和方程( 16) , �( �, p ) 可表示为

� � �( �, p ) = �0( � ) + �
m= �

m= 1
�m( �) p

m
, ( 17)

� � �m( �) =
1
m!
�m�( �, p )
�pm p = 0

�� ( 18)

值得注意的是,级数( 17)的收敛性依赖于 �h ,假设这样来选择 �h, 使式(17) 在 p = 1处收

敛,则由于式( 16) , 就有

� � �( �) = �0( �) + �
m= �

m= 1
�m( �) �� ( 19)

将零阶形变方程( 13)对 p 取m 次微分,然后,除以 m!,最后取 p = 0,得到下面第 m 阶形

变方程

� � L [ �m( �) - �m�m- 1( �) ] = �hRm( �) , ( 20)

� � �m(0) = �m( � ) = 0, ( 21)

� � Rm( �) = �
�
m- 1( �) + 2��

�
m- 1( �) , ( 22)

其中

� � �m =
0, � � m � 1,

1, � � m > 1��
( 23)

通过Maple软件计算方程的解为

� � �0( �) = e- �, ( 24)

� � �1( �) = 0. 5�h�2e- ��� ( 25)

解 �2( �) 及其其他各解,由于太长而无法列出, 因此通过图形来表示 �� 需要注意的是,辅

助参数 �h 影响解的收敛性 �� 确定 �( t ) 和 T ( x , t ) 后,由下式定义 x = 0处的热流量 q(0, t )

(热流量图见图 3) :

� � q (0, t ) = - k
�T
�x x = 0

�� ( 26)
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3 �积 分法

将方程( 1)对空间变量从 x = 0到 x = �( t ) 积分

� � �T�x x= �( t)
-
�T
�x x= 0

=
1
��
�( t )

x= 0

�T
�t dx �� ( 27)

根据微分法则, 等式右边的积分式可变换为

� � �T�x x= �( t)
-
�T
�x x= 0

=
1
�

d
dt �

�

x= 0
Tdx - T | x= �

d�
dt
�� ( 28)

根据热边界层定义

� � �T�x x= �( t)
= 0, T | x= � = T i, ( 29)

在对流分析中, 我们定义

� � �= �
�( t )

x= 0
T( x , t )dx�� ( 30)

将方程( 29)、( 30)代入方程( 28) ,得到

� � - �
�T
�x x= 0

=
d

dt ( �- T i�)�� ( 31)

上式称为该问题的能量积分方程, 选择 1个三次多项式代替方程中的 T( x , t ) :

� � T ( x , t ) = a + bx + cx
2
+ dx

3
, � � 0 � x � �( t )�� ( 32)

根据 �( t ) , 这里的 4个系数,需用以下4个边界条件来确定:

� � T | x = 0 = T 0, T | x= � = T i,
�T
�x x= �

= 0,
�2
T

�x 2
x= 0

= 0�� ( 33)

温度分布为

� �
T( x , t ) - T i

T 0 - T i
= 1-

x
�

3

, ( 34)

其中

� � �= 24�t �� ( 35)

如果用1个四次多项式来表示 T( x , t ) , 则得到如下的温度分布:

� �
T( x , t ) - T i

T 0 - T i
= 1- 2

x
�

+ 2
x
�

3

-
x
�

4

, ( 36)

其中

� � �= 40
3
�t �� ( 37)

4 �收敛性和有效性

Liao[ 6]指出, �h 值决定了HAM 解的收敛区域和近似程度��图 1给出的 �h 曲线清楚地显示
了, �h值的可容许范围为- 0. 19 < �h < - 0. 14�� 计算表明当 �h = - 0. 17时,方程(19) 给出的

级数在 �的整个区域内收敛��
图 2给出了 HAM、三次曲线积分法、四次曲线积分法及精确解的无量纲温度随 �变化的

曲线��值得注意的是,HAM的结果十分接近精确解,比三次曲线积分法的结果要好��尽管在

�< 1时,三次曲线积分法的结果与精确解很接近, 但是当 �增大后, 它就偏离HAM和精确解

曲线��
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图 1� 第 20阶近似时的 �h 1曲线 图 2� HAM、三次曲线和四次曲线积分法及

精确解中无量纲温度随 � 的变化

图 3� 铝、铜和铁在 x = 0 处的热流量 图 4� 铝在不同时间的温度分布

图 5� 铜在不同时间的温度分布 图 6� 铁在不同时间的温度分布

图 3给出了半无限介质 x = 0处热流量随时间的变化 �� 在 x = 0处,所有时间内铁的热

流量均比铝和铜的热流量大�� 10 s后,热流量率以一个小斜率连续变化��
图4~ 6表示铁、铝和铜的温度分布曲线, 通过金属介质, 温度随着降低, 这正是期待的��

铁的温度下降速度比铝和铜快得多��仅仅 15 s,热量就抵达 x = 0. 1 m处�� 因而,在半无限介
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质中,在相同的时间内,铁的 �( t ) 值比铝和铜小得多��

5 �结果和讨论

本文通过同伦分析法(HAM)求解半无限介质(热传导)方程并与积分法相比较��研究结果
表明,HAM可用于求解各种不同的工程问题��由于使用辅助参数 �h, HAM还具有自适应能力��
HAM求解具有无限边界条件的瞬态热传导问题,能够得到比积分法更好的近似解��和三次曲

线积分法或四次曲线积分法相比, HAM得到的近似值收敛于精确解��任何时候, x = 0处铁的

热流量大于铝和铜 �� 在同一时间内,在半无限介质中,铁的 �( t ) 值小于铝和铜��
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C o n s i d e r a t i o n o f T r a n s i e n t H e a t C o n d u c t i o n i n

a S e m i - Infinit e Medium Using Hom ot opy Analysis Met hod

A. Rezania,  A. Ghorbali,  G. Domairry,  H. Bararnia
( Department of Mechanical Engineering, Babol Industrial University,

P. O. Box 484, Babol, Iran)

Abstr act: Transient heat conduction in a semi- infinite medium was considered for its many applications in

various heat fields. Here, homotopy analysis method ( HAM ) was applied to solve this problem and analytical

results were compared with those of exact and integral methods results. The results show that HAM can give

much better approximations than the other approx imate methods. Change of heat fluxes and profiles of tempera-

ture are obtained in different times and positions for copper, iron and aluminum.

Key words: homotopy analysis method; semi- infinite medium; conduction; transient heat transfer; integral

methods; temperature profile
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