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复杂形状及开孔功能梯度板的三维分析
X
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摘要:  推导出适应功能梯度材料构件分析的半解析梯度有限元法基本算式, 并针对功能梯度构

件的材料参数随空间坐标变化的特点, 将材料参数纳入到力学方程中进行整体积分计算, 从而分

析不同情况功能梯度板件问题1 该法适应性强而又简洁高效, 采用一维离散, 给出三维分析结果,

是一种解决功能梯度构件力学分析的有效数值方法1 用提出的方法分析几种具有复杂形状及开

孔的功能梯度板,给出了板件的力学量三维分布形态1 
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引   言

功能梯度材料( FGM)是应现代航空航天工业等高新技术领域的需要而发展起来的一种新

型材料[ 1] ,其设计思想是在材料的制备过程中,连续的控制各组分含量的分布,使材料宏观特

性在空间位置上呈现梯度变化,因此材料的物理性能不存在突变,可较好地避免或降低应力集

中现象1 这种材料具有良好的可设计性,通过有针对性地改变各组分材料体积含量的空间分

布规律,满足结构元件不同部位对材料使用性能的不同要求,达到优化结构整体使用性能的目

的[ 2] ,因此在航空航天、能源工业、电子工业、化工等领域得到广泛应用[ 3] 1 
到目前为止,对功能梯度材料的结构分析主要是针对梁、板、壳等典型结构,主要分析方法

有层合模型法、渐近解法、精确解法和简化模型法等1 然而,这些方法大多只能获得一些特定

结构形式在一些特殊边界条件下的结果[ 4] ,其中简化模型法往往能适应更复杂的结构形式和

边界条件,但并不能确切反映材料性质梯度变化, 也不能给出功能梯度构件实际存在的力学量

三维分布形态
[ 5] 1 

由于功能梯度材料参数与空间坐标相关,其控制方程是变系数的,所以现有研究多见于一

般构件(梁、壳、板)在简单形状(矩形、方形)及未开孔下的分析
[ 6] 1 本文将半解析梯度有限元

法用于具有复杂形状及带孔洞的功能梯度板的三维分析1 与一般半解析法[ 7]不同的是本方法

使用一维离散而得到三维分析结果1 
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1  半解析梯度有限元构造及基本算式

1. 1  半解析单元构造

分析构件为板件, 可采用一维( x 向) 离散后条单元(如图 1) 1 具体形式为: 单元两端为

L1( x ) 与 L2( x ) , 边界条件为简支、固定、自由之一;单元侧边为联接其他单元或给定简单边界

条件(简支、固定、自由之一) 1 单元算式推导将基于三维弹性力学理论1 

图 1 半解析单元形状

1. 2  半解析单元的位移模式

采用 y 向解析, x , z 平面数值的半解析位移模

式,具体可取沿 x , y , z 3方向位移

u
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w
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6
q
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s
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s
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, ( 1)

其中, Yn( y ) 为 y 向解析函数族, 一般可取为与单元两端边界条件相应的梁(振型) 函数;

�Yn ( y ) 为 Yn ( y ) 之导数函数, 例如两端简支单元为

  Yn( y ) = sin
nP
L

y , �Yn( y ) = cos
nP
L

y ,

图 2  单元截面结点分布

式中 L 为单元y 向长度 1 N k( x , z ) 取为12结点平面有限元

形函数(图 2) , 可根据一般有限元中二维形函数的推导予以

确定[ 8] 1 uk n、v k n、wk n为结线的广义自由度,待求1 
1. 3  基本算式推导

1. 3. 1  位移列阵
式( 1)可表达为矩阵形式

[ u, v , w ]
T

= 6
q

n= 1
NnDn = ND1 ( 2a)

其中

Nn =

Yn( y ) N 1   ,   Yn( y ) N 12

 �Yn( y ) N 1   ,   �Yn ( y ) N 12

  Yn( y ) N 1   ,   Yn( y ) N 12

, ( 2b)

Dn = [ u1n  v1n  w 1n  , u12n  v 12n  w12n ]
T
, ( 2c)

N = [ N1  N2  , Nq ] , ( 2d)

D= [ D1  D2  , Dq ] , ( 2e)

1. 3. 2  应变列阵

应变列阵为

E= [ Ex  Ey  Ez  Cxy  Cyz  Czx ]
T

=

  5 u
5x

 5v
5y

 5w
5 z

 5 u
5y

+
5v
5x

 5v
5z

+
5w
5y

 5w
5x

+
5 u
5z

T

= 6
q

n= 1

BnDn = BD1 ( 3)
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将位移表达式( 2a)代入式( 3) ,很容易列出 Bn 及B 的算式1 
1. 3. 3  应力矩阵

  R = [ Rx  Ry  Rz  Rxy  Ryz  Rzx ]
T

=

    
D1 0

0 D2
E= DE= DBD, ( 4a)

式中

  D1 =
E(1 - L)

(1+ L) (1- 2L)

1 L/ (1- L) L/ (1- L)

L/ (1- L) 1 L/ (1- L)

L/ (1- L) L/ (1- L) 1

, ( 4b)

  D2 =

G 0 0

0 G 0

0 0 G

1 ( 4c)

其中功能梯度构件材料特性沿厚度变化为

  E = E ( z ) = E0e
Az / b

, L= L( z ) = L0e
Az / b

, G = G ( z ) = E/ [ 2(1+ L) ] , ( 5)

这里, A为材料变异系数, a、b 分别为板件长、短跨度1 
1. 4  基本运算矩阵

将式( 2)、( 3)和( 4)代入由变形能、动能及外力作功组成的泛函,对 D变分,得到单元基本

算式:

  M&D+ KD= F, ( 6)

其中,单元刚度矩阵 K的子矩阵为

  Kmn = QQSQ
L
2
( x )

L
1
( x )
B

T
mDBndyds , ( 7a)

单元质量矩阵 M的子矩阵为

  Mmn = QQSQ
L

2
( x )

L
1
( x )
N

T
m QNndyds, ( 7b)

单元荷载列阵 F的子列阵为

  Fn = QQSQ
L
2
(x )

L
1
(x )
N

T
n qdyds , ( 7c)

而外载列阵 q = [ qx  qy  qz ]
T
, Q= Q( z ) 为质量密度, S 为单元xz 向截面域1 

由单元刚度、质量、载荷矩阵装配成总刚度、总质量、总载荷矩阵的方法同一般半解析数值

方法
[ 7] 1 

1. 5  复杂形状及开孔的实现方法
板件形状复杂时,当沿 x 向剖分成若干个单元后,其条向长度沿 x 向可能变化,单元刚度

矩阵 K ,质量矩阵 M,荷载矩阵 F 中的 y 向积分限将为 x 向坐标的函数,一般可采用数值积

分[ 8] 1 
对开孔板, 将开孔部分与未开孔部分分别划分成不同的单元1 通过 y 向分段积分求取开

孔单元的刚度、质量和载荷矩阵;未开孔单元按常规方法处理,最后集合矩阵,实现单元拼装1 

2  各种形状功能梯度板三维分析

半解析梯度有限元方法可适用于各种形状功能梯度构件三维分析1 现列 6种不同形状简
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支板件的计算与分析结果1 

6种形状板均有:板厚 0. 02 m,弹性模量 E ( z ) = E0e
Az / b

, Piosson比 L( z ) = L0e
Az / b

, 其中

E0 = 100 GPa, L0 = 0. 3, A= 5,上表面作用均布荷载 q = 10 N/ m
2
, 全板分成 13个单元;但又

分别具有下列形状及尺寸:

( a) 平行四边形板:底边 0. 5 m, 高 1 m, 底角 80b;

( b) 直角三角形板:底边 0. 5 m,高 1 m;

( c) 八角形板:边长 0. 5 m;

( d) 圆板:半径 0. 5 m;

( e) 半圆板:半径 0. 5 m;

( f) 椭圆板:短半径 0. 25 m,长半径 0. 5 m1 
表1给出了上述 6种不同形状功能梯度板的无量纲位移 w ( a/ 2, b / 2) E 0/ ( qb ) , v( a/ 2,

0) E0/ ( qb ) 及无量纲应力 Rx ( a/ 2, b / 2) / q 沿厚度 z 分布数值1 
表 1 不同形状功能梯度板力学量沿厚度方向分布值

无量纲力学量 板类 - h/ 2 - h/ 4 0 h / 4 h / 2

w
a
2

,
b
2

E0 ( qb)

( a) 265. 9 266. 1 266. 2 266. 1 265. 9

(b) 151. 0 151. 2 151. 3 151. 2 150. 9

( c) 612. 9 613. 2 613. 3 613. 2 612. 9

( d) 504. 4 504. 3 504. 2 504. 3 504. 4

( e) 208. 8 208. 8 208. 8 208. 8 208. 7

( f ) 498. 0 498. 4 498. 5 498. 4 498. 9

v
a

2
,0 E0 ( qb)

( a) 9. 515 5. 352 1. 197 - 2. 959 - 7. 122

(b) 9. 309 4. 579 - 0. 138 1 - 4. 858 - 9. 591

( c) 14. 60 6. 485 - 1. 569 - 9. 583 - 17. 53

( d) 18. 16 10. 23 2. 265 - 5. 737 - 13. 68

( e) 12. 73 6. 141 - 0. 437 3 - 7. 007 - 13. 56

( f ) 16. 42 8. 562 0. 707 8 - 7. 149 - 14. 99

Rx
a

2
,

b

2
q

( a) - 138. 7 - 72. 35 - 2. 084 72. 75 152. 9

( b) - 76. 37 - 41. 43 - 32. 95 39. 39 83. 74

( c) - 60. 82 - 7. 624 29. 78 61. 32 102. 5

( d) 115. 2 65. 91 16. 29 - 36. 32 - 95. 24

( e) 16. 45 12. 66 4. 346 - 4. 839 - 10. 22

( f ) - 224. 5 - 116. 7 - 2. 621 118. 4 249. 5

  从表 1数据可以分析得出下列结论:

1) 力学量分布特点: w 沿厚度均布; v , Rx 基本上是以中面反对称1 上述结果与二维平板理
论力学量分布规律基本一致,说明该方法应用正确、可靠(因本方法基于三维理论,对力学量沿厚

度分布未作任何人为约束) 1 
2) 力学量分布又有所偏离二维平板理论分布规律: w 在中间稍大, v , Rx 偏离线性分布1 这

表明功能梯度构件力学量由于其材料参数随坐标变化导致偏离经典薄板理论的三维特性[ 9] 1 

3  各种开孔功能梯度板三维分析

半解析梯度有限元法可适用于各种开孔的功能梯度构件三维分析1 现列出 6种不同开孔

简支矩形板件的计算与分析结果1 
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6种开孔板均有: 跨度 a = 0. 5m,板长 b = 1 m, 板厚 h = 0. 02 m, 弹性模量、Poisson比同

上节, 上表面作用均布荷载 q = 10 N/m2
, 全板分成 10个单元;但又分别具有孔洞位置及尺寸

如下:

( a) 中心方孔: 孔尺度为 0. 1 m @ 0. 1 m;

( b) 中心矩形孔: 孔尺度为 0. 1 m @ 0. 2 m;

( c) 中心圆孔: 孔半径为 r = 0. 125m;

( d) 中心椭圆孔: 孔之长轴( x 向) 0. 125 m,短轴( y 向) 0. 062 5 m;

( e) ( x 向)双方孔: 孔尺度为 0. 05 m @ 0. 05 m, 位于 4、7单元, y 向中心;

( f) ( x 向)三方孔:孔尺度为 0. 05 m @ 0. 05 m,位于 4、6、8单元, y 向中心1 
表2给出了上述 6种不同开孔功能梯度板的无量纲位移 w ( a/ 4, b / 2) E 0/ ( qb ) , v( a/ 2,

0) E0/ ( qb ) 及无量纲应力 Rx ( a/ 4, b / 2) / q 沿厚度 z 分布数值1 
表 2 各种开孔功能梯度板力学量沿厚度方向分布值

无量纲力学量 板类 - h/ 2 - h/ 4 0 h / 4 h / 2

w
a

2
,

b

2
E0 ( qb)

( a) 411. 3 411. 6 411. 7 411. 6 411. 3

(b) 495. 4 495. 8 495. 9 495. 8 495. 4

( c) 246. 2 246. 2 246. 1 245. 9 245. 7

( d) 252. 6 252. 5 252. 3 252. 1 251. 9

( e) 399. 3 399. 5 399. 6 399. 5 399. 2

( f ) 468. 4 468. 7 468. 8 468. 7 468. 4

v
a

2
,0 E0 ( qb)

( a) 18. 59 9. 460 0. 347 8 - 4. 858 - 17. 89

(b) 23. 03 11. 91 0. 825 5 - 10. 25 - 21. 36

( c) 4. 856 - 0. 714 8 - 6. 172 - 11. 63 - 17. 16

( d) 5. 498 - 0. 151 0 - 5. 759 - 11. 35 - 17. 00

( e) 18. 01 9. 082 0. 152 4 - 8. 781 - 17. 72

( f ) 22. 40 12. 03 1. 666 - 8. 706 - 19. 09

Rx
a

4
,

b

2
q

( a) - 169. 4 - 86. 17 3. 111 98. 24 198. 4

(b) - 249. 1 - 131. 9 - 8. 679 120. 6 256. 3

( c) 8. 218 31. 29 62. 74 92. 76 120. 4

( d) 44. 64 49. 22 65. 18 83. 94 92. 51

( e) - 124. 3 - 64. 72 0. 627 0 71. 06 145. 1

( f ) - 153. 4 - 81. 75 - 5. 510 76. 31 167. 9

  表2同样表明,开孔功能梯度板力学量沿厚度分布规律与薄板理论基本一致,说明本方法

的正确、可靠;但又有所偏离, 偏离规律与功能梯度板解析解[ 9]一致, 反映了功能梯度板由于材

料参数沿厚度变异引起的三维特性1 

4  结   论

本文发展了适用于功能梯度构件力学分析的一种半解析梯度有限元法, 针对各种形状及

不同开孔功能梯度板进行了分析, 得出了基本力学量的三维分布形态1 这是一种功能梯度材
料构件分析的有效数值方法, 具有下列一些特点和优点:
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1) 能适用于各种形状及不同开孔功能梯度板件的力学分析1 
2) 采用一维数值计算,给出力学量三维分布形态, 单元、自由度数及计算工作量均较一般

有限元法低1 
3) 能较好地体现功能梯度板件力学量的分布规律及与经典平板理论的差别, 为进一步建

立有效的功能梯度材料板壳专门理论提供重要依据1 
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3D Analysis of the Functionally Graded Material Plates With

Complex Shapes and Various Holes

CAO Zh-i yuan,  TANG Shou-gao,  CHENG Guo-hua

( School of Aerospace Engineer in g and Applied Mechanics , T ongji Univer sity ,

Shangha i 200092, P . R . China )

Abstract: Basic formulas for Sem-i analytical Graded FEM on FGM members were derived. Since

FGM parameters vary along three space coordinates, the parameters can be integrated in mechanical

equations. Therefore with parameters of a given FGM plate, the FGM plate problems under various

conditions can be solved. The approach uses 1D discretization to obtain 3D solutions, and proves to

be an effective numerical method for mechanical analyses of FGM structures. Last, several FGM plate

examples with complex shapes and various holes were provided.

Key words: functionally graded material; sem-i analytical method; complex shape; hole; 3D analysis
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