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摘要:  基于开闭环控制的思想, 设计了一类由外激力与线性误差反馈组成的开闭环控制器, 研究

了Mathieu-Duffing 振子混沌轨道至任意目标周期轨道的控制问题; 同时, 利用 Liapunov 稳定性理论

与二阶常微分方程初值问题的一个比较定理, 证明了上述开闭环控制夹带盆( basin of entrainment)

的全局性1 最后,利用数值模拟, 验证了理论结果的正确性1 
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引   言

自上个世纪混沌发现以来,由于其具有初值敏感性、遍历性等特殊的动力学性质, 许多科

学以及工程领域的学者开始怀疑:混沌作为一种广泛存在的运动形式,它是否可控、可驾驭?

直到 1990年,Ott、Grebogi和 Yorke的创新性工作[ 1]发表以后,这个疑问才被消除1 文献[ 1]指

出:由于混沌的遍历性,通过对系统参数的微调,可实现对不稳定的目标周期轨道的镇定,即实

现混沌轨道至目标周期轨道的控制1 此后,混沌控制的研究吸引了来自数学、力学、物理、化学

乃至社会科学等领域学者的广泛关注1 许多行之有效的混沌控制方法被提出,诸多混沌控制

的潜在应用被发现或预测1 关于混沌控制的理论、方法及工程应用,可见综述性的文献[ 2-4]

以及文献[ 5] 1 
对于混沌控制, 应该说,至今没有严格的定义1 普遍承认的说法是:通过对混沌系统进行

有目的扰动,使之出现期望的动力学行为1 关于混沌控制的方法,可以分为两大类: 即反馈控

制与非反馈控制,它们有各自的优缺点[ 6] 1 1995年, Jackson等[ 6]比较了反馈控制与非反馈控制

的优缺点,并联合两者的优点提出了复杂系统动力学控制的开闭环控制方法1 开闭环控制方法

具有很强的鲁棒性与抗噪声能力[ 7] , 因此,自该法提出以来, 已被广泛应用于多种控制问题1 

Wheeler和Schieve[ 8]应用该法,研究了噪声环境下神经元系统混沌响应至周期响应的控制1 Chen

等应用开闭环控制方法,研究了离散动力系统混沌、超混沌的控制问题
[ 9]
以及同步问题

[ 10] 1 

同时, Chen等提出了改进的开闭环控制方法[ 11]以及参数开闭环控制方法[ 12] ,分别研究了混沌
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振动系统以及离散系统的控制问题1 Tian等[ 13]将受控系统在目标动力学位置Taylor展开至高

阶,提出了非线性开闭环控制方法1 

然而, 开闭环控制方法[ 6]及其改进[ 11-13]的一个必要步骤就是在目标动力学( goal dynamics)

处的Taylor展开1 这意味着: 开闭环控制方法只是局部有效1 因此, 若受控动力学的初始位置

不在目标动力学的附近, 该法可能失效1 故在实际应用中, 对于开闭环控制方法的夹带盆

( basin of entrainment )的估计是十分重要的, 有时甚至也是十分困难的1 在目标动力学具有指

数型有界的条件下, Jackson等[ 6]证明了自治 Duffing 振子、Lorenz系统以及 RÊssler 系统开闭环
控制的夹带盆的全局性; 同时, 对 Chua 电路的开闭环控制局部夹带盆的大小进行了估计1 

Chen等[ 9- 10]对于几类离散混沌、超混沌动力系统的开闭环控制的夹带盆也做出了估计1 

对于非自治 Mathieu-Duffing 振子,本文基于开闭环控制的思想, 设计了一类由外激力与线

性误差反馈组成的开闭环控制器, 研究其混沌轨道至任意的目标周期、高周期轨道的控制问

题;同时,利用 Liapunov稳定性理论[ 14]与二阶常微分方程初值问题的一个比较定理,证明了上

述开闭环混沌控制夹带盆的全局性1 

1  Mathieu-Duffing振子的周期倍化分岔与混沌

考虑由如下二阶非自治微分方程描述的Mathieu-Duffing 振子:

  &x + 2NÛx - ( A+ Bsin( 8t ) ) x + Cx 3
= 0, ( 1)

这里,点/ #0表示对时间的导数1 方程( 1)可用于描述某些力学与工程问题, 如带有简谐变速度

的轴向运动梁的单模横向振动
[ 15] 1 

若以方程( 1)的参激振幅作为控制参数,而将其它参数固定为

  N= 0. 125, A= 1. 0, 8 = 2. 0, C= 1. 0, ( 2)

则在参激振幅的连续变化下, Mathieu-Duffing 振子经连续的周期倍化分岔进入混沌[ 16] 1 根据

文献[ 16]的结果,方程( 1)的部分分岔、混沌动力学行为可以归结如下:

a) 当 B I (3. 60, 4. 825 77) 时, Mathieu-Duffing 振子做稳定的周期-1运动,这里周期-1代

表 T = 2P/ 8 = P, B1 = 4. 825 77为首次周期倍化分岔值;

b) 当 B I (4. 825 77, 5. 193 79) 时,Mathieu-Duffing 振子做稳定的周期-2运动, B2 = 5. 193 79

为第2次周期倍化分岔值;

c) 当 B I (5. 193 79, 5. 252 54) 时,Mathieu-Duffing振子做稳定的周期-4运动, B3 = 5.252 54

为第3次周期倍化分岔值;

d) 当 B I (5.252 54, 5.264 566) 时,Mathieu-Duffing振子做稳定的周期-8运动, B4 = 5.264 566

为第 4次周期倍化分岔值;

e) 当 B I (5.264 566, 5.267 10) 时,Mathieu-Duffing振子做稳定的周期-16运动, B5= 5. 267 10为

第5次周期倍化分岔值,等等;

f) 当 B U 5. 30时, Mathieu-Duffing振子进入混沌运动, 无穷多条不稳定的周期轨道镶嵌

于混沌吸引子中1 当 B= 5. 30时, Mathieu-Duffing 振子的混沌轨道的时程图、平面相图可见

图1~ 21 
基于增量谐波平衡法,文献[ 16]也给出了确定参数条件下Mathieu-Duffing 振子的周期、倍

周期轨道的近似解析表达式1 例如,当 B= 4. 60时,Mathieu-Duffing 振子的周期-1轨道的近似

解析表达式为

22 沈   建   和    陈   树   辉



  x ( t ) = 0. 586 535 390 432 512 - 0. 718 365 761 542cos( 8t ) +

    0. 056 036 773 531cos(2 8t ) + 0. 118 463 162 681cos(3 8t ) -

    0. 016 142 904 707cos(4 8t ) - 0. 006 967 913 833cos(5 8t ) +

    0. 002 047 153 488cos(6 8t ) + 0. 000 092 090 702cos(7 8t ) -

    0. 000 128 184 885cos(8 8t ) + 2. 342 016 089 748sin( 8t ) -

    0. 226 516 753 320sin(2 8t ) - 0. 075 278 874 083sin(3 8t ) +

    0. 020 442 538 724sin(4 8t ) - 0. 002 304 437 953sin(5 8t ) -

    0. 000 458 622 014sin(6 8t ) + 0. 000 410 264 565sin(7 8t ) -

    0. 000 073 631 481sin(8 8t ) , ( 3)

其中, 8 = 2. 01 

图 1  当 B = 5. 30 时 Mathieu-Duffing 图 2  当 B = 5. 30 时 Mathieu-Duffing

振子混沌轨道的时程图 振子混沌轨道的平面相图

2  开闭环控制器

假设 ( x ( t ) , Ûx ( t ) ) 是方程( 1)任意的目标周期轨道, 而 ( y ( t ) , Ûy ( t ) ) 是方程( 1)的混沌轨

道1 我们的目标是: 通过设计适当的控制器, 使得方程( 1)的混沌轨道都能被控制至任意的目

标周期轨道,即使得有如下关系成立:

  lim
t y ]

| y ( t ) - x ( t ) | = lim
t y ]

| Ûy ( t ) - Ûx ( t ) | = 0, ( 4)

当参激振幅 B= Bp时,目标周期轨道 x = x ( t ) 满足

  &x + 2NÛx - ( A+ Bpsin( 8t ) ) x + Cx 3
= 0, ( 5)

而当参激振幅 B= Bc时,混沌轨道 y = y ( t ) 满足

  &y + 2NÛy - ( A+ Bcsin( 8t ) ) y + Cy 3
= 01 ( 6)

对方程( 6)施加控制器 u( t ) 的作用,可得受控方程

  &y + 2NÛy - ( A+ Bcsin( 8t ) ) y + Cy 3
= u ( t )1 ( 7)

引入误差变量: e = y - x , 则方程( 7)化为

  (&e + &x ) + 2N(Ûe + Ûx ) - ( A+ Bcsin( 8t ) ) ( e + x ) + C( e + x )
3
= u( t ) , ( 8)

整理方程( 8)可得

  &e + 2NÛe - ( A+ Bcsin( 8t ) - 3Cx 2
) e + 3Cxe2

+ Ce3
+ $Bsin( 8t ) x = u( t ) , ( 9)

其中, $B= Bp- Bc1 
若控制器设计为

  u( t ) = uo( t ) + uc( t ) , ( 10)
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其中

  uo( t ) = $Bx sin( 8t ) ( 11)

与

  uc( t ) = [ k 1- ( A+ Bcsin( 8t ) ) + 3Cx 2
] ( y - x ) + ( k2 + 2N) ( Ûy - Ûx ) ( 12)

可分别视为控制器( 10)的开环与闭环部分, ki ( i = 1, 2) 为反馈系数,那么,误差系统( 9)化为

  &e - k2Ûe - k1 e + 3Cxe
2
+ Ce

3
= 0, ( 13)

显然, e = 0是非自治二阶方程(13) 的平衡点 1 根据微分方程理论, 由 x ( t ) 的有界性可知:方

程(13) 在平衡点 e = 0处的局部稳定性由其线性化方程

  &e - k2Ûe - k1 e = 0 ( 14)

决定1 
根据Hurwitz判据,若反馈系数 ki ( i = 1, 2) 为负, 则方程( 14)全局渐近稳定, 即方程( 13)

局部渐近稳定1 事实上, 在第 3节, 我们将证明: 方程( 13)为全局渐近稳定1 这表明: 混沌

Mathieu-Duff ing 振子的开闭环控制的夹带盆为全局1 在相空间中吸引盆上任一点出发的混沌
轨道,在控制器( 10)的作用下,都可被夹带至目标周期轨道1 

3  夹带盆的全局性

首先,给出二阶常微分方程初值问题的一个比较定理1 
引理 1  考虑如下二阶非线性常微分方程的初值问题:

  
&z 1 = f ( t , z 1, Ûz 1) ,

z1( t 0) = z 0, Ûz 1( t 0) = �z 0

( 15)

与

  
&z 2 = F ( t , z 2, Ûz 2) ,

z2( t 0) = z 0, Ûz 2( t 0) = �z 01 
( 16)

若对于任意的 ( t , zi , Ûz i ) I R
3
( i = 1, 2) , 方程( 15)与( 16)的右端向量场满足

  f ( t , z1, Ûz 1) [ F( t , z 2, Ûz 2) , ( 17)

那么,对于初值问题( 15)与( 16)的解 z 1( t ) 与 z 2( t ) , 有

  z 1( t ) [ z 2( t ) ,   t \ t 01 
证明  定义函数 <( t ) = z 1( t ) - z2( t ) , 则由式( 17)式可知

  <
&

( t ) = &z 1( t ) - &z 2( t ) = f ( t , z 1, Ûz 1) - F( t , z 2, Ûz 2) [ 0, ( 18)

因此

  <
#

( t ) [ <
#

( t0) = 0,   t \ t0, ( 19)

进一步的有

  <( t ) [ <( t 0) = 0,   t \ t 0 ( 20)

即

  z 1( t ) [ z 2( t ) ,   t \ t 0, ( 21)

得证1 
定义 M 1= min

t I [0, T ]
x ( t ) , M2 = max

t I [0, T ]
x ( t ) ,其中, T 为周期轨道x ( t ) 的周期1 考虑方程( 13)

的一组比较方程

  &e - k2Ûe - k1 e + 3CM1 e
2
+ Ce3 = 0 ( 22)

24 沈   建   和    陈   树   辉



以及

  &e - k2Ûe - k1 e + 3CM2 e
2
+ Ce3 = 0, ( 23)

这里 C> 01 方程( 22)、( 23)都为二阶非线性自治常微分方程,较之非自治常微分方程( 13) ,

它们的稳定性比较容易讨论1 
若能证明方程( 22)、( 23)在平衡点 e = 0处为全局渐近稳定,则根据引理 1可知: 方程( 13)

在平衡点 e = 0处也是全局渐近稳定, 即混沌Mathieu-Duff ing 振子开闭环控制的夹带盆的全局

性得证1 
引理 2  若反馈系数满足

  k1 < - 2CM2
1 < 0,   k 2 < 0,

则方程( 22)的平衡点 e = 0处为全局渐近稳定1 
证明  构造如下 Liapunov 函数:

  V( e, Ûe ) =
Ûe2

2 -
k 1e

2

2 + CM1 e
3
+
Ce4

4 =

    Ûe2

2
+

e
2

2
C
2
( e + 2M1)

2
- k1- 2CM2

1 , ( 24)

若反馈系数满足

  k1 < - 2CM2
1 < 0,

则Liapunov函数( 24)正定1 
又因为

  d V( e, Ûe)
dt (22)

= k 2Ûe2
,

只要反馈系数 k2 < 0, 则上述函数为负定1 因此,根据 Liapunov 稳定性理论
[ 14]

,只要反馈系数

满足

  k1 < - 2CM2
1 < 0, k2 < 0,

则方程( 22)全局渐近稳定1 引理 2得证1 
类似地,对于方程( 23) , 有如下结论1 

引理 3  若反馈系数满足
  k1 < - 2CM2

2 < 0, k2 < 0,

则方程( 23)的平衡点 e = 0处全局渐近稳定1 
根据引理 1~ 3, 有如下结论:

定理 1  若反馈系数满足
  k1 < min - 2CM2

1, - 2CM2
2 < 0, k 2 < 0, ( 25)

则方程( 13)在平衡点 e = 0处全局渐近稳定,即混沌Mathieu-Duffing 振子开闭环控制的夹带盆

为全局1 

4  数 值模 拟

4. 1  混沌轨道至周期-1轨道的控制

假设控制的目标是将 Bc = 5. 30时的Mathieu-Duffing 振子的混沌轨道夹带至 Bp = 4. 60的

周期-1轨道(此时,该轨道为镶嵌于混沌吸引子中的不稳定周期轨道) 1 将( 2)式的参数值以及

$B= Bp- Bc = - 0. 70代入( 10)式,可得控制器为
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  u( t ) = - 0. 7x sin2t + ( k 1- 1. 0 - 5. 3sin(2t ) + 3x 2
) ( y - x ) +

    ( k 2+ 0. 25) (Ûy - Ûx )1 ( 26)

从( 26)式可知:控制器的设计与目标周期轨道有关1 然而,一般说来,目标周期轨道的精确

解析表达式难以求得1 因此,通常采用数值积分或者解析近似的办法来获得目标周期轨道1 本
文采用后者1 从现实控制的角度来看,利用目标周期轨道的解析近似来设计控制器,比较方便

应用、实现1 Chen等
[ 17]
、Li等

[ 18]
采用谐波平衡法,求得目标周期轨道的近似解析表达式, 并设

计了控制器进行相关系统的混沌控制1 但从数值模拟的结果来看, 由于单谐波表示的周期轨

道的精度较低, 其控制效果不是很理想1 本文将利用文献[ 16]的定量结果,即利用基于增量谐

波平衡法得到的多谐波表示的目标周期轨道的近似解析表达式来设计控制器1 例如, 可利用

( 3)式作为目标周期-1轨道的表达式来设计控制器( 26) 1 

图 3  k1 = - 26. 0, k 2 = - 0. 2的模拟结果 图 4 k 1 = - 26. 0, k2 = - 0. 2 的模拟结果

图 5  k1 = - 26. 0, k 2 = - 0. 2的模拟结果 图 6 k 1 = - 26. 0, k2 = - 0. 2 的模拟结果

根据( 3)式, 可大约得 M2= - M1 = 3. 60; 进而由( 25)式,可确定反馈系数的取值范围1 取
反馈系数 k1 = - 26. 0, k 2 = - 0. 20, 使之满足( 25)式;那么,根据定理 1可知:Mathieu-Duffing振

子混沌轨道开闭环控制的夹带盆为全局1 此时,对于任意给定的混沌轨道的初值(只要在吸引

盆内) ,在控制器( 26)的作用下,都可将混沌轨道控制至目标周期-1轨道1 例如, 任取混沌轨道

的初值为 ( y (0) , Ûy (0) ) = (5. 0, - 5. 0) , 数值模拟的控制结果如图3、4所示1 图中,实线代表

控制后的混沌轨道, 点线代表数值的目标周期-1轨道1 图 3、4的结果验证了开闭环控制器的

有效性以及理论分析的正确性1 
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图 7  k1 = - 26. 0, k 2 = - 0. 2的模拟结果 图 8 k 1 = - 26. 0, k2 = - 0. 2 的模拟结果

4. 2  混沌轨道至高周期轨道的控制

同样地,利用控制器式( 10) ,可实现 Mathieu-Duffing 振子混沌轨道至高周期轨道的控制1 
例如, 若控制的目标是将混沌轨道夹带至 Bp = 4. 84的周期-2轨道(此时, 该周期-2轨道非稳

定) ; 那么,类似于4. 1节,可通过( 10)式确定相应的开闭环控制器1 取与图3、4相同的反馈系

数与初值条件, 数值模拟的控制结果可见图 5、6所示1 与图3、4类似,图中实线代表控制后的

混沌轨道,点线代表数值的目标周期-2轨道1 
类似地,图 7、8模拟出了混沌轨道至参数 Bp = 5. 21时的目标周期- 4轨道(此时,该周期-

4轨道非稳定)的控制结果1 至于混沌轨道往其它的目标周期轨道的控制, 可一样处理,这里,

数值模拟的结果不再一一给出1 

5  进一步的讨论

注 1  从定理 1可知:在控制器( 10)的作用下,Mathieu-Duffing 振子的任一混沌轨道都可控

制至目标周期轨道; 事实上, 不仅是混沌响应, 对于当前参数状态下的 Mathieu-Duffing 振子的

任意响应,包括混沌响应(吸引盆内出发的轨道)与非混沌响应(吸引盆外出发的轨道) ,都可被

控制至目标周期轨道1 

注2  根据前面的讨论可知: k 1c = min - 2CM
2
1, - 2CM

2
2 , k 2c = 0可认为是混沌Mathieu-

Duffing 振子全局可控的临界耦合强度;而�k 1c = 0,�k 2c = 0则是对应于混沌Mathieu-Duffing 振子

开闭环局部可控的临界耦合强度1 

图 9  k1 = 0. 5, k2 = 0. 3 的模拟结果 图 10 k 1 = 0. 5, k 2 = 0. 3的模拟结果
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 图 11  k = - 20. 0 的模拟结果

注 3  根据注 2,若在控制器( 10)中取正的反

馈系数, 则开闭环控制器 ( 10)无法完成 Mathieu-

Duffing振子混沌轨道至目标周期轨道的控制1 以
混沌轨道至周期-1轨道的控制为例, 分别取( 26)

式的反馈系数为 k1= 0. 5, k2 = 0. 3, 图9、10模拟

出了控制的结果, 图中, 实线代表控制后的混沌轨

道, 而点线代表目标周期-1轨道1 从图 9、10可以

发现:此时混沌轨道并没有收敛于目标周期-1轨

道, 而是随着时间的增长发散于无穷远1 
注 4  通过数值模拟可以发现: 在反馈增益

较大(本文指绝对值意义下)的情况下, 线性误差

状态反馈控制器

  u( t ) = k ( y ( t ) - x ( t ) ) ( 27)

就可实现混沌轨道至周期轨道的控制1 例如,取( 27)式的反馈系数为 k = - 20. 0, 以混沌轨道

至周期-1轨道的控制为例,图 11给出了线性误差状态反馈控制器作用下的数值模拟结果1 图

中,实线代表控制后的混沌轨道,点线代表目标周期-1轨道1 Chen等[ 17]在 Duffing 振子中也数

值地发现了这个结论,但没有给出理论上的证明1 对于本文考虑的Mathieu-Duffing 振子, 同样

难以理论上证明这个事实1 
注 5  虽然本文以经典的Mathieu-Duffing振子为例, 理论上研究其混沌控制夹带盆的估计

问题,但我们相信,本文的思想可推广应用于其它的非线性系统夹带盆的理论估计1 
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Open-Plus-Closed-Loop Control for Chaotic

Mathieu-Duffing Oscillator

SHEN Jian-he1, 2,  CHEN Shu-hui1

( 1. Depar tment of Applied Mechanics and En gin eer ing , Sun Yat-sen Univer sity ,

Guan gzhou 510275, P . R . China ;

2. School of Mathemat ics an d Com puter Science , Fujian Norm al Univer sity ,

Fu zhou 350007, P . R . Chin a )

Abstract: Utilizing the idea of the open-plus- closed-loop( OPCL) control, a controller which is com-

posed of an external excitation and linear feedback was designed to entrain the chaotic trajectories of

Mathieu-Duffing oscillator to its periodic and higher periodic orbits. The global basin of entrainment of

the open-plus-closed-loop control was proved by combining Liapunov stability theory with a compara-

tive theorem of initial value problems for second- order ordinary differential equations. Numerical sim-

ulations were performed to demonstrate the theoretical results.

Key words: Mathieu-Duffing oscillator; chaos control; OPCL control; global entrainment
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