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FC-空间中的参数型 KKM定理及其应用
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摘要:  首先在 FC-空间中证明了一个特征性质, 然后通过引进线性序空间, 利用集合的连通性,

在非紧的FC-空间中证明了一个参数型 KKM 定理1 应用参数型 KKM定理得到非紧的极大极小不

等式、鞍点定理和截口定理1 这些结果改进和推广了这个领域中的一些相关结果1 
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1  引言和预备知识

1929年,Knaster, Kurnatoaski 和 Mazurkiewicz[ 1]在 n 维单形上证明了著名的 KKM 定理1 

1961年, Fan[ 2]将KKM定理推广到无限维拓扑向量空间1 之后, KKM 定理以及相关的内容,

如:匹配定理、不动点定理、叠合定理、变分不等式、极大极小不等式等在许多重要领域得到广

泛应用1 

张石生等[ 3]在广义区间空间中得到了参数型 KKM 定理1 2005 年, 丁协平[ 4]引进了没有

任何凸性结构的有限连续拓扑空间(简称FC-空间)的概念,它包含了C-空间(或H-空间)、G-凸

空间、L-凸空间等许多具有抽象凸性结构的拓扑空间1 此后, 许多作者在 FC-空间中研究了

KKM定理及其应用,如文献[ 5-7] 1 

本文将广义区间空间中的参数型KKM 定理拓展到 FC-空间, 在 FC-空间中证明了一个参

数型 KKM定理, 并得到了非紧的极大极小不等式、鞍点定理和截口定理1 这些结论改进和推
广了参考文献[ 3, 8-10]中的一些相关结果1 

定义 1. 1[ 4]  称 ( Y, UN ) 是有限连续空间(简称FC-空间) , 如果 Y 是拓扑空间, 对任意

N = y 0, y1, ,, y n I 3Y4, 这里元素可以相同, 存在连续映射 UN : $n y Y1 Y的子集B 称为

FC-子空间,如果对任意 N = y 0, y 1, ,, yn I 3Y4和任意 yi
0
, ,, yi

k < B H N ,有 UN ( $k )

< B ,其中 $k = co( ei
0
, ,, ei

k )1 

定义 1. 2[ 10]  称线性序空间 Z 是序完备的,如果 Z的任何子集C都存在一个最小上界 1 
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称线性序空间 Z 是序稠密的,若对任意 z 1, z 2 I Z ,如果 z1 ; z 2,则存在 z 3 I Z 使得

  z 1 ; z 3 ; z 21 

定义 1. 3  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, Z是线性序空间 1 映射 f : Y y Z是 FC-参数-拟凸

(FC-参数-拟凹)的, 若对任意的 z I Z, 集 y I Y: f ( y ) M z ( y I Y: f ( y ) L z ) 是 Y 的

FC-子空间1 

注 1. 1 定义 1. 3 将文献[ 5]中定义 4. 3从实空间推广到线性序空间1 

定义 1. 4[ 11]  设 Y是拓扑空间, Z 是线性序空间1 映射 f : Y y Z是上半连续(下半连续)

的,若对任意的 z I Z, 集 y I Y: f ( y ) L z ( y I Y: f ( y ) M z ) 在 Y 中是闭集1 

定义 1. 5[ 12]  设 X 和Y 是两个拓扑空间 1 集值映射 G : Y y 2X 是转移闭值, 若对任意

y I Y, x /I G( y ) ,则 存在 yc I Y 使得 x /I G( yc) 1 

注 1. 2 显然, 如果 G 是闭值映射, 则一定是转移闭值的1 

引理 1. 1[ 12]  设 X 和Y 是两个拓扑空间, G: Y y 2X是集值映射 1 则 G 在Y上是转移闭

值的当且仅当 H y I Y G ( y ) = Hy I Y G( y )1 

引理 1. 2  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, L : Y y 2X 1 对任意 x I X ,

Y \ L
- 1

( x ) 是FC-子空间当且仅当对任意 N = y 0, y 1, ,, yn I 3Y4, 任意 yi
0
, ,, y i

k < N ,

都有

  L ( y ) < G
k

m= 0
L ( yi

m
) ,   Py I UN ($k) 1 

证明  必要性1 假设结论不成立, 则存在 N = y 0, y 1, ,, yn I 3Y4和 y i
0
, yi

1
, ,,

yi
k < N , yc I UN ( $k) 使得 L ( yc) ¤G k

m= 0L ( yi
m
) 1 故存在 xc I L ( yc) , 但 xc /I L ( y i

m
) , m =

0,1, ,, k , 即 yi
0
, y i

1
, ,, yi

k < Y \ L
- 1

( xc) 1 于是 UN ($k) < Y \ L
- 1

( xc) 1 因为 yc I

UN ( $k) , 从而 yc I Y \ L
- 1

( xc) ,即 xc /I L ( yc) 1 这与 xc的选取矛盾1 故对任意N = y 0, y 1,

,, yn I 3Y4和任意 y i
0
, ,, yi

k < N, 都有

  L ( y ) < G
k

m= 0
L ( yi

m
) ,   Py I UN ($k) 1 

充分性1 对任意 x I X 和N = y 0, y 1, ,, y n I 3Y4,任意 yi
0
, ,, yi

k < ( Y \ L
- 1

( x ) )

H N 和y I UN ( $k) ,有 L ( y ) < G k
m= 0L ( yi

m
)1 由于 yi

0
, ,, y i

k
/I L

- 1
( x ) ,即 x /I G k

m= 0L ( y i
m
) ,

从而对所有 y I UN ($k) ,有 x /I L ( y ) ,即 y I Y \ L
- 1

( x )1 则 UN ($k) < Y \ L
- 1

( x )1 这表

明对任意 x I X , Y \ L
- 1

( x ) 是FC-子空间1 证毕1 

注 1. 3 引理 1. 2将文献[ 3]中引理 2. 2 从广义区间空间拓展到 FC-空间1 

2  FC-空间中参数型 KKM定理

下面是FC-空间中的参数型KKM定理1 

定理 2. 1  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z 是线性序空间, F , G: Y @ Z y 2
X

是两个集值映射,且 F 具有非空值1 若满足下列条件:

( � ) 对任意 N I 3Y4和 z I Z, Hy I NF( y , z ) 是连通集或空集,且对任意 y 0, y1 I N ,存

76 邓    磊    臧   小   燕



在 y
c
0, y

c
1 I UN ($1) 使得 F ( y

c
0, z ) < F( y 0, z ) , F ( y

c
1, z ) < F( y 1, z ) ;

( � ) 对任意 x I X 和z I Z, y I Y: x /I F( y , z ) 是闭的FC-子空间;

( � ) 对任意 ( y , z ) I Y @ Z , F( y , z ) < G( y , z ) ;如果 z 1 M z 2,则对任意 y I Y 有

  F( y , z 2) < F ( y , z 1) ;

( � ) 对任意 z I Z,存在 z
^

I Z,使得对任意 y I Y,都有G( y , z
^
) < F( y , z )1 

则

1) G ( y , z ) : y I Y, z I Z 具有有限交性质;

2) 如果 G 是转移闭值的且存在( u, v) I Y @ Z 使得G( u, v ) 是紧的,则

  H y I Y, z I ZG( y , z ) X ª1 

证明  因为 F 具有非空值, 由条件( � ) , 对任意 ( y , z ) I Y @ Z, G( y , z ) X ª1 设

G ( y , z ) : y I Y, z I Z 中任意n 个元素交集非空, 下证 G( y , z ) : y I Y, z I Z 中任意 n

+ 1个元素交集也非空, 其中 n \ 21 

如果存在 ( yi , z i ) I Y @ Z ( i = 0, 1, ,, n) ,使得 H n
i = 0 G ( y i , z i ) = ª1 不妨设 z 0 L z 1 L

, L zn ,令 H = H n
i = 2F ( y i , z 0) , 则

  H H F( y 0, z 0) H H H F ( y 1, z 0) < H
n

i= 2
F ( yi , zi ) H F ( y 0, z 0) H

    F( y1, z 1) < H
n

i= 0
G ( y i , z i ) = ª1 

如果 y 0 和 y 1相同,则 H H F( y 0, z 0) < H H F( y 0, z 0) = ª1 由条件( � ) 知,存在 z
^

I

Z ,使得对任意 y I Y, 都有

  H H F( y , z0) = H
n

i= 2
F ( yi , z 0) H F( y , z 0) = H

n

i= 2
G( yi , z

^
) H G ( y , z

^
) X ª1 

两者矛盾1 故 G( y , z ) : y I Y, z I Z 具有有限交性质1 

如果 y 0和 y 1不相同,则H H F( y 0, z 0) 和H H F ( y 1, z 0) 分离 1 定义映射L : Y y 2X
,其

中L ( y ) := F ( y , z 0) ,则由条件( � ) 知,对任意 x I X , Y \ L
- 1

( x ) = y I Y: x /I F ( y , z0) 是

闭的 FC-子空间1 令 N = y 0, ,, yn ,取定 y 0, y 1 < N ,由引理1. 2知,对任意 y I UN ($1) ,

有 L ( y ) < L ( y 0) G L ( y 1) ,即对任意 y I UN ( $1) ,有 F ( y , z 0) < F ( y 0, z 0) G F ( y1, z0) 1 于
是

  H H F( y , z0) < (H H F ( y 0, z 0) ) G (H H F ( y 1, z 0) ) ,   Py I UN ( $1)1 
由H H F ( y , z 0) 连通知,对任意 y I UN ( $1) , H H F( y , z 0) < H H F ( y0, z0) 或者H H F ( y ,

z 0) < H H F ( y 1, z 0)1 

令 E i = y I UN ( $1) : H H F ( y , z 0) < H H F ( yi , z 0) , i = 0, 11 由条件( � ) 知, Ei X

ª, i = 0, 1且 E0 G E 1 = UN ($1) 1 又因为 UN ( $1) 为连通集, 则 E0 H �E 1与 �E 0 H E1至少有

一个是非空集 1 不妨假设 E0 H �E 1 X ª ,从而存在 y
^

I E 0 H �E1, 则H H F ( y
^
, z 0) < H H

F ( y 0, z 0) ,且存在网 yA AI I < E1使得 yA y y
^
1 故

  H H F( yA, z 0) < H H F ( y 1, z 0) ,   PA I I1 

取 x
^ I H H F( y

^
, z 0) ,从而 x

^
/I H H F( y1, z 0) ,故对任意的 A I I 有x

^
/I H H F ( yA, z 0) 1 因

此 yA < Y \ L
- 1

( x
^
) , 从而 y

^
I Y \ L

- 1
( x

^
) , 即 x

^
/I F( y

^
, z 0) 1 这与 x

^
的选取矛盾 1 故

G ( y , z ) : y I Y, z I Z 具有有限交性质1 
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此外,如果存在 ( u, v) I Y @ Z使得G( u , v ) 是紧的, 易证 Hy I Y, z I Z G ( y , z ) X ª1 由于
G 是转移闭的,由引理 1. 1知, Hy I Y, z I Z G( y , z ) X ª1 证毕1 

注 2. 1 定理 2. 1是文献[ 3]中定理 2. 3 的拓展1 

推论 2. 1  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z 是线性序空间, F , G: Y @ Z y 2X

是两个集值映射且 F 有非空值, G 为闭值映射1 若满足下列条件:

( � ) 对任意 N I 3Y4和 z I Z, Hy I NF( y , z ) 是连通集或空集,且对任意 y 0, y1 I N ,存

在 y
c
0, y

c
1 I UN ($1) 使得 F ( y

c
0, z ) < F( y 0, z ) , F ( y

c
1, z ) < F( y 1, z ) ;

( � ) 对任意 x I X 和z I Z, y I Y: x /I F( y , z ) 是闭的FC-子空间;

( � ) 对任意 ( y , z ) I Y @ Z , F( y , z ) < G( y , z ) ;如果 z 1 M z 2,则对任意 y I Y 都有

  F( y , z 2) < F ( y , z 1) ;

( � ) 对任意 z I Z,存在 z
^

I Z,使得对任意 y I Y,都有 G ( y , z
^
) < F ( y , z ) 1 

则

1) G ( y , z ) : y I Y, z I Z 具有有限交性质;

2) 如果存在 ( u, v) I Y @ Z 使得G ( u, v) 是紧的,则 Hy I Y, z I ZG ( y , z ) X ª1 

3  极大极小不等式的应用

用参数型 KKM定理研究极大极小不等式,得到以下定理和推论1 

定理 3. 1  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, �Z 是序完备序稠密的线性序空间,且

f , g : X @ Y y �Z 满足下列条件:

( � ) 对任意 N I 3Y4和 z I �Z, H y I N x I X : f ( x , y ) : z 是连通集或空集,且对任意

y 0, y 1 I N ,存在 y
c
0, y

c
1 I UN ($1) ,使得对任意 x I X , 有 f ( x , y

c
i ) M f ( x , y i ) ,其中 i = 0, 1;

( � ) ( a) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

  ( b) 对任意 y I Y, f (#, y ) , g( #, y ) 是上半连续的;

( � ) 存在 v ; inf y I Ysupx I Xf ( x , y ) , u I Y和紧子集H < X , 使得对任意 x I X \ H 都有

  g( x , u) ; v ;

( � ) 对任意 ( x , y ) I X @ Y 有f ( x , y ) M g ( x , y ) 1 

则 z * := supx I X infy I Y g( x , y ) L infy I Ysupx I X f ( x , y ) := z
* 1 

证明  由 �Z 的完备性知, z * 和 z
* 存在 1 令 Z = z I �Z: z ; z

*
,则 Z 是序稠密的线

性序空间 1 对任意 ( y , z ) I Y @ Z , 令 F( y , z ) = x I X : f ( x , y ) : z , G( y , z ) =

x I X : f ( x , y ) L z , P ( y , z ) = x I X : g ( x , y ) L z , 由条件( � ) ( b)知,对任意 ( y , z )

I Y @ Z, G ( y , z ) 和 P ( y , z ) 是闭集1 

下证映射 F和 G满足推论2. 1的所有条件1 由 z
* 的定义知, F : Y @ Z y 2X 具有非空值1 

易知 F 和G 满足推论 2. 1条件( � )1 对任意 z I Z,由 �Z 的稠密性知,存在 z
^

I �Z ,使得 z ;

z
^
; z

*
, 从而 z

^
I Z 且对任意 y I Y,有 F ( y , z ) = G ( y , z

^
) 1 故满足推论 2. 1中条件( � ) 1 

由条件( � ) ( a)知,对任意 x I X 和z I Z , y I Y: x /I F ( y , z ) = y I Y: f ( x , y ) M z 为

闭的 FC-子空间,满足推论 2. 1中条件( � ) 1 由条件( � )知,满足推论 2. 1中条件( � ) 1 于是
由推论2. 1的结论 1)知, G ( y , z ) : y I Y, z I Z 具有有限交性质1 

由条件( � )知, 对任意 ( y , z ) I Y @ Z, 有 G( y , z ) < P ( y , z ) 1 因此 P ( y , z ) : y I Y,
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z I Z 是具有有限交性质的闭集族 1 由条件( � ) 知, 存在( u, v ) I Y @ Z 使得P ( u, v) <

H 1 由于H 是紧的且P ( u, v) 是闭的, 故 P ( u, v) 是紧的1 从而有
  H

y I Y, z I Z
P ( y , z ) = H

y I Y, z I Z
P ( y , z ) H P( u , v ) X ª1 

取 x
^

I Hy I Y, z I ZP ( y , z ) ,则对任意( y , z ) I Y @ Z ,有g ( x
^
, y ) L z 1 于是对任意的 z I Z , z *

= supx I X infy I Yg( x , y ) L z1 由 �Z 的稠密性,知

  sup
x I X

inf
y I Y

g( x , y ) L z
*

= inf
y I Y

sup
x I X

f ( x , y ) 1 

证毕1 

推论 3. 1  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z是序完备序稠密的线性序空间,如

果 f : X @ Y y Z 满足下列条件:

( � ) 对任意 N I 3Y4和 z I Z, H y I N x I X : f ( x , y ) : z 是连通集或空集,且对任意

y 0, y 1 I N ,存在 y
c
0, y

c
1 I UN ($1) 使得对任意 x I X , 有 f ( x , y

c
i ) M f ( x , y i ) ,其中 i = 0, 1;

( � ) ( a) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

  ( b) 对任意 y I Y, f (#, y ) 是上半连续的;

( � ) 存在 v ; infy I Ysupx I X f ( x , y ) , u I Y 和紧子集H < X ,使得对任意 x I X \ H 有

f ( x , u) ; v 1 
则 supx I X infy I Yf ( x , y ) = infy I Ysupx I Xf ( x , y ) 1 

推论 3. 2  设 ( Y, UN ) 是紧FC-空间, X 是紧拓扑空间, Z 是序完备序稠密的线性序空

间,如果 f : X @ Y y Z 满足下列条件:

( � )对任意 N I 3Y4, z I Z, Hy I N x I X : f ( x , y ) : z 是连通集或空集, 且对任意

y 0, y 1 I N ,存在 y
c
0, y

c
1 I UN ($1) 使得对任意 x I X , 有 f ( x , y

c
i ) M f ( x , y i ) ,其中 i = 0, 1;

( � ) ( a) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

  ( b) 对任意 y I Y, f (#, y ) 是上半连续的1 

则 f 有一个鞍点( x
^
, y

^
) I X @ Y1 

注 3. 1 推论 3. 2包含数学经济与对策论中著名的冯#诺伊曼定理1 

定理 3. 2  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z是序完备序稠密的线性序空间, f ,

g : X @ Y y Z 是两个映射且对任意( x , y ) I X @ Y,有 f ( x , y ) M g ( x , y ) , 且满足下列条件:

( � ) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

( � ) 对任意 y I Y, f (#, y ) , g( #, y ) 是上半连续的;

( � ) 存在非空集 K < X 和紧子集H < Y 使得

  inf
y I Y

sup
x I X

f ( x , y ) M inf
y I Y \ H

sup
x I K

f ( x , y ) ,

并且对任何有限子集 F < X , 存在紧集 K ( F ) = K G F, 使得对任意 N I 3Y4和 z I Z ,集

Hy I N x I K (F ) : f ( x , y ) : z 是连通集或空集, 且对任意 y 0, y 1 I N , 存在 y
c
0, y

c
1 I

UN ( $1) ,使得对任意 x I X ,有 f ( x , y
c
i ) Mf ( x , y i ) ,其中 i = 0, 11 

则 supx I X infy I Yg ( x , y ) L infy I Ysupx I X f ( x , y ) 1 

证明  令 z * = supx I X inf y I Yg ( x , y ) , z
*

= infy I Ysupx I Xf ( x , y ) ,由 Z的完备性知, z * 和

z
* 存在 1 如果 z * ; z

*
, 由 Z 的稠密性知,存在 �z I Z ,使得 z * ; �z ; z

* 1 
对任意 x I X ,令L ( x ) = y I Y: f ( x , y ) M�z ,由条件( � ) 知, L ( x ) 为闭集1 对任意

79FC-空间中的参数型 KKM 定理及其应用



x I X ,令 M (x ) = L ( x ) H ( H z I KL ( z ) ) ,则 M (x ) 是闭集 1 对任意 y I Y \ H ,由条件( � )

知, 存在 x 0 I K , 使得 f ( x 0, y ) : �z , 即 y /I Hz I KL ( z ) ,则 Hz I KL ( z ) < H 1 因此对任意 x I

X 有M( x ) < H 1 
现在证明 M( x ) : x I X 具有有限交性质 1 由条件( � ) 知,对任意有限集 F < X ,存在

紧集 K ( F ) = K G F ,使得对任意N I 3Y4和 z I Z, Hy I N x I K ( F) : f ( x , y ) : z 是连

通集或空集1 由定理 3. 1知

  sup
x I K ( F)

inf
y I Y

g( x , y ) L inf
y I Y

sup
x I K ( F)

f ( x , y ) ,

从而

  inf
y I Y

sup
x I K( F)

f ( x , y ) M sup
x I X

inf
y I Y

g ( x , y ) = z * ; �z 1 

我们断言 H x I K ( F) M( x ) X ª1 若不然, 则有 Y = G x I K( F) ( Y \ M (x ) ) ,于是对任意 y I Y,存

在 x ( y ) I K (F ) 使得 y I Y \ M (x ( y ) ) ,即 y /I M( x ( y ) ) = L( x ( y ) ) H ( Hz I KL ( z ) ) 1 故
y /I L( x ( y ) ) 或 y /I H z I KL ( z ) 1 如果 y /I L ( x ( y ) ) ,则 f ( x ( y ) , y ) : �z ;如果 y /I H z I KL ( z ) ,

则存在 x
^
( y ) I K < K (F ) 使得 y /I L ( x

^
( y ) ) ,即 f ( x

^
( y ) , y ) : �z 1 由此可知,存在映射 u

^
: Y

y K ( F ) ,使得对任意 y I Y,有f ( u
^
( y ) , y ) : �z 1 故对任意 y I Y,有 supx I K( F)f ( x , y ) : �z 1 

因此 infy I Ysupx I K( F)f ( x , y ) L�z 1 这与 infy I Ysupx I K ( F) f ( x , y ) ; �z 矛盾1 故 Hx I K (F) M (x )

X ª1 由于 Hx I FM (x ) = Hx I K( F) M (x ) , 从而 M (x ) : x I X 具有有限交性质, 于是

Hx I XM (x ) X ª1 取�y I Hx I XM (x ) ,则对任意 x I X , 有�y I L ( x ) ,即 f ( x , �y ) M�z1 从而

z
* M�z 1 这与�z 的选取矛盾 1 故 z * L z

* 1 证毕1 
推论 3. 3  设 ( Y, UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z是序完备序稠密的线性序空间,并

且 f : X @ Y y Z 满足下列条件:

( � ) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

( � ) 对任意 y I Y, f (#, y ) 是上半连续的;

( � ) 存在非空集 K < X 和紧子集H < Y, 使得

  inf
y I Y

sup
x I X

f ( x , y ) M inf
y I Y \ H

sup
x I K

f ( x , y ) ,

且对任何有限子集 F < X , 存在紧集 K ( F ) = K G F , 使得对任意 N I 3Y4和 z I Z, 集

Hy I N x I K (F ) : f ( x , y ) : z 是连通集或空集, 且对任意 y 0, y 1 I N , 存在 y
c
0, y

c
1 I

UN ( $1) ,使得对任意 x I X ,有 f ( x , y
c
i ) Mf ( x , y i ) ,其中 i = 0, 11 

则 supx I X infy I Yf ( x , y ) = infy I Ysupx I Xf ( x , y ) 1 
推论 3. 4  设 ( Y, UN ) 是紧FC-空间, X 是紧拓扑空间, Z 是序完备序稠密的线性序空

间,并且 f : X @ Y y Z 满足下列条件:

( � ) 对任意 x I X , f ( x , #) 是 FC-参数-拟凸和下半连续的;

( � ) 对任意 y I Y, f (#, y ) 是上半连续的;

( � ) 存在非空集 K < X 和紧子集H < Y 使得

  inf
y I Y

sup
x I X

f ( x , y ) M inf
y I Y \ H

sup
x I K

f ( x , y ) ,

且对任何有限子集 F < X , 存在紧集 K ( F) = K G F , 使得对任意 N I 3Y4, z I Z, 集

Hy I N x I K (F ) : f ( x , y ) : z 是连通集或空集, 且对任意 y 0, y 1 I N , 存在 y
c
0, y

c
1 I

UN ( $1) ,使得对任意 x I X ,有 f ( x , y
c
i ) Mf ( x , y i ) ,其中 i = 0, 11 

则 f 有一个鞍点( x
^
, y

^
) I X @ Y1 
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4  截口定理的应用

用参数型 KKM定理研究截口定理,得到下面的结论1 

定理 4. 1  设 ( Y , UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z 是线性序空间, B 和C 是X @ Y @

Z 的两个子集,且满足下列条件:

( � ) 对任意 ( y , z ) I Y @ Z , 截口 B (y , z) : = x I X : ( x , y , z ) I B X ª 和 C( y , z ) :=

x I X : ( x , y , z ) I C 是转移闭值的,且存在( u, v ) I Y @ Z,使得 �C ( u, v) 为紧集;

( � ) 对任意 N I 3Y4, z I Z , H y I NB( y , z ) 是连通集或空集,且对任意 y 0, y 1 I N , 存在

y
c
0, y

c
1 I UN ($1) 使得 B( y

c

0
, z ) < B( y

0
, z ), B (y

c

1
, z ) < B (y

1
, z ) ;

( � ) 对任意 ( x , z ) I X @ Z, 集 y I Y: ( x , y , z ) /I B 是闭的FC-子空间;

( � ) B < C;如果 z 1 M z2,则对任意 y I Y,有 B ( y, z
2
) < B (y , z

1
) ;

( � ) 对任意 z I Z,存在 z
^

I Z,使得对任意 y I Y,有 �C( y , z^ ) < B( y , z) 1 

则存在 x
^

I X ,使得 x
^

@ ( Y @ Z) < C1 
证明  令 F( y , z ) = B ( y , z) , G ( y , z ) = C( y , z) ,易证F 和G满足定理2. 1的所有条件1 由

定理 2. 1的结论2) 知, Hy I Y, z I Z G ( y , z ) X ª1 故存在 x
^

I X ,使得对任意( y , z ) I Y @ Z ,

有 x
^

I G ( y , z ) , 即( x
^
, y , z ) I C, 故 x

^
@ ( Y @ Z ) < C 1 

推论 4. 1  设 ( Y , UN ) 是 FC-空间, X 是拓扑空间, Z 是线性序空间, B 和C 是X @ Y @
Z 的两个子集,且满足下列条件:

( � ) 对任意 ( y , z ) I Y @ Z , 截口 B (y , z) : = x I X : ( x , y , z ) I B X ª 和 C( y , z ) :=

x I X : ( x , y , z ) I C 是闭值的,且存在( u , v ) I Y @ Z,使得 C( u, v) 为紧集;

( � ) 对任意 N I 3Y4, z I Z , H y I NB( y , z ) 是连通集或空集,且对任意 y 0, y 1 I N , 存在

y
c
0, y

c
1 I UN ($1) , 使得 B( y

c

0
, z ) < B ( y

0
, z ) , B( y

c

1
, z ) < B( y

1
, z ) ;

( � ) 对任意 ( x , z ) I X @ Z, 集 y I Y: ( x , y , z ) /I B 是闭的FC-子空间;

( � ) B < C 且如果z 1 M z2,则对任意 y I Y,有 B ( y , z
2
) < B (y , z

1
) ;

( � ) 对任意 z I Z,存在 z
^

I Z,使得对任意 y I Y,有 C( y , z^ ) < B( y , z) 1 

则存在 x
^

I X ,使得 x
^

@ ( Y @ Z) < C1 
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Parametric Type of KKM Theorem in FC-Spaces

With Applications

DENG Lei,  ZANG Xiao-yan

( School of Ma them atics and Stat istics , Southw est Univer sity ,

Chongqin g 400715, P . R . China )

Abstract: First, the authors proved a characteristic property in FC- spaces, then using the connected-

ness of set, a parametric type of KKM theoremwas established in noncompact FC-spaces by introduc-

ing a linear ordered space. As consequences, some recent known results such as the noncompact min-

imax inequalities, saddle point theorem and section theorem were improved. The results improve and

generalize the corresponding results in the literature.

Key words: FC-subspace; FC-parametric-quasiconvex mapping; minimax inequality
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