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摘要 : 基于广义 6 自由度板理论
、

应变等效原理和 H咖lto
n

变分原理
,

通过引人三维弹性平衡方

程和静电平衡方程的通解来构造满足界面间力电藕合关系和各类连续条件的位移
、

电势分布形函

数
,

建立了具铺设层内和层间界面处损伤效应的压电智能层合板的非线性运动控制方程组
,

并运

用闹erk in 方法进行求解
.

数值算例中
,

分别讨论了
,

不同损伤程度
、

压电层厚度
、

厚跨比及长宽比

对四边简支非理想界面压电智能层合板线性自由振动频率和非线性幅频响应曲线的影响
.
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引 言

压电材料由于其特殊的力电藕合性能
,

常作为作动器
、

传感器粘贴于复合材料层合结构表

面
,

而这些结构的实际工作性能常取决于其界面间的结合情况
.

因此
,

为了准确预计压电智能

结构的工作寿命
,

实际分析过程中界面损伤的影响将不能忽略
.

关于压电智能结构的分析理论
,

其准确性往往取决于对位移
、

电势分布形函数的选择
.

吮叨
。

等最早给出了层合板受弯时的精确理论分析 ;在此基础上
,

通过考虑压电效应
,

Hey h笋
等【

’
一

2〕将该理论用于压电智能层合板
,

并给出了三维精确解〔’]
.

值得注意的是
,

这些用于压电

智能层合板的精确分析理论中
,

其层间界面和层内材料都假设为完好无损状态 ;但实际工况

中
,

由于生产制造或服役(自然原因
、

温度
、

湿度等)
,

界面结合会出现弱化
,

而层内材料也存在

微损伤 ;这些因素将改变压电智能层合板中位移和电势的分布
,

这也使得对考虑界面损伤压电

智能层合板理论模型的建立变得尤为困难
.

目前为止
,

由于对受损界面间复杂的力电藕合效应还很难精确描述
,

考虑界面损伤压电智

能层合结构的研究成果还相对较少〔“】
.

触lev 和 chat t0

Pad hyay 等[.] 对考虑界面脱粘的压电层

合梁进行了实验研究 ; su
。
和肠

n g 等[:] 考虑界面损伤效应
,

讨论了压电层合梁的振动和稳定性

控制问题 ;近来
,

sol da tos 和 sh
。

等[引 ’〕发展了一种考虑界面损伤复合材料层合板的精确分析理

,
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论 ;并基于电学可穿透模型〔
‘2] 来描述受损界面间的电学条件(电势和电位移在受损界面间仍然

连续)
,

成功地将该理论用于考虑界面剪切滑移效应压电层合梁的层间应力及电势分析‘’5]; Ge un

和 K叨g 等【’4〕通过假设受损界面间电势不连续分布
,

讨论了压点层合矩形板的屈曲问题
.

但是

至今为止
,

考虑界面问题的压电层合板的理论研究还处于起步阶段
,

同时考虑界面损伤和层内

材料损伤效应
,

设定受损界面间电势不连续分布
,

对压电智能层合板进行非线性静动力学分析

还鲜有报道
.

对于层间界面损伤
,

本文考虑界面剪切滑移现象
,

基于电学不可穿透模型[’5
一

囚来描述受

损界面间的电学条件(电势在受损界面间不连续 )
,

引入 3 个界面损伤变量及满足三维弹性平

衡方程和静电平衡方程的通解来构造满足界面间力电祸合关系和各类连续条件的位移
、

电势

分布形函数 ;对于层内材料损伤
,

引人两个 Kac hano v[
’7

一

刻层内损伤变量来描述层内应力
一

应变

关系
,

基于广义 6 自由度理论[川和 Ham ilton 变分原理
,

通过引人
vo 。 心而1如 型应变关系

,

建立

了具损伤压电智能层合板的非线性运动控制方程
,

并运用 Gal
e浅in 法求解

,

得到了许多有意义

的研究成果
.

1 基 本方 程

考虑图 l和图 2 所示表面粘贴压电层的正交对称铺设复合材料层合板
,

其长为
a ,

宽为 6
,

总厚为 H
.

直角坐标系 口笼” 置于板的中面
, :
轴向上

.

用
: r

(
; 二 0

,

l
,

2
,

⋯
,

N 一 I
,

N )标定

层合板中第
;

个界面的位置 ;对于层间界面条件
,

考虑界面剪切滑移现象
,

且假设受损界面间

电势不连续I’5
一

16]
.
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‘

.
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‘
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⋯
、、

口口口
}}} llll

’

}}}
刁刁
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圈 1 压电智能层合板的几何结构 图 2 层合板横截面几何构形

在考虑界面剪切滑移的情况下
,

压电智能层合板内任一点的面内位移 u
,

协“
,

’”]
,

横向挠

度 w 和电势砂
’3J 可设为

}
U (
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y
, z ,

r
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少
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笋
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)笋

!
(
: ,

少
,
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,

(l)

式中
, “o , , 。 ,

w o
表示板中面上相应点的位移

, “ :
, 。:
为板中面相应点的横向应变

,

笋: 为板中面

相应点的中面电势
,

必
.
(
:
)

,

沪2(
:
)和 州

:
)分别为位移和电势分布待定形函数

,

且满足以下的

约束条件[ , , ] :

_

鲍
一 d z (2 )一顿山

0t,孟

‘.几......月......

,

�一坛
,

卜一
,O

,

d一(

,必
.
(0 ) =

必2 (0 )
= o

,

沪(o )
二

对于理想界面
,

面内位移分量 u
,

v
,

电势。和层间应力分量
: 二

, : ) : ,

电了彭移分量从在厚度
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方向上连续[ ”〕; 而对于非理想界面
,

面内位移分量 u
,

v和电势必不连续【”〕
.

位移改变量口
r )

二
〔△v(

·

) △俨r)] 可以用待定形函数的不连续分布来给定
,

则

{
△川
△姚
r
(

;

[必{
‘+ ”(

: ;

)
一
沪{

‘, (zr )]
u ,

[必{“”(
: ;

)
一
沪玉

‘, (
z r

)]。!

△U (『)

△V (
r )

, (3
a
)

-l
刀“

、l,、,J

rr

式中
,

上标
二 O

,

1
,

2
,

⋯
,

N )表示第
;

个界面
,

k 和 k + 1表示与
;
界面有关的第k层和第k

+ l层板
.

对于界面电学条件
,

假设受损界面戒电势不连续分布【’5
一

‘“] ;对于非理想界面
,

电势改变量

△创
r )可以假设为

△切(r )必
l =
〔切(“ , )(

: r

)
一 甲(‘)(zr )」协

, = △中(
·

)
.

(3b )

板内任一点的应变与位移关系为
2氏)0
产

傀记V
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: 二
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X尸J,-

亡‘内.了�了‘r.....‘1...L

定义具正交各向异性损伤的单层板在材料主方向上的损伤变量为 列
‘’和 玛

‘’
.

为第 k 层板无损时的弹性常数
,

5李
‘’为损伤后第 k 层板的折算弹性常数

,

且 s李
‘’

为[’7
一

加]

若 s公
‘’

可表示

}
s梦{

介, 二 s下{
‘, ( l 一 刀{
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S
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基于应变等效原理〔’7
一

, 8 ]
,

在整体坐标系 仇产 中
,

考虑复合材料铺设层内损伤效应时
,

层合板

中第 k 层板的应力
一

应变关系为

人存
�日�d(55
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又考虑正交各向异性压电材料
,

在整体坐标系中
,

第 k 层压电层合板的本构关系为

000(k巧0
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式中
,

Dx
,

乌
,

Dz 为电位移分量
,

Ex
,

凡
,

Ez 为电场强度分量
,

s梦
‘’为压电材料的弹性常数

, 。

护
’

为压电材料压电常数
,
。

铲
’为压电材料的介电常数

,

且电场强度与电势之间的关系为

Ex
二 一

吏
: ,

凡
二 一
电

, ,

凡
二 一

叭
: ,

(8 )

为以后书写方便和研究的一般性
,

用 s护
’代表第k层板的弹性常数

,

对于复合材料层和压电层

其弹性常数分别为 s孚
‘’和 s哥

‘’
.

又假设界面劣化的初始阶段
,

界面具有如下线性非藕合性质〔”
,

’3
一

川
,

则界面本构关系为

△U‘
r , 二 R忿, r二 l

: 二 、
,

△杯
r , 二 R忿

,r 二 .
: 二 : ,

△中‘
『, 二 一 R ;

r , Dz l
: 二 : r ,

(9 )

式中
,

R ixr)
,

R留是与界面剪切滑移有关的损伤分量
,

砚r) 是与界面间电位移和电势有关的损

伤分量
.

含界面损伤压电智能层合板的运动控制方程可以由H al ni lton 变分原理确定
,

即

可:;
‘K

一 “’d ‘ 二 0
’

(10 )

式中
,

K 是系统的动能 ; H 是系统总势能
.

具体表达式如下
:

{
F

合
。“‘F

, 、

{
。

{
,

合
(·

⋯
D T : )d o d二 {

。

鑫
〔(: (

r

) ,·‘(

一
D“

r )△, (
r

)〕‘“
, (11)

一一一�KH
尸.

!
产

.......‘

其中
,

。为中面面积
, v为压电智能层合板的体积

,

p 是压电智能层合板单位体积的质量密度 ;

“
和‘分别为系统各方向的位移和速度分量 ; T(

r
, 二
〔几 今叮

二 : , ·

由式(9) 到 11 )
,

得如下考虑界面损伤压电层合板的非线性运动控制方程组
:

元呈
,

: + 斥氛
, 二 1 .云。 , 入‘, 一 几甸

, : ,

斥易
, : + 元;

. , 二 1 .

场
+ 几石

! 一
几甸

,

M呈
,

二 + ZM孙
,

, + M ;
,

。 + N呈二。
,

。 + Z N孙
w 。,

。 + N枷
0

.

。 二

I , w 。 一 13 w o
,

。 + 1 2 u o
, : + 15 u ,

,
: + 12 物

, , + 17 , 一, ,

M二
,

。 + ZM岛
,

, + M ;
,

, + N呈‘。
,

。 + Z N枷
0

.

, + N枷
。

,

” =

2 .‘。
一 13‘。

,

Xx 一 13‘。
.

。 + 12 云。
.

: + 15 云,
, : + 12 场

,

; + 17
石.

,

, ,

( 12 )

M弘
. :

口C:

万丁 +

+ M ;
,

,

-

卫
~
了八 l. ( r ) 、2

万 a
、

’ 、“y. Z z

一 U
。 一 /

, _ , _ 、 公
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宁贾 H 》川
r 二 u 一 ’ I y

二
几、

一
石二 0, , + 几

”, ,

箫
一

、
一

鑫
互

寰井华
0

,

其中
,

众
、

几
、

砚是由于压电效应而引起的广义电位移
,

I , 至 19 为惯性矩
,

它们的具体表达式

为
_

「H左 n d塑 (鑫)
」 , 万 汤 、

「H左 , n n 、

= J
一 , 二姚 丽

一 “ ‘ ’
、行一 行; ) 二

J
_ 。左 、姚

,

姚 ) 甲、‘ ) a z ,

,

12
,

13
,

14
,
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,

16
,

17
,

15
,

19 )
=

丁{爪
‘,

,

一
’

,

‘!
,

‘
1 ,

沪2
,

‘2
,

“‘
孟,

必2必
2
’尸d‘

’

( 13 )

一
认(l

11
.、

式 ( 12 )中
,

斥
c ,

厉
“

为经典板理论中定义的内力和弯矩 ;厉
“ ,

口
“

为附加内力和弯矩 ;且 斥
c ,

厉
c ,

府
a ,

口
“

可分解成无压电效应的分量和具压电效应的分量两项之和〔2 ,〕
,

即

N
c 二 浑

e + N 叩
,

厉
r 二 材

·
+ 材

·p ,

厉一 肘
a + 材

·p ,

口
‘ 二 Q

‘ + Q
‘p ,

( 一4 )

式中
,

Nr
,

M
r ,

M
“ ,

俨代表无压电效应的内力分量
,

它们的具体表达式为
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H左
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’必2 )d

: ,

以 一 H / 2

尸
.

p ,

M叩
,

M aP
,

Qa
”

代表具压电效应的内力分量
,

具体表达形式如下
:

也‘
!

几餐
d : ,

, ;
二 。

,

餐
zd

: ,

, ;
二 。

,

相艺星
刁 , 、‘

·

p

, ,J 舀 . . 成 ! ,
,

d , J
, J 山 魔二 0

餐
·d : ,

, :
二

餐
, . d : ,

二:
二

几

左二 0

「“ 醚
,

人

! J _
W

口

气
一 l u ‘

(16 )

个气卜火卜火
.

必‘2刃‘
.

6‘

剧N+l艺目相

艺竣汽 Z d z ,

M馨
二 O

,

胡
·

,

,

片
.

、
,
:

此 口罗
二 召+ I

艺片
5丸

奋二 0

, X

几
,

尹沪
” ‘

d ‘
’

k:0相艺k:0

若考虑周边简支可动
,

电学接地的层合板
,

其边界条件为
J口
‘.

公
‘

0 和
x

0 和 y

a : N蕊

b : N乡

N孙
= w 。

N孙
二 、。

二 M呈二

二 M ;
二

M呈
二

M ;
二

M粼
二

M粼
二

二 O
,

二 O
。

(17 )
X丫
甘

尸...亡!L

值得注意的是
,

价, 二 O表示电学接地
,

式(12 )的求解还需确定待定形函数
.

2 具两种损伤模式简支压电智能层合板的形函数

在时刻 t
,

形函数 必,(
:
)

,

沪2 (
:
)和州

:
)应满足用应力表示的三维平衡微分方程和静电平

衡方程
:

“
x .

: + r o
.

, + rxz
,
: 二 o

,
: 。

. :
+ 口,

,

, + 殊
, : 二 0

,

D
: , : + D y

.

, + 几
, : 二 0

.

(18 )

设定
。0

, 。。,
、。

, “ l , 。 , ,

势
,
为如下满足简支可动边界条件的位移模式

:

{
其中

, a =

(
u 。, u ,

)
二
(A。

,

A ,
)
e o s a x sin海

,

(
vo

, : ! )
二

(B 。
,

B !
)
sin a : 。0 5

你
,

(w 。
,

祷
,
)
二

(C
。,

D : )si
n a x sin脚

,

耐
a ,

月
二
耐 b

.

将式(19 )代人式 (18 )
,

并利用式(4 )和(7 )
,

得

s材
’伞{愁

一
(s{产

’a Z + s盆’尸)伞{
‘’-

(s {夕
’ + s盆, )砂少玉

‘’ + (
e

盆广’
+ e

{考
, )
。伞{全,

二

(s }产’
。 , + s盆’尸)(滩

。 一 。z e。) + (s{夕, + s兹’)够(丑
。 一
角c 。)

s翁’伞{竺
一
(s盆’

。 2 + s封’尸)伞{
‘’-

(s {夕
’ + S盆

’)
口
月少{

‘, + (
e

{夕, + 。

翁, )理{全,
二

(s盆’
。2 + s劣’尸)(召

。 一
角e。) + (s }步

, + s岔, )够 (滩
。 一 。: e。)

e
货
’伞{夕

一
(。{广’

。 , + 。
甘
’
尸)少“’

-

(
。

{岁
, + e

盆户, )
a 伞{月

一 (
e

货, + e

公, )砂压月
二
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一
(

e

{护’
。, + 。

货’尸)c
。,

式中
, 。

铲
’

,
。

梦
’分别代表第k 层板的压电常数和介电常数

,

且

注,
沪{
‘, (

:
)

= 伞{
‘, (

:
)

,

召.沪玉
k ,(

:
)
二

妈
‘, (

:
)

,

刀, 甲“ , (
:
)

= 伞“ , (
:
)

,

(20
e
)

(2 1)

式(20 )可以分别通过消去主元

通解和一个满足式(20 )的特解
,

妈
‘’(

:

)
,

伞“’(
:
) 和运用待定系数法得到满足齐次方程组的

A .

叫
B I

姚

‘)(
:
)

k )(
:
)

二

酬
介,

二

侧
左

(22 )

++

即2)2)

D I甲(k )(
:

)
二
承(k )(

:
)

-

其中
,

承{
‘’(

:
)

,

承犷, (
:
)

,

承“’(
:
)为式(2 0) 的通解

,

其具体求解过程参见附录 A
,

且由附录 A

中式(A9 )到 All)
,

得

, {
‘, (

:
)
二

玄
‘

:
* )e ,

:
*’

,‘}
‘’e ‘:

‘,

(23 )

诀{
‘’e‘:

‘’

‘

掀
.

盆
夕.r恤

,.-
昌了t、
. -
几

OP
‘

6

承“ , (
:
) 二

艺
王二 l

式中
,

入‘(i
二 1

,

2
,

⋯
,

6) 为式(20 )特征方程的 6 个不相等的实特征根
, 。

{
介’

,

川
‘, 为给定系数

,

其具体表达可参见附录 A 中式(AS)
、

(A1 0) 和(Al l)
.

式(23 )的求解过程中产生了 6刀 + 12 个待定常数
‘

{
‘, (介

二 o
,

l
,

2
,

⋯
,

刀
,

刃 + l ; i 二 l
,

2
,

⋯
,

6)
,

它们可以通过如下界面条件给定
:
层间应力 、

,

殊 和电位移Dz 在各层界面处的连续
,

确定 3( N + l) 个待定系数 ;对于理想界面
,

界面位移和电势连续条件△U = △ V 二 △巾 二 0或

者对于非理想界面
,

界面位移和电势不连续
,

即△U(
r
, 二 R留

r二 }
: 二 : , ,

△叼
r

, 二 R忿
)今 }

: 二 : , ,

△中(r )

为

二

斑
r ,从 }

: = : ,

确定3( N + l) 个待定系数 ;对于上下两层板面(
: 二 士 H /2 )

,

其力学条件

谬 ,
: 二 一 。二 二

理 }
: 二 一 。二 二 0

, r

沙” }
: 二 , 二 二

溜
· ” }

: 二 。二 二 0,

其电学条件为
刀{

o , l
: 二 _ 。二 = 。{

刀+ ” l
: 二 , 二 二 o

,

确定 6 个待定系数 ; 由此即可确定 6 N + 12 个未知常数斌
左’

.

将式 (22 )代人待定形函数的约束条件式(2)
,

求得 A。
,

A , ,

B。
,

B ! ,

D , 的表达式为
6

艺
‘

}
m p,

,

i二 I

6

艺
。

}mP场}mP ,
,

i二 l

6

艺p {mP场}mP
,

‘二 l

一 里业{i{{兰竺望坚
。

_

。仁贝P) 。 2 . , 生呷 )解 . U ’

‘ 1 1 “ 了 ‘ 22 尸

(24 )

6

艺(* }mP场{
m p , + 。e。)

,

召l

‘二 盆

6
二

艺(
。

}mP认}, 场}
m p , +

那
。)

,

i二 1

二二二二AOBODIAI
rl
ee
,

es
eees之

ee
.

es
l
、

式中
,

上标
“ m n’’表示中性层 (

: 二
0) 所在的第 俨

p
层板

,

对于压电层合板 [”〕
,

c 。 二 1
.

由式

(22 )到24 )
,

得以下关于形函数 沪
,
(
:
)

,

必
2
(
:
)和可

:
) 的表达式

:
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6

例
“, (

:
)
二

(艺
矛二 ,

K

{
‘’e “:

‘,: _ + 。:

)/(玄
、:

m p ,·:
m p , + ·

)
i二 j

沪{
‘, (

z
)

=

(艺
。

}
‘瑞

‘二 l

}
森’e ‘:

‘,· _

玄
。

、mP、、
m p ) , 户)/ (玄

。

:
。p,、、一 ,‘ :一 , + , )

(
e

{爹, 。 2 十 。

翁’尸)/ (: {产
’。 , + 。

劣’尸)

(25 )

艺, {
‘场}

‘’e“{
‘,: _

* (k )(
:
)
二

—
.

乙, }mP公}mP , 一 (
。

{罗
p , 。’十 。

妙,尸)/ (
。

{尹
p , 。’ 十 。

抄
p,尸)

‘二 l

3 压电智能层合板的非线性运动控制微分方程

将式(4) 和(6) 及(7) 代人式(12 )
,

并引人如下的无量纲参数
:

X

万
,

夕二
y
一

,

七

b

{厄石
、

八
r 二 ‘

V 丽
,
人 , 二

厢
,
入 , “

I3

l一H Z

z一H
一一

16
、

17
、

15

丽
,
八 , 二

而
,
人‘ 二

而
几9 二

I9

I一H Z

‘ 二

豢 cl= 豁 cz=
C 11

E 22
’

,

W0
二

二
丛H

14
、

15

丽
’
几 , 二

不平
’
入‘

一一,儿

一H
人一H

一一
一H

H一a

u0一
a

一一

二 V 二
F == 一

,

伴
a

甲 二 中
一

,

甲 二 一 U0
W 0

a

v一a

(r)2u 一
,

V 一 二 公一,

日l 二
,

, ,

、r)= 等
,

△必

△切(r )

△甲(
r

)

H

丸

E 双 H

B ijl

E 22 护
’

A 44

E 刀 H
’

M3 i

e 3一H
’

J泌

e 3 1万2
’

D 贝

E 22 护

A55

E刀 H
’

13 1

D ijlm
二

凡
E 二护

D 狮

E 22 矿

_ D ii

D
; ; 二

—
万二

E盆 H
J

(26 )
一

凡一一�U
诊

一A

乙,

] 二
二 l

,

2 )
一
巧

R
tx

R
一x

E刀 R . , E 22 ,

元 R
。 e 3 1

e 一 ay

一R
�3

一A

1 3 1 二 了3 、 二
J3 i

e 3一H Z
,

X -

。一万3

e 3 ! H Z
( i 二 l

,

2 )

X
几

二

翁
,

几
二

湍
,

‘ X 33

一 ￡一 H

得到考虑界面损伤压电智能层合板的无量纲非线性运动控制方程为

元
: UO

.

优 十 诬私
, UO

.

碑 +( 凡
2 十

几 ) L VO
,

切 +
凡刀W0

,

狱
一

(云
12

+2 瓜 )玩
,

叭
、

伽 +

残
.

:叭
.

扰 + (元, 2 + 元肠 ) LZ叭
,

,叭
.

切 + 元肠LZ叭
,

:跳
.

切 +

,刀U !
,

代 + 云肠 . L ,刀U ,
.

钾 + (云,刀 + 云椒 )瓦V ,
,

切 + C ,
厉3 ,日, ,

: =

一A一B

刀
一Z v o

,
r :

+ 久4刀
一 ’v 一

, r r 一 义2刀
一 l叭

,

卜r ,

(27 a )

(元, 2 + 互, ) U。
,

切 + 入‘L
一 ’

v0
,

“ + 河刀 LVO
.

钾 一 后刀瓦
, 叭

,

州
一 (2云, + 云

. 2 )刀W0
,

比, +

元, 叭
,

,叭
,

药 + (孟‘ + 入:2 )残
,

:叭
,

切 + 元龙LZ wo
,

, W0
,

钾 +

云肠一 + 云
, 2 ,

)万U ,
.

切 + 云砚砚
一 1 V I

,

沈 + 后塑瓦 V 一
,

钾 + C ,
厉32。 : , 二
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一2乙
一 ’V0

, r : + 几6刀
一 ’乙

一 ’V I
,
r r 一 人2刀

一 ’叭
,

, r ,

(27b)

云, . UO
,

滋 + (云: z + 2云. )LZ%
,

伽 + (云,2 + 2云。)L屿
,

勤 + 云二 L , 均
.

州
-

2 (刀. 2 + 2乃, )瓦
, 叭

,

枷
一
乃l,刀W0

,

蒸
一
乃二跳

‘W0
,

,
+ 云l!

毗
.

订 +

云
! . WO

,

。叭
,

狱 + 2(云,2 + 2云, )L,
毗

,

切 + (云
12 + 2云. )L, 巩

,

, W0
,

沈。 +

(云.2 + 2云。 )L, 叭
.

:WO
.

伽 + 后二L4 毗
,

。 + 后二 L‘叽
,

,叭
,

二 *

2云. LZ叭
,

《W0
,

啊 + D 川HU
,

,

狱 + (刀,2 : + 2乃肠一)瓦
, U .

,

伽 + 乃塑瓦
3 V .

,

州 +

(乃一左 + 2乃砚 )瓦V !
.

勤 + 入, :刀
一
’UO

.

:w0
,

“ + A ,2刀
一
’L巧

,

,跳
,

药 +

夸
“

一 ’

呱 g叭 。 +

誓
”一 乙2

毗
.

,、
.

。 一
”
毗

.

药 一
云

.2 L, 叭
,

, 叭
.

《 +

云: : U .
,

:叭
,

: + 云.二 LV , .

, WO
.

。 + C ,

几
,厅

一 ’日,

叭
,

。 + 2月, 厅
一 ’L , v0

,

, wo
.

。 +

2河. 刀
一 ’LVO

,

:W0
,

切 + 2河. 万
一 ’L , 叭

,

:叭
,

,叭
,

劲 一 4云。 L,
毗

,

劲 +

2云, 一LZU 且
.

,叭
.

: , + 2后橄 LV ,
,

:叭
,

切 + 元12刀
一 ’L , UO

.

:叭
,

钾 +

二
. _ , _

_ A
. , 二

. _ , _ ,
_ A” 二

. J

肠刀
一 ’护 VO

.

,

叭
.

二 +

弩刀
一 ’
护毗

.

:WO
.

, +

等刀
一 ’
L4 毗

.

。

叭
.

二 -

““一 ~
’
U

,

甲” u ,

钾
’

2 “ ~ ” U ,

‘” U ,

钾
’

2
. ‘ ~ ” U

,

,
’ r

u ,

钾

云二 L‘毗
,

。 一
云.2L , 叭

,

, 叽
.

“ + 云,2 , L, U I
,

:几
,

, + 云二 L, V : ,叭
,

。 +

C ,于3 2万
一 ’LZO . 叭

.

钾 + c .了3 !。
,

,

沈 + C ! L, 了32 0
1

,

钾 二

刀
一3叭

,
r r 一 人3刀

一 ’叭
.

毋
r + 几2刀

一 , U0
、

争: + 几5刀
一
’U .

,

。r +

几2刀
一2 VO

.

犷 r + 孟7刀
一 , LV . ,

, : ,

(27
e
)

云川 U0
,

比 + 后肠 : LZ U。
,

钾 + (云
12 , + 云‘ , )LVO

.

切 一
力且, !刀叽

,

狱
-

(力,2 , + 2乃肠
.
)瓦

, 叭
,

伽 + 云川 巩
,

:W0
,

沈 + (云,2 , + 云‘ ! )L, 叭
,

。叭
.

勃 +

云. , LZWO
,

:叭
.

钾 + 乃
:川瓦

, U I
.

比 + 刀‘
! !

瓦
Z U .

,

竹 一
元55刀

一
’U I -

U I + (D . 2 , : + D 、 .2 )HL V .
,

劲 + c ! (J3 1
一 J ,5 )。,

.

: 二

人4刀
一 2 U0

,
r r 一 几5刀

一 ’
W0

,

卜 : + 几8刀
一
’U : r r ,

(27 d)

(云.刀 + 后动 u0
,

切 + 云塑Lvo
.

钾 十 云‘ L
一 ’v0

,

沈 一
乃二瓦

, 叭
.

州
-

万l刀 + 2。傲 )厅叭
.

。, + (舌l艺 + 云咖 )矶
,

:wo
.

: , + 云塑 LZ叽
,

,跳
.

卯 +

B‘WO
.

药叭
,

, + (D
:2 . 2 + 乃砧

, 2 )万U : 切 + 力理瓦V I
.

钾 + 乃。瓦
一 ’V ,

,

伏 -

: 一

鑫影
F! 一

“书‘
一 ’
”

一
’F! · “!

(’一 ’·’”
!

,

, 二

人6刀
一Z L

一 ’
V0

,
r r 一 人7刀

一 ’
叭

,

下 r + 久9刀
一 IL

一 1 V I
.
r r ,

(27
e
)

二 ~ 。 ,

二 _ _ _ .

几 二 _ _
.

二 _ 二
_ ,

_
_

M
飞 , _

一 胜 , , ‘ , U o
,

‘一 肚 , , C ,乙Fo
·

, + ‘, , H C , 甲o
,

。 十 了, , C , H L
‘

叭
,

。 一

了
C ,

叽
.

: -

鲁
C !‘’叫

,

, 一 C .
(j3 , 一

7 巧 )刀U I
,

: 一 C I
(j二

一
7泌 )瓦V I

,

, -

见3 3 CZ日 ! + 无二 CZ万, 。l
,

。 + 无
: : CZ
万

, L , 日 : 。 一 c ,
刀万

(△平(
·

))2

r 二 0
履;

『

) 日! 二 0
.

(2 7f)

上式中各广义刚度系数的具体表达为
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令 「
‘* 。。; 、, , 2 、 」

台J
: ‘_ ! ’‘

一 ’

、1 , · , : 一 , u : ,

,

(28 )

s铲
, 沪‘汽d z

(‘
,

j
二 ,

,

2
,

6 ; l
,

m 二 ,
,

2 )

s肠)((沪2
, :

)’)d
z ,

二

篡几
:
““’“‘

!
, ·

”’击
’

广义压电系数和广义介电系数的具体表达为

fH左
! e 3护

,
: Q ‘ 二

J 一 H月

「朋
_ _

l 巴3冲
,
:

J 一 H左

几甲
, :

d z ,

又 , _
k

二 ‘日 七 3 1几甲
.
: : d z (i == l

,

2)
古二 0

「朋
_ _

1 e 3甲
,
:

J 一 H 洲2

柑+ I

艺
。

当
‘

k 二 0 几
.

甲
, ·

叭d ‘
(i 二 l

,

2 )了

2JU记叭

{蹂
·, , (

:
), 2

,
:

d :

丁i爪
e 巧 * (

:
),

, , :

d :

令
*
卜

二 ‘二 “竺!
_

甲、‘ ) 甲2
· z u z ,

k 二 0
一 ‘告_ l

(29 )

户二三 介
.

二

气
·

今
,

J址
.

甲“’必,
, ·

“
,

{
H应

。i净2 (
:
)a

: 二

一 H z
户

2

月+ l

万
。

会
k 二 0 几

甲2(
z
)d

:

甲弓
:

d : .

(i
二 l

,

2 )

{
H月

。33 甲弓
:
d z

一 衬左

令
*
「、

二 ‘山 ￡33
_

!
_

云二 0 一 ‘去_

4 损伤演化方程
对于复合材料铺设层内损伤变量 叫

人’
,

珑
介,

,

基于 Kac han o v
连续体损伤力学理论【” ]

,

本

文采用如下无量纲化损伤演化方程
:

30)1==31)(
琳(

r 一 f 。

欲, \
二‘

旦卫兰
二

}
“‘

(不而砰)
d r 一

!
LO

,

a

}
‘, 〕 。

跳)

。

}
‘) 〕 口

挤)

(i
= l

,

2 )

式中
,

丑‘
,

m ‘为材料常数
,

这里取为 B , 二 3
.

7 x 10
一 ’Z MPa

一 , . ,

刀: 二 4
.

s x lo
一 ” MPa

一 “2

m : 二 3
, 。

缺’为当i方向的损伤川
介’开始演化时损伤应力的门槛值

,

且

·

甘) 二

赤几
.

““’d一货
二

赤几
:
‘”’dz

,
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其中
,

司产’
,

。封’分别为第 k 层板沿着纤维方向和垂直纤维方向的有效应力分量
.

对于层间界面处的损伤变量 R fxr’
,

R罗
,

尺
r ,

,

在本文算例基于界面劣化初始阶段
,

给定界

面损伤变量的值
,

研究界面损伤初期对压电智能层合板非线性力学行为的影响
.

5 求解 方 法

对于方程组(27 )寻求满足边界条件(17 )的完全解析解是几乎不可能的
,

一般只能求其半

解析解
.

对于 4 边简支对称正交铺设的压电智能层合板
,

位移和电势的形式函数可设为

U0
二

务落一
‘· : ,

5 1·(· , )fu
。

(
·
)

,

U , 二

艺艺
c o s

(7r ; )
sin (: , )人

!

(
:
)

,

(32
a
)

(32b)

V0
二

蒸吾
S‘·‘7r‘’一‘

7t “’关
。

(
r
’

,

务吾
9 ‘·‘! ‘’一‘

·“’五
, 】

‘
r
’

,

募吾
S‘·‘二‘’

·‘·‘二“’几
。

‘
r
’

募暮
·‘·‘·‘’

8‘·‘二“’”
1

(
·
’

,

(32
e
)

V 一 二
(32d )

叭
二

(32
e
)

日l 二
(32f)

将形式解(32 )代人方程(27 )
,

并施加 Gal
e
rki

n

方法
,

且取一阶截断
,

则将非线性偏微分方程组化

为由时间函数表示的非线性常微分方程组
.

然后
,

应用 Ne机na 政方法
,

对时间变量的导数项在

时间上离散
,

整个问题可以采用迭代法对它们联立求解
,

迭代精度取为 0
.

1%
.

对于计算中损伤值
,

若在初始时刻
,

令板内无损伤 (川
‘’(0) 二

玛
‘’(0 )

二
0)

.

在第 J时间

步时
,

求解式(27 )并利用式(4) 和式(5 )
,

可以求得板内任一点的应变与应力 ; 由式(30) 判断第

J时间步时损伤是否发展
.

记在第 J 时间步时
,

第 无层板在 i( ￡
二 1

,

2) 方向的损伤值为

斌
论’(J)

.

若 。

}
介, 〕 。

跳’
,

则在 J△:
时的损伤值为

。{
k , (J) 二 D }

‘, (J
一 1) + D }

‘, (n }
‘, (J

一 l)
,
。

矫, )△
: ,

(33 )

若 。

}
介, 成 。

跳,
,

则

刀{
k , (J) 二 。}

k ,(J 一 1)
.

(抖 )

6
.

1

数值结果和讨论

线性自由振动的固有频率及验证性比较

令履fxr)
二 元留

二
元;

·

, 二
元‘

r
,

,

取材料参数见附录 B
.

定义板的无量纲线性自由振动基频

和非线性自由振动基频为

(面。
,

面 ) 二 丫I, H / E 22 (。。
,

。 )
,

(35 )

其中
,

。。
,

。 为板的有量纲线性自由振动基频和非线性自由振动基频
.

取一上下表面粘贴压电层的对称正交铺设的复合材料层合方板【卯
。
/ J / 90

0

/0o /0O /卿/0 o/

如
”

j
,

弹性层材料选用石墨/ 环氧复合材料
,

压电层材料选用压电陶瓷 R 叮
.

SA
.

通过计算
,

不同

厚跨比下压电智能层合方板的自由振动基频如表 l所示
.

从表 I中可以看出
,

本文得到的数

值解小于基于一阶剪切变形理论(邓DPr )山〕下得到的数值解
,

大于基于三维 (3
一

D) 12 , 〕理论得
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到的数值解
,

但三者的数据吻合很好
,

说明了本文分析方法的正确性和计算程序的可靠性
.

衰 1 不同厚跨比 (H / 。 )下压电智能层合方板线性自由振动墓频 (。。)的比较

H / a 二 0
.

0 1 H / “ 二 0
.

1 H / “ 二 0
.

2

文献[23 】

3
一

D

文献 [24 ]

巧DPT
本文结果

文献 [2 3】 文献〔24 〕

乃D盯
本文结果

文献【23 〕

3
一

D

文献 [24 ]

巧DP’r
本文结果

268
.

86 2 83
.

9 3 刀6
.

2 1 2 3 5 7
.

7 2 5 16
.

7 2 44 1
.

5 3 翻8
.

0 3 9 5 3
.

2 3 87 1
.

9

下面考虑一上下表面粘结压电薄膜的 4 层正交对称铺设的具界面损伤复合材料层合板

【0o / 90o / 卯
。

/0
“

」
,

复合材料层和压电层的材料分别取为石墨/环氧材料和 PV DF 压电陶瓷
,

相应

的材料参数在附录 B 中给出
,

给定层内损伤值川
‘’

,

玛
左’和界面损伤值界面损伤值为元

,

边界

条件为简支
.

几I

、、

rJ0.l一
山,
.

D一一
.
‘月
l

D一一乙

一

— 无损伤

一
D ‘

)
’= D 梦

’= 0. 5
,

R = 0. 0
·

D
‘

{
’一D皆

= 0. 5
,

及一0. 2

厂卜l|
卜353025200.0.0.0.

一
叭

一卜4
,

D (

}
’= D梦

’=
0.5

矛n4

R

,‘O匕

自.....

nU

‘ ’

之六

伙\⋯
一

⋯
. ’

侧
”

茸
尹甲一一‘一代七尸一‘一一丁份一 0

.

2 9 任
U

.

! U
.

2 _ U
.

j U
.

4 ~ 艺

祛

圈 3 压电层厚度比厅2 对压电智能 圈 4 界面损伤 尺对压电钾能层合板

层合板自由振动频率的影响 自由振动频率的影响

(乙 == 2
,

刀 二 0
.

1) (刀
二 o一

,

万一 二 0
.

5
,

刀2 二 0
.

1 )

图 3 显示了压电层厚度与总厚度之比刃2 (h
p / H )对压电智能层合板的无量纲自由振动频

率面。
的影响

.

由图 3 可知
,

随着压电层厚度万: 的增加
,

压电智能层合板的无量纲自由振动频

率减小 ;层内损伤和界面损伤的出现
,

使得压电智能层合板的整体刚度相应地减小
,

其无量纲

自由振动频率也变小
.

图4 显示了界面损伤履对压电智能层合板的无量纲自由振动频率面。的影响
.

由图 4 可

知
,

随着界面劣化加剧 (10
一 ’ < 履 < 1护)

,

压电智能层合板的无量纲线性自由振动频率面。迅速

减小
,

且其影响的范围随着长宽比的增加而增加
.

6
.

2 不同参数对板的非线性幅频响应曲线的影响

下面仍选用以上的计算模型
,

但考虑层内损伤演化其初始损伤值为 川
介’(0)

二

玛
左’(0)

二

o
,

且给定界面损伤值为蒯r) = 0
.

2.

图 5 显示了厚跨比刀(H / a) 对层合板非线性自由振动幅频响应曲线的影响
.

由图 5 可

知
,

对于给定的振幅
,

随着厚跨比厅的增加
,

板的非线性自由振动频率变大 ;当板厚度一定时
,

板的非线性 自由振动频率随着振幅的增加而增大 ; 在振幅较小时
,

由损伤引起的频率降低较

小 ;但随着振幅的增大
,

层内损伤积累的速度加大
,

其非线性 自由振动频率相对于无损时明显

降低
,

且界面损伤的出现将进一步加剧这种趋势
.

图 6 显示了长宽比 L(
a / b) 对层合板非线性自由振动幅频响应曲线的影响

.

由图 6 可



傅 衣 铭 李 升 姜 叶 洁

�

R=0.0
一

�落
— 无损伤

一
D ‘

护
,
(0 )= D 梦

,
(o) = o

,

不0
.

⋯⋯ D( }
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石
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呱
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.
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.
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叽
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.

0 2
.

5 3
.

0

圈5 厚跨比开对压电钾能层合板非线性

自由振动幅绷响应曲线的影响

( L 二 l
,

H 二 0
.

8 )

圈 6 长宽比 L对压电, 能层合板非钱性

自由振动幅频晌应曲线的影晌

( H 二 0
.

1
.

H 一 二 0
.

8 )

—
E 一/ E 之= 4 0

E t / E : = l

E 一/ E : = l
P/ 0

。
/0

0
用

l
才 11
\
I白 1

.

0

IP/0 0
/9()

o
l0

o
/PI

IP/o o/90 o/90o /0o] 火

才丫下一
‘
二

‘

⋯
}

0 5 1 0 1
.

5 2
.

0 2
.

5 3
,

0

呱
. 、

/H

0
.

8

0
.

7

0
.

5 1
.

0 !
.

5 2
.

0

呱
a、

/H

2
.

5 3
.

0

:03
川.00

才、白

圈 7 材料弹性常数对压电钾能层合板非 圈 8 铺设层数对压电钾能层合板非找性

线性自由振动幅颇晌应曲线的影晌 自由振动幅频响应曲线的影晌

(乙 二 1
,

刀 二 0
.

2
,

刃一 二 0
.

5 ) (乙 二 l
,

刀 二 0
.

1
,

刀一 二 0
.

8 )

知
,

对于给定的振幅
,

随着长宽比 L 的增加
,

板的非线性自由振动频率变大 ; 当长宽比一定时
,

随着振幅的增加
,

层内损伤积累的速度加大
,

其非线性自由振动频率相对于无损时明显降低
.

图 7 显示了不同材料弹性常数对压电智能层合板非线性幅频响应曲线的影响
.

其计算参

数取为

E Z 二 E 3 二 10 G Pa
,

G 一2 = G 一3 二 C刀 二 0
.

5 E 2
,

产一2 二 产23 二 0
.

25
,

产二 二 0
·

33
,

。 二 l朋 kg/ m3
,

又( · ) 二 0
.

2
,

n {
‘, 二 D )

‘, 二 0
.

由图 7 可以看出
,

当结构振幅增大时
,

随着材料常数 E , / E : 比值的增大
,

压电智能层合板的非

线性振动频率也越大
.

图 8显示了在压电智能层合板总厚度 H 给定的情况下
,

铺设层数对压

电智能层合板非线性幅频响应曲线的影响
.

由图 8 可知
,

当板厚度一定时
,

板的铺设层数越

少
,

则板的非线性自由振动频率随中点振幅的增加而迅速增长
.

7 结 论

l) 层内损伤和界面损伤的出现使得压电智能层合板的整体刚度相应地减小 ; 随着界面劣

化加剧
,

压电智能层合板的无量纲线性 自由振动频率 面。迅速减小
,

且其影响的范围随着长宽
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比的增加而增加
.

2) 在振幅一定的情况下
,

随着板厚的增加和宽度的减小
,

板的非线性自由振动频率变大 ;

当板厚和长度一定时
,

振幅的增大
,

铺设层数的减少
,

将引起板的非线性自由振动频率迅速增

长
.

3) 在振幅较小时
,

由损伤引起的频率降低较小 ;但随着振幅的增大
,

层内损伤积累的速度

加大
,

且界面损伤的出现进一步加剧结构的刚度迅速下降
,

其非线性自由振动频率相对于无损

时明显降低 ;而且板越厚
,

损伤对板的非线性自由振动频率的影响也越显著
.

附 录 A

为得到式(20 )的特征方程
,

令 Dn 二 d
”

/d zn

{了
二 S罗 6 二

二 (59 )a Z +

(s{产’
。 2

对’尸)
,

+ s材,尸)
,

,

且设式(加)中各系数为

。 二 (s{才, + 心 , )胡
,

J 二 (。;产,
+ 。

{才, )。
, 。 二 s材,

g 二

(e

货, + e

翁, )月
,

人 二 。
劣,

,

i 二 (。{广
, 。 , + 。

甘,尸)
. (AI)

AZA3A4
了.、了‘了、.
、

则式(20 )可改写为

a D Z少1 一 6少一
c少2 + d D伞 二 o

,

e D Z
叭

一 f叭
一 。
少 1 + g D 伞 二 o

,

hD Z伞 一 i少 一 d D少一 g D戮
二 0

·

通过消去主元 叫
‘’(

:

)
,

少
,

(A2 )到A4 )式可以转换为仅含 少, 的方程为

h , d , D 6少 . + (9 . d一
。 , 。
一 h : 。, )D 4少 . + (b, 。, + a .fl 一 。. 9 . )n Z伞 : 一 h ,fl 少 : 二 o

,

其中

{
h , 二 一 (邵/ e )

,

g , 二 (酬 / e 一 d )
,

fj 二 一 i
, e , 二 一 (h 一 gd / c

)
,

d , 二 一 (ceh /fg )

e : 二 一 (d + ce i
/fg

一 叮 ,f)
,

6 , 二 一 (卜
eZ

,f)
, a : 二 一 (a 十 ce d

/fg )
.

(A5 )

(A6 )

(A5 )式可以简写为

m 1n 6 少一 + m Z n 4少一 + m 3n Z 伞l + m 4伞一 二 0
.

(A7 )式为仅关于 伞{
‘’(: ) 的六阶常系数齐次线性微分方程

,

其特征方程为

m 一几6 + m Z几4 + m 3又2 + m ; 二 0
.

由特征方程(AS)
,

得 少{
‘’(: )的通解为

(A7 )

(AS)

少

其中
,

几{
‘’(i

二

乞
‘
:
‘,、}

‘,一

二 l
,

2
, 二

’ ,

6) 为式(A8 )的 6 个特征根
,

斌
奋)为积分常数

.

将式(心 )代入式(故)和(幻)得 少“’(
:

)
,

侧
‘’(

:

)的通解为

{
, 二

玄
, :

* )K :
*) e*

}
‘): ,

入I J , (又}
‘, )4 一 (9 . J : 一 。 . 。 : )(入l

‘))2 + ‘. e l

(
c . e : 一 fl 、. )* }

‘)

乞
·

:
* )‘ ;

* )e孟:
* ); ,

s劣’(* {
‘’), 十 (

。

{岁, + 。

{才
(s甘:

‘几一伞

{ ,

{
去认l

* )

s&k
, )明

一 (s{广,
。2 +

心
,

丛
+

秒
式(A1 0) 和(Al l) 中的各系数由式(A1 )和(A6 )给定

.
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附 录 B

(a) 石墨/ 环氧复合材料参数

E , 二 18 1 GP
a ,

E Z 二 E3
二 10

.

3 G Pa ,

C : 2 二 G : 3 二 7
.

17 GPa ,

几
二 2

.

87 G Pa

产12 二 产一3 二 0
·

28
,

产刀 二
0

.

33
,

尸 二 1 580 k岁m3
.

(b) 压电陶瓷 PV DF材料参数

nUO
�
O八11423l1

.

6 1

3
.
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