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摘要 : 考虑奇异摄动反应扩散方程
,

这是一个多尺度问题
,

问题在左右两边皆产生边界层现象
.

根据边界层的奇性
,

提出不等距的有限差分格式
,

其主要思想是根据 Sh ishk in 过渡点将区域分为边

界层区域和边界层外区域
,

在边界层外采用等距的大步长
,

在边界层区域内逐步增加网格步长
,

有

一半的网格步长是不同的
.

进行了截断误差估计
,

并证明所提方法是稳定的
,

一致收敛性高于 2

阶
.

最后给出数值例子以说明理论结果的正确性
.
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引 言

奇异摄动问题产生于流体力学
、

化学反应
、

弹性力学
、

量子力学
、

光学
、

生物学和最优控制

领域 [ ’
一

2〕
,

小参数的出现将导致边界层现象
,

解在边界层附近变化很快
.

对于这种多尺度问题
,

传统数值方法不适用于这类问题
,

与小参数无关的一致收敛方法是人们最感兴趣的[ ’
·

5 ]
.

在等距网格点上采用 n
’

in
方法 [“]是早期奇异摄动问题常用的计算方法

.

因为边界层的

宽度很小
,

往往小于实际计算的网格步长
,

等距网格有可能略过边界层
,

于是人们更注重于不

等距数值方法
.

不等距网格法中最简单的是 sh ish ki 。
网格法 [’么4 ]

,

Iha hv al ov 网格法【’]也是常见的不等距

网格法
.

文献【1
一

2] 将 Bak hv al o v
网格法和 Sh is hk in 网格法相结合

,

这类方法的一致收敛阶都是

低阶的
.

对于奇异摄动反应扩散问题
,

高精度的计算方法有如下一些方法
.

Jay ak u n坦砂
‘〕提出 BvP

法
,

这是一种渐近解和数值解相结合的方法
,

不是一致收敛方法 ;

Bec ke tt 等【
9〕采用网格重分布

法
,

一致收敛阶接近 2 阶 ; st yne
,

等〔
’0] 提出中点迎风差分格式

,

一致收敛阶接近 2 阶 ; Styn es
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等〔川进一步提出线性流方法
,

一致收敛阶为 2 阶;

Ras hi di ni ab 等〔
”〕采用样条函数法构造高阶

计算方法
,

可惜该文没有讨论稳定性问题 ; cl

~
等【” ]提出了高阶计算方法

,

该方法是不稳定

的
.

这就促使我们考虑稳定且一致收敛阶高于 2 阶的计算方法
.

本文采用新颖的网格剖分技

巧
,

很好地估计了截断误差
,

证明所提方法是稳定的
,

一致收敛性高于 2 阶
.

文中的 C 表示与N 和。 无关的正常数
,

在同一表达式中可能是不同的值
.

1 反应扩散方程和解析解的分解

在单位区间几 二 【0
,

l] 中考虑反应扩散方程

。Z u

;(
x

) + 6 (
x

)
“。

(
x

)
二

f(
x

)
, : 〔 。

,

(0 )
二 u o

,

残(l)
二 u 一

, (l)
一人

.l.J、

.

L

凡

其中
,

创
:

)和f(
:

)是充分光滑的函数且满足 云> 拭 : ) 〕 护 > 0
,

b > 0, 0 < ￡《 1是小参

数
.

上述问题在 : 二 0 和
: 二 1失去边界条件

,

导致边界层现象
.

引理 1 在文献「2
,

9
,

13 」中已

被证明
.

引理 , 设 叽 是问题 (凡)的解
,

则对于 0 ‘ k ‘ 4
,

有

一。{
k , (

:
) l鉴 c (l 十 。一 ke (

: ,

6
,
。))

, : 任 几
,

(2 )

其中
, 。

(
: ,

6
,
。)

二 e 一缸 / ‘ + e 一 “(’
一 ‘)/ ‘ .

进一步有奇性分离如下
:

人 (
x

)
二 叭(

x
) + w 。

(
x

)
,

(3 )

其中
,

函数
。。

(x) 满足

一,

{
k , (: ) 一感 c

, : 〔 几
.

(4 )

叭 (
x
)满足

! w
{
‘, (

:
) 一落 a

一 ‘e (
二 ,

6
,
。)

, : 任 几
.

(5 )

2 网格剖分新技巧

设网格剖分数目为 N
,

不妨假设

1一4’
<

3￡In N

b

若上式不满足
,

则有 。
一
’ <

(6 )

c ln刀
.

此时由引理 l可得 一“{
k , (

:
) I簇 e (l + In

切 )
,

即奇性

变为相当
“

弱
” ,

采用一般的计算方法不难得到高阶方法
.

如文献【13] 在 R e

ma 浅 10 中对这种情

形提出了接近 4 阶的差分格式
.

考虑到实际计算时网格剖分数目 N 不可能很大
,

许多学者“
4 〕

甚至采用更强的假设 。 感 N
一 ’

.

考虑不等距网格划分 几“ 二 {
: ‘,

0 ‘ i 鉴 N }
,

。“ 二
{x ‘

,

0 < i < N }
.

令 h‘ 二 x ‘一 : ‘一 , ,

一感 i ( 刀
.

取人
, =
凡

= 4 o ln N / (6浑)
,

入‘ =
人+ (i一 )△

,

一( i簇 刀辫
.

则

N一4
感

·‘ 二 ·‘一 + 、‘ =
“牌俨

△
,

取 shishkin
过渡点

r 二 3 : In 刀/ b
,

令
二N/4 二 r

l 鉴

可得

△ 二 麟‘In N

bN (N 一 4 )

_ f c ln N 、
= U I 一二二; 一 l

。

\ jV
‘

l

(7 )

(8 )

因为 h、/4 = h + (N /4
一 l)△

=
20

。In N / (6N )
,

因此可得
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(9 )
N一4

簇 成

。 c In N
ni 落 L 万了

,

在边界层外 [
: ,

1/2 ] 采用相同的步长

H 二 2
l 一 Z r ~ 1 1 \
一

.

下二一一 二 U I 二下 I
IV \ IV I

(10 )

设 N0 > 0 当 N > N0 时 h‘ < H
,

l 落 i 镬 N /4
,

即 标/4 < H.

网格剖分成为

(ll)
N一2

簇感
N一4x i 二 x i _ 一 + H

,

考虑到问题的对称性
,

可得网格剖分点
x ‘

,

N /2 簇 i ‘ N.

3 差分格式和性质

考虑如下差分格式

丫认(
x 、)

二 r万认(
: i_ , ) + r

下从(
x ‘) + r

才从(
: i+ ,

)
二

(犁)

叮了(
x ‘一 ,

) + 口下f(
x ‘

) + 叮:f(
x ‘十 , )

二

Q叭
x ‘

)
, : 、任 。N

,

认(
x 。)

UE (
x N )

u 。

(0 )
,

u 。

(l)
,

其中

当 1 蛋 i ‘ N /4
一 1 时

l一l2’一一口
刀

5一6
一一口i 二 q i

二

人
一

ai, “,
+ a i

,

r i =

2 : 2 _ , 。

2 0 2

一I
~

下了一一丁1 下 + q 1 0 1
一

r 了二 了7 万一了
一
下下

, ‘
i 、

, . 1+ l 宁 ,
“ 产 , ‘i、 , ‘i+ l 宁 , “ /

2 0 2

+ 了一下于一下互下 + q下口i ,

,“ + l、
, ‘止+ 】宁 ,

“ /

:
才

二
2 0 2

一 hi十 l(hi十 , + h‘)
+ 叮才b、

十 ,
.

当 N /4 ‘ i
。 , /2

,

而且 。 感
了石而

。时

bi-l
l一3l一3

一一q 万 二 q下二 q才 , r i

2 0 2

二 一

丽而万丽
+

时
r
下
二

2 0 2

h‘(h‘
, l + 人‘) +

Z e ‘
l

,

、 + 二不 D ‘
,

九i+ l气儿i+ l + 几i ) J

2 e 2 2 0 2 1
,

一 , l : : 、
+ 下

一
O“ .

九i+ l气九i+ l + 九止) J

当 N /4 ￡ i
。 , /2

,

而且 。 二
了石面

。时

叮丁 二 g才
二 0

,

, 下
二 l

, r ;
2 c 2

二 一 人‘(人‘
+ , + 人‘)

’

2 0 2 2 c 2

r下 二 下一丁万

—
一几一万 + 万一一万兀一

一.

- - 丁戈 + O定
, r f 二 一

几‘气九止+ l + 几i ) 几‘+ l气几i+ l + 几 i j

由对称性
,

同理可推导出当 N /2 + 1 ‘ i ‘ N 一 1时的差分方程
.

设 浑l > o
,

当 刀 > 刀 ,
时

,

乙簇 3妒/ (loo lnZ 探)成立
.

设 浑: > o
,

当 N > N Z
时

,

l/ 12

> l/ 15
.

设 刀3 二 m ax {16
,

N0
,

N , ,

从 }
.

引理 2 当 N > N 3 时
,

对所有 。 < i < N
,

皆有

r万 < 0
, r
才< 0

,

片 > 0
, r万+ r

下+ r
才> 0, (13 )
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即差分格式具有稳定性
.

证明 当 1 鉴 ‘感 N /4
一 1时

, 。‘蒸 l/l 5
,

所以 石 〕 1朋
,

计算得

r万 < 0
, r
亨< 0

, r

了> 0
, r不+ r

下+ r
才> 0.

当 , /4 、 ￡二 , /2
,

而且 。 二

存而
。
时

,

同样可计算得到

叮 < 0
, r
才< O

,

心 > 0
, r丁+ r

卜
r
才> q

,

当N/4
二 ‘簇

二
,

而且 。 二沪获面
。时

,

显然有

r万 < 0
, r
才< 0

, r

卜 0
, r万+ r

卜
r
才> 0

.

由对称性可得
,

对所有 0 < i < N
,

皆有
: 万 < 0

, r
才< O

, r
下> 0

,

叮 十 r
乍+ r

才> 0.

因此差分格式的矩阵是对角占优
,

不可约 M阵
,

差分格式具有稳定性
.

引理 3 设网格函数 伞(: ‘)满足

) 〕 0
, : ‘任 口“

,

伞(
x o ) 妻 0

,

伞(
x , ) 〕 0

,

(14 )

则 少(
x ‘) ) o

, 二‘任 几N
.

证明 设 伞(
: * )

二 m in 伞(
: ‘

) < o
,

则
x * 任 口N

.

此时有 伞(
: * 十 !

)
一 伞(

x 。) 〕 o和 伞(
x k )

:
〔n 份

一 伞(介
_ , ) 缤 0

.

由引理 2 容易得到 昭伞 (
x * ) < 0

,

与引理条件矛盾
.

因此 伞(
x * ) ) O

,

即

伞(
x ‘

) ) 0
, : ‘任 几柑

.

引理 4 问题 (理)对于
二‘任 几

“
有如下估计

:

一认(
x ‘) I《 C {

证明 引人闸函数

嘿
I昭认(

x ‘
) l+ l认(

x 。) . + 一认(
x ,

川
.

名 e a
’

(15 )

, “一 ,
二

臀
‘昭认‘一 , ‘

击
· ‘认‘一 , , · , 认‘二 , ‘· 认(一 ,

,

一 任““
,

、.尹
、

、
产矛

O气z口.且‘.且/.、
,‘矛.、

叨必
,

(
x ‘) 〕 o

, : ‘〔 。刀
,

中
‘

(
x 。) 〕 o

,

中
‘

(
x 、

) 〕 0
.

由引理 3可得 。
‘

(
二‘) 〕 0

.

因此
,

对于
二‘任 几“有

l认(
x ‘

) l续 c {嘿
l尽认(

x ‘
) l+ . 从(

: 。) I+ l从(
x ,

川
.

x 七 a

4 高阶一致收敛性

同样问题 (踏)也有分解 U. (
: ‘)

二
K (

: ‘) + 巩(
: ‘

)
,

其中 K (
: ‘

)和 俄 (
: ‘

)分别满足

{
昭K (

: ‘)
二

俨(人叭 (
x ‘))

,

K (
x o )

二 姚 (
x o )

,

K (
x N

)
=

x i 任 。柑
,

叭(
x N )

, (18 )

1920

定理

对于所有

r r N 丫, 尹 l
_ _

\ n 厂 八刀

L 片 。、x o ) 二 切‘、x o八 伴。气x N ) 二 城 火x N ) = U
.

设 人(x ‘)是问题(凡)的解
,

认(x
‘
)是问题(砂)的数值解

,

则

I认(
x ‘

)
一 人(

x ‘
) 一〔 c (浑

一
2 : 2 + N

一3 In3 刃 )

x ‘任 几
N
皆成立

.
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证明 当 1 ‘ i 簇 N /4
一 1 时

,

昭(认(: ‘)
一 人(

: ‘))
二

叮if(
x ‘一 ) + 叮下f(

x 、) + 叮:f(
x ‘, : )

一

{
r万婉(

x ‘一 , ) + r从(
x ‘) + r广

u 。
(x ‘+ , )}

二

、..产、、‘了, .几
,‘,‘,‘

了‘.、J吸矛、一 , 。 +

合
￡, ·

“
4 ,‘一 )。 +

告
·, :

,

其中

T3 == 一
(h‘

+ : q才
一 h‘q丁) +

T4
二 一

(入号
+ : q才十 人孙丁)

+

h‘
+

一 h i

3

hl
十 ,

二 0
,

+ hl
6 (人‘

, , + 人‘) “
万

hi △ +

人‘ (23 )

T5
二 、:人于

u

{
, )(右

,
)
一 。才人考

十 , 。

{
, , (右2 ) +

1

10 (h‘
+ l + h‘)

{入恤{
, ’(色)

一 九借
+ , “

{
5 , (轰)}

,

(24 )

奋.
,

乞任 (
x 卜 :

, x ‘)
,

轰
,

么任 (
x ‘, x ‘, . )

.

因为

告
。’·

;
‘,‘

·‘’几 镬 CN
一

3 Inz N
,

告
。, ,

,
,‘

·‘’几 蛋 CN
一3Inz N

,

所以

合
。’·

{
‘,‘一’几 落 CN

一

31矛N
.

同理可计算得

因此

}告
。2

川
。 cN

一 31、,
,

} U I

一昭(认(
x ‘)

一 吸 (
x ‘

)) 一‘ CN
一3 In3 N

.

(25 )

当 N /4 簇
￡。 , /2

,

而且 。

洲获面
。时

,

昭(认(
x ‘)

一 “。

(
: ‘

))
二

告
。2 {

“

;(
: ‘_ ;

) + “

;(
二‘

) + “

;(
二￡, ,

)} +

一一

1
、百

」2(埃 (
x ‘+ ,

)
一 吸(

x ‘)) 2 (姚 (
x ‘) 一 吸(

x 卜 ,
))

h‘
+ 一(h‘

, , + h‘) h‘(h i+ , + h‘)

护

l
产l.L

,‘

C

一

告
。, ‘“弘;

‘,“
1
, + “弓一{

‘,‘乞, } +

可汁几万
·’‘“孙;

‘,“3’‘ “,一, ,‘“”
,

(26 )

分, ,,子3 e (
x ‘_ :

, x ‘)
,

右2
,

子; 任 (
x ‘, x ‘十 ,

)
.

进一步计算得 一昭(K (
x ‘

)
一 v。

(
x ‘

)) 一‘ 翻
一2 0 2

,

一昭(俄 (
: ‘

)
一 、‘

(
: ‘

)) 一鉴 翻
一 ,

,

所以

l昭(认(
x ‘)

一 人 (
x ‘)) 一‘ 翻

一2 0 2 +
翻

一 ,
.

(27 )

当N/4 “
二

N/2
,

而且 。 二
丫妥i砚3

。 时
,

昭(认(
x ‘)

一 人 (
二‘

))
=

_ 。2
、(: ‘) , C2

1
2(u’ (

x ‘, 1 ) 一 、(
: ‘))

h : + , (h‘
+ : + h‘)

丝毕华华共边 {
二

(h‘
+ , - h i )

2

—
C 一

x ‘) +
l

12 (hi+ : + h‘)
。2 {人弘{

4 , (泞
:
) + 人于

+ : u

{
4 , (泞

2
)}

,

(28 )
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泞, e (x i_ ,
, x ‘)

,

之 e (x ‘
, 二i+ , )

.

因此

一昭(K (
: ‘

)
一 叭 (

: ‘)) 一簇 翻
一 ,

.

又因为

(29 )

昭(认(
x ‘)

一 埃 (
x ‘))

一
’

《‘一 ,
十 ! 2

{
2 (人(

x ‘+ l
)
一 人(

x ‘)) 2(人(
x ‘

)
一 人(

x ‘_ , ))

h‘
十 , (h‘

十 ; + h‘)

、.了、l产nU通1.,j, ,�了
.、矛

‘

_
2

_ _ , ,
_

八
.

一一土一一
_
2 了‘

,

.’t
。 、

.

一 七
妈 、汤口 + , , , 、七 l , . 1恢 、、 l , 甲

、几i + l + n i )

h‘( h‘
, l + h‘)

人‘
+ ,
试(泞

2 ) }
,

、、.产、、、,了

犯

,,�,J

布吸、了了.、

泞, 任 ( x ‘
_ 1 , x i )

,

乞任 ( x i
, : ‘十 , )

.

因此

l昭(巩 (
x ‘) 一 叭 ( : ‘) ) }鉴 翻

一 ,
.

当 , /4 续 ‘。 , 二
,

而且 。 二 勺

俪雨
。时

,

容易证得

, 昭(认 ( x ‘)
一 人 ( : 、) ) 一感 翻

一 ,
.

综上所述
,

对于所有
: ‘〔 口“ 皆有

l昭(认 ( : ‘) 一 火 ( : ‘) ) 一眨 c (N
一2 0 2 + N 一 , In3 探 )

.

由引理 4 可知
,

对于所有
x ‘任 几“ 皆有

! 认 ( x ‘) 一 人 ( : ‘) l簇 c (浑
一 2 0 2 + 那

一3 In3 浑 )
.

5 数 值 例子

在单位区间 石
二
【O

,

l] 中考虑反应扩散方程
:

(34 )

}
一

介
“
:
‘

份
’

L火 、U / 二 U ,

残 \1 ) 二

二 一 c o sZ( 二 x ) 一 2 0 2矛
e o s( 2二 x )

, x 〔 口
,

0
。

( 35 )

精确解是
e 一 尤/ ‘ + e 一 ( l

一 , ) / 。

—

—
一

~

石奋二 一 一 C
0 52 (7r x

最大逐点误差定义为 叮
二

臀 Iue (xt ) 一

v.( xi) !
,

计算收敛阶定义为

衅
二 fo 臣(衅/ 蹄

“)
.

表 l列出最大逐点误差的计算结果
,

随着 。 的变小
,

对于同样的网格剖分 N
,

最大逐点误

差趋于同一个数值
,

说明所提方法是一致收敛的
.

表 2 列出计算结果的收敛阶
,

收敛阶都大于

2
,

说明所提方法是高阶的
,

这些结果与理论分析相一致
.

裹 1 最大逐点误差估计 犁

￡ N 二 16 N 二 3 2 N 二
麟 N 二 128

2 一 , 3
.

0肠 722 77 E 一 仪狡 5
.

I I 9 98 I 3 5 E 一仪扫 7
.

50 1 6肠 8 5 E 一 仪科 1
.

15 3 乃7 54 E 一硬】月

2 一 10 3
.

仪刃 7 55 16 E -
加2 5

.

13 2 5 19 8 8 E 一
田3 7

.

525 麟1 5 7 E 一《X阵 l
.

156 5 73 85 E 一 侧又

2
一 15 3

.

仪刃 ,明 63 E 一
印2 5

.

13 2 5 19 5 8 E 一 田3 7
.

525 醉1 5 2 E司】抖 l
.

156 5 73 85 E 一 侧又

2
一刀 3

.

《脚 ,妇 45 E 一
田2 5

.

13 2 5 19 58 E 一
田3 7

.

525 麟l印 E 一 创抖 l
.

156 5 73 85 E 一 以又

2
一乃 3

.

仪刃 , 构 45 E 一 印2 5
.

13 2 5 19 7 l E 一
加3 7

.

5 25 翻Z 16 E 一 (兀岭 l
.

156 5 75 83 E 一 《X只

2
一刃 3

.

仪刃 , 明 s l E 一《幻2 5 13 2 5 19 57 E 一
印3 7

.

5 25 65() 85 E 一 (兀岭 l
.

156 5 9 8 20 E 习X种
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衰2 计算收敢阶砂
￡ N 二 16 N 二 3 2 N 二

必 N 二 128

2
.

580 384 48

2
.

580 38 1 7 7

2
.

580 38 1 77

2
.

7的 78() 7 3 2
.

7 01 957 20 2
.

727 05 5 05

2
.

7困 780 7 3 2
.

7 01 95 7 20 2
.

72 7 05 3 70

2
.

7的 77 8 男 2
.

70 1 92 8 59 2
.

7 27 08 5 46

10刃扮一��,‘,‘,‘

6 结 论

本文研究奇异摄动反应扩散问题
,

提出新颖的网格剖分技巧
.

第 1 个步长取 h ; 二

4。In N /( 占N )
,

第二个步长开始每次比前一个步长增加了△
二 O ( 。In N / N Z )

,

一直到边界层过渡

点
,

然后采用等距大网格 O ( l/ N )
.

可以算出在边界层内的所有步长仍为 O ( 。In N / N )
.

这样

有一半的网格步长是不同的
,

在不等距网格点处的截断误差估计历来是一个很难处理的问题
,

本文成功地解决这一难点
,

得到稳定的
、

一致收敛性高于 2 阶的有限差分方法
.
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