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摘要 � 重点讨论了比印 ��� �� �� � �� �
� �璐�� ���� � �� ��� �� �� �� 方法和传统的即����� �� ��价�� �� � �方法在

性能上的对比问题
�

对于传统的中心差分格式
,

一阶导数和二阶导数在二维情况的数值格式基架

点有 � 个点
,

三维情况有 �� 个点
�

在同样的基架点下
,

给出了比印 方法近似一阶导数和二阶导

数的显式公式
,

并指出巧印方法在这种情况下实质上就是在不同网格线上的传统中心差分格式

的组合
�

在数值模拟中
,

巧�� 方法达到收敛所需要的迭代步数比传统差分格式少
,

并且 � 和 � 方

向的网格纵横尺度比在比印方法中是一个非常重要的参数
,

对计算的稳定性有重要影响
�

关 妞 词 � 璐�� 方法 � 无网格方法 � 直角坐标网格 � 网格纵横尺度比
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引 言

在流动模拟中
,

最常用的基于网格的方法包括有限差分法 �印�� ’〕
、

有限元方法�几���
·

, 〕以

及有限体积方法��� �� 〕
�

�� 用于规则区域上时
,

通常采用结构化的规则网格
,

在这种网格

上
,

�� 精度高
、

效率高
、

容易实现
�

对于复杂区域
,

则必须引人如坐标变换这种额外的处理方

法
�

�� 和 �� 则可以采用非结构网格比较方便地处理不规则区域
�

所有这些方法的共同点是

都需要关于计算网格的详细结构信息
,

包括所有节点以及网格单元的连接关系
、

层次结构等数

据
,

对于复杂问题
,

网格的生成和修改都不是件容易的事情
�

为简化网格生成这一过程
,

通常可以使用树结构直角坐标网格阁
,

印和 �� 都可以在这种

网格上实现
�

采用直角坐标网格的主要不足是无法很好地处理曲线边界
�

似乎这种不足可以

通过无网格方法克服
�

这里
,

无网格方法指的是能够完全利用节点信息来构造函数值或者导

数值的方法
�

目前
,

从文献中可以见到大量的无网格方法
,

包括光滑粒子流体动力学方法

��川��
��

、

再生核粒子方法 ��� ! ���
一

�〕
、

移动最小二乘法 �� 巧� ��� �
、

无单元 叼
�人�。 法

����  !‘。〕
、

��
一

云团法〔川
、

径向基函数法 ��� �� 〔’�� , 】等
�

在这些无网格方法中
,

我们分析 �� ��
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等近期提出的一种基于最小二乘法的有限差分方法�巧�� ��
’们 ��

�

在其他文献中
,

也可以看到

和 巧印 类似的方法〔’以�
�

这种方法已经成功用于流体力学问题〔到和固体力学问题〔”〕的

模拟
�

巧印是直接离散偏微分方程的一种有效方法
,

是传统差分格式的一种自然推广
�

众所

周知
,

传统差分格式可以利用一维的 �� �� 级数展开
,

通过把导数看作未知量得到
�

如文献

〔�� 」中所给出的那样
,

对多维情况
,

同样可以利用多维 �盯�� � 级数展开
,

把所有空间导数都当

作未知量
,

引人最小二乘法做优化
,

建立多维巧�� 方法
�

由于 巧�� 方法仅使用了节点处的

信息
,

可以用于节点是随机分布的情况
�

正是由于这种性质
,

使得该方法可以用于不规则的节

点分布的复杂问题的模拟
�

另外
,

必须指出
,

和传统的劝方法对比
,

巧 �� 方法需要更多的存

储空间来存储节点的相邻关系信息
�

为了降低存储量的需求
,

同时又能处理复杂边界
,

不规则

节点可以限制在边界附近的区域
,

在其他区域
,

采用规则的直角坐标网格
�

文献【��〕的研究表

明
,

采用这种技术可以极大地提高效率
�

这其实就是把 巧印 方法用于直角坐标网格下的规

则节点分布情况
,

据此可以提出几个相关的问题
�

首先就是在这种特殊情况下
,

是否可以给出

巧�� 的显式公式
�

通常情况下
,

比�� 的公式都是通过求解一个方程组隐式给出的
,

不方便用

于理论分析
�

另外一个问题就是
,

传统的印 方法在直角坐标网格上是一种非常自然的方法
,

把巧即也方法用于直角坐标网格时
,

这两种方法在性能上有什么不同
,

包括精度
、

收敛速度
、

数值稳定性等
�

这些问题到目前为止还没有在文献中简单明了地论述
,

本文正是要回答这些

问题
�

本文针对二维 � 点基架点和三维 �� 点基架点给出 巧即方法对一阶导数和二阶导数的显

式近似表达式
�

这两种基架点是传统差分格式中最常使用的
�

关于 巧印 方法和传统中心差

分格式性能的研究通过对 �� � 方程的求解情况给出
�

研究表明
,

达到同样的收敛解
,

岱��

方法比传统中心差分格式所需要的迭代次数少很多
,

并且在巧�� 方法中
, �
和 � 方向的网格

尺度比是一个重要的参数
,

对 �� ! 方法的稳定性有很大的影响
�

� 巧�� 方法

�
�

� 一般形式

以二维情况为例
,

一个参考点 �
� 。

,

�。�周围有
。
个邻点

�
�� ‘

,

�‘�
,

� 二 �
,

�
,

…
,
。

�

点集 �

二
��� ‘

,

�‘�
,

� 二 �
,

�
,

…
, 。
�

,

构成了点�
� 。

,

�。�的基架点集
�

对于一般的二维结构网格
, 。 二

�
�

对于非结构网格
,

在不同点处
,

这个
�
是不同的

�

建立一个数值方法本质上就是利用点集

� 上的给定函数值
� ‘��

二 �
,

�
,

…
, 。
�给出点�

� 。
,

�。�点处函数导数
“二

和
� �
的近似

·

和建立

传统差分格式的思想一样
,

首先把点��
‘,

� ‘�对参考点做物�� � 展开
�

� ‘ 二 � 。 � � �△� ‘ � � �△了‘
,

� � �
,

�
,

…
, � ,

���

其中
,

△� ‘ 二 � ‘一 � 。
,

△�� 二 �‘一 ��
�

方程组��� 只有两个未知量 叭 和
“� ,

但总共有
。

个方程
,

可以通过最小二乘法得到其解
�

也就是通过对如下定义的误差取极小
�

介

口
二

艺俄�
� 。 � 。二

△� 、 � � �△, ‘一 � ‘
�,

� 二 �

这里 巩是一个给定的权系数
,

定义向量�
二
�
“� ,

巧��
,

△“

利用最小二乘法
,

得到如下方程组
�

���

二
�
� � 一 � 。

, � � 一 � 。
,

…
, � 。 一 � 。��

�

��
二 � △“ ���

其中
,

� 是 � � � 矩阵
,

� 是 � � �
矩阵

,
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� , ‘ 二
俄△

� ‘
,

� �‘ 二 �� △�
‘,

� 二 �
,

�
,

…
, � �

�� �

需要指出的是
,

矩阵 � 和� 仅依赖于网格
,

和函数无关
�

当选取适当的基架点集 � 后
,

矩阵 �

是可逆的
,

于是有

� 二 �
一 ’� △�

�

�� �

�
一 ’� 是一个 � �

。
矩阵

,

并且也是仅和网格有关的
�

根据方程���
,

在基架点 � 上给定函数值

后
,

通过把该矩阵和△“相乘
,

可以得到 �点处的导数近似
�

也就是说
,

矩阵�
一
’� 实质上就是

一个差分算子
�

类似地
,

在式�� 中保留更高价导数项
,

可以得到高阶近似
�

����� � ���

����� � ���

��� 丛
口口

� 公
吞 ���

����

���

抓抓�����,

����� 丫丫丫
少少少

��
���

口口口 】〔〔口口口口

���������������������������������������
�����������

�����
����

丫丫

���������������������������������������

】】】】���

����� 圆圆�����
口口口口 ���口口口口

�����

���
���

���
���

圈 , 二维直角坐标网格
,

参考 圈2 三维直角坐标网格
,

参考

点 O周围有 8 个邻点 点O周围有邵 个参考点
,

网格尺度为 △:
,

△y 和 △:

1
.
2 二维 9 点墓架点上的形式

将巧即方法用于图 1所示的网格
,

点 。有 8个邻点
.
引人列平均值 刀不

,

屿汉人下
,

以及

行平均值咋
,

屿
,

嵘
,

具体定义为嵘
二

( U
, + 姚 + U 3)乃

,

编
二

( U
Z +

U0
+ 价 )/3

·

对

于图 1所示的基架点
,

经过一些代数运算
,

得到

9( △y乙
+ △y忌)〔△

x。
(

9 ( △
x
乙
+

一
U0 )

+ △x
。

( U0

一

嵘)]
一

D
I

) ( △此
+ △几)

一
几

(6)
一吐
.
万U一△

刹
其中

D : 二 3 (△
x 。 一 △x 。) (△y

。

D
: 二

(△
x 。 一 △x。)

2
(△几

如果 △y
。 二 △y。

,

那么 D , 二
D :

=

一 △y。)〔△川专
一

U0 )
+ △y

。

(
U
。 一

咋)j
一 △y。)

2
.

0
,

于是方程(6) 成为

△xb( 之毛下
一

U 。)
+ △x

。

( U0
一 之乍)

△x己
+ △疏

(7)刹
当 △x

。 二 △x。 二

{四)\刁x 1 0

△x 时
,

方程(6) 简化为

七
一

嵘 (8)

此式即使在 △ya 尹 △儿

2△x

时也是成立的
,

其实方程 (8) 就是中心差分格式
.

在实际计算中
,

经常使用其他形似的权函数
,

例如 Wi
二

l / (△
二

子
+△对)

2,

这种权函数使得

距离参考点近的点权重增加
.
为简单

,

仅考虑均匀网格情况
,

最终的结果为

= 2
U S 一 叭 △xZ 姚

一
U
l

2 △x △xZ + △了2 2△x

△x Z

+ △x Z + △尹
卫亘二卫互

l
2△x l

二
2

U
: 一

U : △y
i 翅‘ 二 型l

币可- 坛于下五尹1 石犷
△y Z U s 一

U
3

十
入平二仄孚一乏压币
—

, · ,

—
J 护

(
9

)

J
占少......、、诊百声...龟、

Uxvy

!
l

才

lse

、
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式(8) 和(9) 就是二维直角坐标网格下带有不同权函数时的巧FD 方法给出的结果
.
显然

,

它们

就是沿相应网格线上中心差分格式的线性组合
,

权函数的效果只是改变了组合系数
.

对于高阶岱FD 方法
,

为方便
,

我们仅考虑 俄 , l 的情况
·

一阶导数 Ux 和妹与(8) 式是

一样的
.
其它的导数离散公式为

‘上{

,

丛二丛
_
压二丛l

2△x \ 2△,
一

2 △少 )

=

土{鱼二
,

丛
_
卫竺丛l

一
2 △y \ 2△x Z△x )

(10 )

之七二
一
2均
+ 刀六 2 仇

一
2 U0

+ 姚
△:2 +

了 △:2
3一5

一一

3 嵘
一
2 喻
+ U万

了
-

一厄万一- -
+
2 UZ一 Z U

o +
U
7

5 △尹

(11)

rLrl
es
Z......wees‘

和

,
.
3 三维 27 点基架点上的形式

对于三维情况
,

网格如图2所示
,

原点在点。处
.
为方便

,

引人如下表示方法
:
七 为截面

: 二 △: 上 9个点的平均
,

介是截面
: 二 一 △: 上的平均

,

屿是截面
: 二

0 上的平均
.
这些

是面平均值
,

类似可以引人其他平均值
,

例如角点平均值汪专石
二

(
u : + 价 + u、 + u 动/4

,

中

心点平均值
:
认下石

=
(叽 + Ul : + Ul : + U动/4

,

以及沿一条线的平均值 之铸;
二

( U
, + U 25 +

崛)乃汉七不
二

( U
g +

Ul
: +

崛)/3
·

从图2中很容易理解这些表示方法的意义
·

对参考点o做 Tav lor 展开
,

注意到 p
二

( Ux

,

队
,

Uz

,

Ux

: ,

叽
,

叽
,

帐
,

Ua

,

vxr
)

T
,

可以得

到和方程(5) 类似的方程
,

其解给出

Ux 二 七
一

嵘2△x (12 )

Ux
: 9
一

2 1
七

一
2 与
+
嵘

—
, , 一

十
8

2 l

U氛
一
Z U 而 + U瓜
△xZ

—
+

、、.了、.‘产
气、�
4

...三盛
.
五

�

‘
、了,.、4 U

一3 一 2 U0
+ U 一

4 n

二万

—
十 八

,

‘l △劣
‘

其中

、
: 二

刹气云严 少气产),
; 二

忐
(2、 一

端
一

v0).
( 1 5 )

式(l 2) 说明 巧FD 方法是9条坐标线上中心差分格式的平均
,

对 认和 Uz 可以给出类似的

表达式
.
方程(13 )中的 R 是一个附加项

,

除了这一项
,

其他项都是相应网格线上的中心差分

近似
·

对 认
,
和认

:
有和式(l 3) 类似的表达式

,

对 Uz
:
和 Ux

,

则有和式(14) 类似的表达式
.

,
.
4 与传统 FD 格式的比较

在直角坐标网格上
,

最常用的方法就是中心差分格式
,

可以把 岱F’D 方法和中心差分格式

做一比较
.
在图 l所示的网格上

,

对函数 U(
: ,

力采用标准的中心差分格式来近似其一阶和

二阶导数
:

一
S
:
( 一
+
Sx )△

xa[(
v s 一

U0 )
+ s己(U0

一
U4 )〕 (16)

(U S 一 U0 )
一

sx ( U0
一
从 )

又(l + sx )△式/2
(17)

0、|与

二-r J少一,‘

到一及护一执

和
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其中
,

S

: 二 △x。怂
x。 .

交叉导数的近似略复杂
,

可以由下式给出
:

f 刁ZU 、 l
l 只一下, 1 二 二一一二丁一下万不茸二一

一
一下万下下丁一一下了芍 ! 几U R 一 U

;

\ 口 x 口
y
1 0 O x a o ya

o x o y L I + 。: ) 气l + 。, )
一

’

一
U
: +

U0 )
+

s乙(U
:一

U0
一

U6
+

U4 )
+ s

{
( U

S 一 U 3
一

U0
+ U Z )

+

s己s子(U0
一

U :
一

U ; + U ,
) ]

,

其中
,

s

, 二 △儿怂ya
.
当△

x。 二 △x 。 二 △: 且 △ya
二 △yb 二 △y 时

,

也就是 5
: 二

S
, 二

公式成为

(18)

上述

�
、,.少
.
、、.产

Q

产一

O

..二
,‘

矛r‘、r/、、

(碧)
。 二

(恶)
。

竺二卫哆
f典l2△x ’

\ 刁x
名
/
o

U
S 一

2 U0
+ 仇

一 △xZ

U s 一 U 6
一

U 3 +
U
I

4 △x△y

这些公式就是均匀网格上的标准中心差分格式
.

式(ro )说明
,

对 认
,

的近似
,

巧m 方法和中心差分格式给出的式(20 )是完全相同的
.
式

(ll )则意味着对 认
:
或 vy

,

的离散中
,

巧印方法是中心差分格式在相应网格线上离散的线性

组合
.
例如二维情况下

,

巧FD 方法是三条网格线上中心差分格式的加权平均
.

对于三维情况
,

根据式(12 )至 (14 )知
,

一阶导数和交叉导数离散公式和预期一样
,

是相应

网格线上中心差分格式的线性组合
.
然而

,

方程(13 )除了中心差分格式线性组合项
,

还多出

一项 R
,

该项中所有点都处于
x 二

O 截面上
,

它表示一种侧向效应(函数值的扭曲分布)
.
这一

项在中心差分格式中是不存在的
,

在数值测试中发现这一项的存在可以提高格式的精度
.

2 直角坐标网格上 玲FD 方法的性能分析

2
.
, 导数近似的精度

考虑一个定义在矩形区间 【
x。 一 △x

。 ,
x 。 + △丸 ]

/ 【y。
一 △y

。 ,

y
。 + △y。」内的光滑函数

U(
: ,

户
二

cs
in
Ax co

s
脚

,

采用图 1所示的9点基架点
.
在这 9个点上

,

函数值精确给出
,

点0

导数值采用上述方法计算
.
参数的选取为 C 二

0

.
2

, x 。 二
0
.
5

,

y
。 二

1
.
2

,

△x
。 二

0
.

12
,

△y
。 二

0

.

14

,

A
二

1
.

2
,

B
二

2
.
1
.

在两个不同尺度的网格上(△
,
和如

二 △l/2 )分别采用巧印方法和

裹 1 均匀网格上一点处导数近似计算结果

认 认 Ux
:

认
,

U,
、

精确值
一
0
.
16 1 0 3()

一
0
.
1 3 8 1

(X)
0
.
1 3 2 么】)

一
0
.

24 2 2 3 2 0
.
创又 肋2

R e(△
一
)

一
0
.
1印 474

一
0
.
1 36 1 1 9 0

.
1 3 1 97 2

一
0
.
2 3 7 9 3 3 0

.

4()
l 95 5

R
c(
△2)

一
0
.
1印 89 1

一
0
.
1 37 印3 0

.
132 144

一
0
.

24 曰52 0川又 136

E以△1) 0. 《兀幻5 55 95 0. 00 1 9 8() 叨 0. 砚刀)刀7 84 0
.
仪岭2翎 88 0

.
侧)2 侧)7 37

E
c(
△2 ) O J又刃 139 以 O J】】)月% 72 0. 1洲】)仍5 54 0. 田1079 34 0

.
侧刃 725 81

阶数 1
.
奥心42 1

.
卯5 67 2

.
036 匆 1

.
卯3 82 2

.
田2 伪

R L(△
:
)

一
0
.
1 5 5 8

84
一
0
.
1 3 5 1即 0

.
1加 ,价 一

0

.

23 7 9 3 3 0
.
创】) 2如

R L(△
2
)

一
0
.
1 5 9 7

34
一
0
.
1 3 7 36 5 0

.
13 1 5 7 3

一
0
.

24
1 152 0

·

叨3 716

E L(△
,
)

0
.

田5 146 32 0工旧2 92 0 1 1 0
.
《加反月兜叨 0

·

仪阵 29 8 88 0
.
《义片 57 1 5 3

E
L
(△
2
) 0. 田1 29 5 86 0. 仪洲) 7 34 52 0. 川〕6汤 74 0

.
田1 07 9 57 。

·

oo 曰46 工

阶数 1
.
989 63 1

.
卯曰4 1

.
卯188 1

.
卯3 50 卜望拓 05

一
.
一
~~-~~.

一
一
-..一

-

.

-

中心差分格式计算一阶导数和二阶导数
,

并和精确值比较
,

结果如表 1所示
.
两个网格上的结



蔡 庆 东

果可以给出格式的精度阶数
.
下标 C 表示中心差分格式

,

下标 L表示 巧印 方法
,

R
C

(
△.)表

示网格△, 二
( △
x。 ,

△儿)上的计算结果
,

E
C

(
△:)表示网格△, 上计算结果的绝对误差

.
于是

,

解的精度阶数就是 fo 歇( E C (△,
) /(

E C
( 如)) )

.
从表 1可以看出

,

巧FD 方法在精度阶数上几乎

和中心差分格式完全一致
.

衰 2 非均匀网格上一点处导数近似计算结果

认 认 认
:

认
,

认
,

梢确值
一
0

.
l 6 l 0 3()

一
0
.
1 3 8 1田 0

.
132 么1) 一

0
.

242

2 3 2 0 川抖 862

R e(△
一
)

一
0
.
1印749

一
0

.
1 3 7 25 8 0

.
1 27 3卯 一

0
.
2
40

3
34 0

.

3 85 6 8 6

R
c(
△2)

一
0

.
1印 9印

一
0

.
1 37

895

0
.
1
29

844

一
0. 24

1

768

0
.

3 95 80
1

E
e
(
△一

) 0

.

《拭幻28 1 45 0
.
川刃

842
11 0

.
以辫即 53 0.(X) 1897 20 0.019 175 77

Ec(△2) 0. 仪旧m 0 05
·

0. (
侧】)2以 盯 0. (X) 2 355 56 0. 侧X)

463
5 5 0. J 月伪128

阶数 2. 仪巧 43 2. 03 8 63 1
.

叨 72 2. 03 3的 1
.
田1 50

R I(△
一
)

一
0

.
15 9 伙l

一
0

.

1 3 7 一49 0
.
128 5 57

一
0

.

279 884
0

.

3 7 8 3肠

R L(△2)
一
0

.
1印 522

一
0

.
1 37

870

0
.
l
3()

7 l9
一
0
.

26
一85 3 0

.
3 92 23 5

E
L
(△1) 0. 田l姗72 0.期 95 105 0.哪 M3 18 0. 03 7 65 243 0. 02 6描 65

EL(△2) 0. 以刃翎 28 0. 《X刃 23() 的 0. 田148 1 03 0. 01 9 62 1 25 0. 01 2
627 30

阶数 1.肠8 15 2
.
以7 33 1

.
四吕印 0

.
9喇) 33 1

.
肠, 57

衰 3 三雄均匀网格上中心趁分和 比FD 方法的结果

认 认 认 认
:

认
,

认
:

认
:

Uz
:

认
,

精确值
一
0. 0 56 67 5

一
0

.

12 1 2 6 2
一
0. 峨洲4奶 0. 佣8 2肠 0. 佣8 2肠 0. 哪 2肠

一
0

.

伪1 71 9
一
0. 砚8 翻6 一

0. 峨刃口
862

R
e
(△

一
)

一
0

.

0 56 5 8 1
一
0
.
1邓 456

一
0
.

州 798 0
.
姗 193 0.脚 973 0

.
呢8 142 一

0
.

肠1 135
一
0
.

姗 717
一
0
.

(y77

2 1 5

R
c(
△2)

一
0. 0 56 65 2

一
0

.

12 1 (洲】一 0. 砚月4 89 3 0
.
(期 248 0. 佣8 193 0

.
朋8 23 5 一

0

.

伪1 57 2
一
0
.

0 2 8 8 14
一
0. 0 7 7 7

(X)

E
c(
△
1) 0. 《X幻压岭 0. 《洲】)即 0.仪】) l汤 住 (兀盯074 0. (IX) 之抖 0. 《】】) 124 0. 仪X) 58 3 O J众) 129 0. 峨】】)翻7

E c( △
2) 0. (洲】)砚4 0. 仪洲)职 0.0以】03 2 0. 侧】) 01 8 0. 《兀0

074
0. 0以) 03 1 0. 溯 146 0. (XX) 03 2 0.仪又】162

阶数 1
.
9卯 礴男 1

.
卯7 836 1

.
9望)(阳6 1

.
望刃 63 9 1

.
卯8 557 1注刹刃 3叨 1

.
粥巧伪5 1

.
卯吕伪2 1

.
粥巧 71 8

R L (△l)
一
0. 05

5 51 5
一
0

.
1 19 3

79
一
0. 峨丫冲0 56 0

.

087
570 0

.
佣7 闷刁6 0

.

翻踢
一
0
.
《习) 93 2 一

0
.

姗 335
一
0. 07 6 7 即

R L( △
2
)

一
0. 0 56 3 83

一
0

.
1加789

一
0

.

州溉 0.088 的1 0. 哪 肠1 0. 哪 叨
一
0. 伪152 1

一
0. 姗 718

一
0. 07

7 卿
EL(△l) 0

.
田1 1印 0. 田1 88 3 0

.
川刃 8困 0

.
《X刃困7 0. 仪川) 8加 0. 仪旧97 1 0. 峨X】) 7 87 0. 《】X) 51 1 0. 00 1佣l

E L(△2) 0. 《X旧 292 0. 《饭刃盯3 0. 《X找】21 8 0. 砚XX 】17 5 0. (X 刃 么万 0. 0以)244 0. 《XX】197 0. 仪旧 128 0. 峨拟)27 1

阶数 1
.
势1 61 5 1

.
卯2 驯)2 1

.
卯2 172 1

.
卯3 107 1

.
卯5 湘8 1澳娜(嫩】 1岌科 188 1

.
卯3 1兑 1

.
卯3 792

表 1的计算采用的是均匀网格
,

即△
x 。 = △x。

,

△ya
二 △yb

,

因此一阶导数和二阶导数都具

有二阶精度
.

表 2 给出了非均匀网格上的计算结果
,

取 q
= △x。怂

x。 二
0
.
5

,

q

= △儿/△ya
= 0
.
4. 一

阶导数仍然具有二阶精度
,

但二阶导数的计算仅具有一阶精度
,

和 巧FD 方法的预期是一致的
.

在前面已经知道
,

二维直角坐标网格上的 巧FD 方法对一阶导数和二阶导数的近似公式

就是几条不同网格线上中
』

心差分格式的线性组合
.
对于三维情况

,

由式(13) 知
,

除了线性组

合项
,

还有一个额外的 R 项
.
在图 2所示的网格上

,

可以把 巧印方法和中心差分格式做一对

比
.
表3 给出了计算结果的对比

,

所使用的函数是 U(
二 ,

y

,
:

)

二
cs inx co

s
”in
: ,

其中 C
二

0

.

2
.

参考点 。是(
:。,

y
。

,
: 。
)

二
( 1

.
0

,

2

.

2

,

1

.

1
)

,

网格尺度 △: = (△
二 ,

△,
,

△: )
二

( 0

.

1
,

0

.

2

,
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0
.
13 )
.
表3 中还给出了网格△:

二 △,
/2 上的计算结果以及精度阶数

.
从表 3看出

,

比即 的精

度阶数和中心差分格式几乎完全一样
,

在均匀网格上
,

一阶导数和二阶导数的近似都具有二阶

精度
.

衰4 三维非均匀网格上中心差分和比FD 方法的结果

认 队 认 认
:

铸
,

认
:

队
:

认
:

认
,

精确值
一
O 刀肠 67 5

一
0

.

12 1 26 2
一
0

.

川阵兜5 0
.
佣8 2肠 O J掩旧2肠 0. 朋8 2肠

一
0. 伪1719

一
0

.

工8 846 一
0
.

m 7 86 2

R
c(
△l)

一
0
.
0 56 5 势

一
0
.
1
20 77 1

一
0

.
《训阵脚 0.佣7

827
0
.
仪抖 81 8 0. 朋7 20 1

一
0

.

肠1379
一
0

.

02 8 7 65
一
0

.

07
7
44
2

R
c(
△2)

一
0
.

仍6 656
一
0
.

12 1 1
40

一
0

.

叫4 吠为 0
.
08 8 肠2 0. 砚筋 5钻 0

.
佣7 756 一

0

.

肠 ! 634
一
0
.

砚8 826
一
o

.

m 7 75 7

E
C
(
△
1) 0

.
仪刃价6 0. 《XX ) 49 1 0

.
仪幻伪5 0

.
《X 旧43 9 0. (艾日朝吕 0. 伪l(撼巧 0

.
《又刃 33 9 0

.
(兀旧佣1 0

.
《又l) 4 20

E e (么
2
) 0

.
以】) 0 19 0

.
(】l) 122 0

.
仪义)0 16 0 」】刃 2以 0

.
(X) 1 67 2 0

.
侧刃 510 0

.
《义刃 (犯4 0

.
(扣幻工0 0

.
《众) !以

阶数 2
.
印5 129 Z J】犯 73 8 2

.
工1 80 4 1

.
1以 325 1

.
以4 印, 1

.
伪3 388 2

.
0 11 0 12 2

.
0 13 0 11 2

.
侧万 74 5

Rl ( △l)
一
0
.
0 56 侧刀 一

0
.
1
20

1 34
一
0
.
《只阵41 3 0

.
(兀巧527 0. 佣4 2卯 0. 佣6 35 5 一

0
.

伪7 494 一
0
.
0 30 的1

一
0 0 叹】225

R
L
(△
2
)

一
0. 0 56 引巧 一

0
.
1
20

9 8()
一
0
.
(洲4 797 0

.
佣7 53 1 0. 《姐巧闷佣 0

.
田7 44 3

一
0
.
《笼闷75 3

一
0
.

皿9 53 3 一
0 刀79 24 9

E l(△
.
) O J I刃 肠7 0

.
(X) 1 128 0

.
(l刃 5 12 0

.
(X) 1 7 3 9 0

.
加3 肠7 0

.
(X) 1 9 11 0

.
印5 77 5 0

.
(X) 1 155 0

.
仪理 36 3

E
L
(△2) 0

.
(班刃 l印 0

.
〕刃 28 2 0

.
(川洲) 12 5 0

.
(X刃 7 3 5 0 (X) 1 85 8 0

.
仪幻

823
0 田3 03 5 0

,

(以)68 8 0 (X) 一3 88

阶数 1
.
呢3 154 2」】刃 87 2 1

.
望月 08 5 1

.
加2 439 1

.
仿峙 0哭 1

.
21 5 1呢 0

.
兑8 引)2 0

.
748 3 38 0 刀胡 加l

表 4 给出了非均匀网格上的结果
,

和二维情况类似
,

考虑 3 个参数
,

sx

二 △x。/( △
x 。

)

二

0

.
8

,

凡
二 △yb /( △ya )

二
0
.

6
,

凡
二 △zb /( △za )

二
0

.

5 (参考图 1)
.
在非均匀网格上

,

巧印方法

对二阶导数的近似通常只有一阶精度
,

但交叉导数项的中心差分近似在二维(见表 2) 和三维

情况下都具有二阶精度
.

2
.
2 网格尺度比对 P Oi sso

n 方程收敛效果的影响

在 CFD 中 Poi ~
方程很重要

,

不可压缩流中的压力方程
、

流函数方程以及速度势方程都

属于 Po isso
n
方程

.
解 Po isson 方程时

,

最重要的就是对吻lac
e
算子的离散

.
该算子也出现在

Navi er- sto ke
,
方程的粘性项中

.
负吻lace 算子

一
v Z 是一个对称正定的微分算子

.
在离散形

式下
,

系数矩阵所有的非对角元应该是负的
.

采用中心差分格式(19)可以直接对娜Iac
e
算子做离散

.
对于图 1所示的二维基架点

,

对

Po i
~
方程 v ZU 二

f(

: ,

力
,

将给出一个对角占优的线性代数方程组
,

并且对任意的 △: 和

△y
,

每个非对角元都是正的
.
对于 巧印方法(l l)

,

我们有

通( v
Zv )

。 二
( u

, + v 3 + v 6 +
U8 )

+ 召( U2
+ v 7)

+ c ( U4
+
U5 )

一
6 U0

,

(
2 1

)

其中

A 二
5 △xZ△下2

△xZ + △尹
’ B

=
C

二
3 △)2 一 2 △x Z

△x Z + △尹
’

如果我们要求 B > 0和 C > 0,

3△x Z 一 2 △下2

△x Z + △了2

即

或者 0
.
516 5 、

钾
< 1.2料 : ,

Q y

此时
,

方程 (21) 是对角占优的和正定的
.

匀的网格
,

方程(21 )的系数才是正的
.

在区域[0
,

l
]

x

[
O

,

l
j 上求解如下的

式(22 )是对网格尺度非常苛刻的条件
,

(
2 2

)

只有对接近均

3一2
<

X一V廿△一△
<

2一3

巧i
~
方程

:

V ZU = 二 一
2铲
sin(

二 :
)
。i
n
(
二y )

,

(
2 3

)

�
Jl,白�1一丫护,‘一卜

.

于一刁
+

�.一劣,‘�l一
。

澎一」
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采用 Diri
em et边界条件

,

精确解是 U (
x ,

犷)
二 s

i
n
(
: 万

)
s i
n
(
二 , )

.
采用 5套不同的网格计算

,

网

格比△
: /△y 不同

,

以测试网格比对收敛效果的影响
,

这些网格的节点数目都非常接近
.

计算程序采用的是双精度变量
,

代数方程组采用 Jac ob i点迭代法求解
,

收敛误差为 。 二

10
一’“

.

对每个网格
,

为了得到精度阶数
,

还使用了一个更密的网格(△:
二 △,

/2 )

.

表5列出了

网格尺度
、

网格比
、

迭代步数以及如下定义的平均绝对误差
:

E (△)
二

壳艺
, U

}
n
, 一

U
}

·,

其中
,

N 是节点总数
,

叫n) 是点i处的数值结果
,

班
e, 是精确解

.
上述定义的误差可以对精度

阶数给出非常稳定的估计值
,

表5的最后 1列给出了精度阶数
.

衰 5 采用中心差分格式(上)和比FD 方法(下)离散
.

用妇以力i迭代法在 5 套网格上的收效情况对比

网格尺度(△
.
) △x/△y

1
.
仪幻 0

1
.
佣3 3

1
.
127 7

1
.
四5 5

1
.
铭, 8

1
.
0田)O

1
.
渭3 3

1
.
127 7

1
.
四5 5

1
.
487 8

迭代次数(△
:
) E (△

一
) 迭代次数(△

2
) E (△

2
)

网格 1

网格 2

网格3

网格4

网格5

网格 l

网格2

网格 3

网格4

网格 5

50 X 50 8 酬沁 0
.
133 3 E 一

m 3 1 2 2 7 0
.
3 32 S E

一
以

48
X 52 8 519 0

.
133 9 E 一

03
3 1 2 7 4 0

.
3 34 ! E

一
以

47
x 53 8 534 0

.
134 7 E 一 03 3 1 3 3 2 0

.
3 36 ! E

一
以

44
x 57 8 80 2 0

.
137 3 E 一 0 3 3 2 3() 7 0

.
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我们还是利用 Po i~
方程做测试

,

测试三维情况下网格比的影响
.
精确解为 U(

: ,

y

,
:

)

二 ;
in (。 )s in (二y ) si

n
(
: :

)

,

计算区域为单位立方体
.
采用5套不同的网格

,

表 7中列出了网格

尺度和网格尺度比 (cx
,

q )

,

在图6 中也标记了这些点(仅显示了前4 个点
,

第 5 个点己经出

了显示区)
.
这 5套网格中的网格节点数目几乎是相同的(误差小于 1% )

.
表7所给出的特性

和二维情况是一致的
,

当网格比增大时
,

需要更多的迭代步数
,

且中心差分格式的误差增加
.

烧FD 方法所需要迭代步数少
,

精度阶数和网格尺度比没有明显的依赖关系
.
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3 网格比对 Poi SSOn方程数值稳定性的影响

考虑线性方程组 Ax
二

b
,

其中
,

A 是系数矩阵
,

x 和b 是N 维向量
.
采用迭代法解这个方

程组时
,

迭代过程可以写为 xn
‘’ 二

Mx

“
+

f

.

迭代法的收敛性质是由迭代矩阵 M 的谱半径

可M )决定的
.
通常可M )和网格尺度和网格比都有关

.
这里

,

矩阵 A 是用 巧FD 方法离散

二维 Po isson 方程得到离散方程的系数矩阵
.
图 7 给出的两个不同网格比下

,

采用传统中心差

分格式离散得到系数矩阵的谱半径分布
.
显然

,

对于中心差分格式
,

网格比 △
:/ △y 对谱半径

分布基本没有影响
.

对于 巧即 方法
,

如图 8 所示
,

对于 △: /△y 感 丫厄乃 二 1
.
2 24 7 的情况

,

谱半径几乎和网格
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