
应用数学和力学
,

第 24 卷 第 l 期(

A PPlie d M a th e

mat
ie s a n d M e e洲

I la n l

年 l 月 )

C S

应用数学 和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

文章编号
: 10以)拙87( 2(X 抖)01

·

oo 巧-O7

压电弹性动力学中第二类 V ol ter ra 积分

方程的数值解法
‘

丁皓江
, ,

王惠明
’ ,

陈伟球
,

(1
.

浙江大学 建工学院 土木系
,

杭州 31 0(J 2 7 ;

2
.

浙江大学 机械与能源学院 力学系
,

杭州 31 00 27 )

(我刊编 委丁皓江来稿 )

摘要
:
对于径向变形的压电空心圆柱和空心球弹性动力学问题

,

丁皓江等最近 的研究表明
,

可 以

将它转变为关于一个时 间函数的第二类 v oll
e

lra 积分方程
,

使求解工作得到极大的简化
,

又使探索

第二类 v olt
e rr 。
积分方程的快速而又高精度的数值解法成为一个关键

.

采用插值逼近 方法
,

成功

地导 出了两个新型 的递推公式
,

不仅计算速度快
,

且在较大时间步长时仍具有足够的精度
,

有着广

泛的应用价值
.
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引 言

在科学和工程问题 中
,

常常会遇到 v olt
e
rra 积分方程

,

因此它受到众多学者的关注 〔’
一 7 〕

.

对于一些特殊情形
,

可以找到 v olt
e

rra 积分方程的精确解 [6, 7〕
,

更多时候需要用数值方法去求

近似解
,

在这些数值解法中
,

通常都是就一般的核函数而列的
,

这使得在应用时
,

在精度和效率

上不理想
.

在力学的近期文献中
,

Sou ch et 利用第二类 V olt
e

rra 积分方程
,

对具有摩擦的三维刚

体碰撞问题进行了分析[8]
,

他所采用的数值法是求面积法 [z]
,

也是一种通用方法
.

径向变形的

纯弹性空心圆柱和空心球的弹性动力学问题 已有许多研究仁
9 一

川
,

但是压 电空心圆柱和空心球

的弹性动力学问题一直未见到报道
,

最近我们在研究压电空心圆柱和空心球的弹性动力学问

题时
,

成功地将它们转化成如下形式的第二类 vo lte rra 积分方程 〔‘3 一
”〕:

“ ! , = E I D ‘: , ·

客
E Z‘

几
D ‘· ,

·‘
一‘卜

· , d一 (l )

式 中 必(t )是与电势和外载荷有关的时间
t 的已知函数 ; D (t) 是与电位移有关的时间的 t待求

函数 ; 。‘(i = 1
,

2
,

⋯
,

m )与某一特征方程的正根有关
,

一般有无穷多个
,

从小到大依次排列 ; m

表示数值计算时
,

截止到 。 . 的前 m 项 ;而 E , ,

凡
‘(i 二 1

,

2
,

⋯
,

m )
,

均是已知常数
,

其中 凡
‘
与
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。‘有关
.

注意到方程 (1) 的核函数是三角函数
,

而这一核 函数与多项式的乘积能积 出显式
,

本文利

用这性质
,

对时间区间内的 D (t) 进行分段多项式插值
,

写出积分显式后
,

构造递推公式
,

能逐

点逐点地给出数值结果
,

从而快速地得到 D (t) 的一个 良好近似解
.

对于上述问题
,

如果方程 (l) 中的已知函数 价(约 是给定的可导函数
,

则有

‘(君, 二 E l”‘! , ·

客
E Z。‘

几
D ‘· )

一
‘,

一 , d ·

(2 )

式中字母上一点表示对 t 求导数
.

当 t 二 t。 = 0 时
,

由式(l) 和(2) 很容易求得

D (t。) 二 笋(t。)/ E , ,

户(t。) 二 协(t。)/ ￡1 ,

(3
,

4 )

式中 D (t 。) 二 (d 刀(t )/d
t ) } ! 二 t。

和 笋二 (d 献 t) / dt ) } : 二 ‘。
·

下面给出两种递推公式
,

一种采用

线性插值
,

另一种采用 H e

耐
te 插值

.

1 递推公式一

在 区间 〔t]
一 1 ,

引上采用线性插值函数
,

D (r )

式中

笃(t )

=
势(, )D (tj

一 1 ) + 功( , )D (tj ) (, = l
,

2
,

⋯
, n (5 )

二

户价;
,

劝(’) _ t 一
今

一 ,

t] 一 行
一 1

(j = 1
,

2
,

⋯
, n (6 )

将式 (5) 代入式 (l) 得

= ￡I D (tj ) + 艺
: 2‘

艺 [ A , D (‘、
一 , ) + 6 iĵ D (r、)] (7 )

二

几
l

; 、(·’9‘·“‘行一 : )d :

几
:

: 、(·’·‘一“
(人 = 1

,

2⋯ j; j = 1
,

2. 二 n)
.

(8 )
一 : )d : ,

仁勺i]k毋(AB
J
尹厂!lweeses‘11

1

中式

由式 (7)
,

可得到 刀(t,) 的递推公式

, (。) 一

万
: 2 ‘

艺 [ , * 。( : * 一 , ) + 。。。( , * )卜 。(tj
一 1 )万 E Z ‘A、

D( tj)
二

一
一- - - - 止土- - - 上丝‘一

——
一一

- -‘止二
~

一

: , +

乙
: 2 ‘B。

(7 = l
,

2
,

⋯
, n )

,

(9 )

根据式 (3) 计算出 刀 (t 。)后
,

可由式 (9 )依次求得 D (功 (j
二 1

,

2
,

⋯
, 。

递推公式二

在区间上 〔今
一 ; ,

引 上采用 H e
rm ite 二节点三次插值函数

,

D (t ) =

H0j (t )D (勺

H 苟(t )力(tj

H , j D (今)
+

凡
,

力(tj) (j =
, 二

’ , n (10 )
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内
,

式中 力(tj ) = (d D (r )/ d r ) l‘
二

,‘,乙
、、...,产
苦‘

、.

1
了了‘.... .、产‘

l
、

H0j (t ) 二 1 + 2奇十)(
H lj( : )

=
,

.

,
二二兰

-

1 , r ‘曰 )
(ll)

勺 一 tj

Hzj (t )
= (t 一 tj

一 1
)念)

’

H 3) (t ) = (t

一 。)
(汁)

’

(j = l
,

2
,

⋯
,

n)
.

将式(10 )代人式(1 )和式 (2 )得

似 tj)
二 召, D (tj ) +

万 ￡2 ‘艺[ , 。。。(, * 一 , ) + , l , D ‘: 、, +

A Z

沪 (r* 一 1 ) + A 3

沪 (r* )〕
(12 )

价(tj)
= ￡1 力(。)

+

艺
: 2 , ‘

艺 (。
。, 刀(: * 一 1

)
+ 。1 * D (: * ) +

k 二 1

式中 价(tj)
二

B Z

沪 (t、一 : ) +

(d协(t )/ d t ) l: 二

B 3

沪 (“)〕
,

t

和

{
‘l沙

IBI 沙

Hl 、(二 )s in 。‘(t] 一 二 )d 二
,

、飞
万J、‘声尹八J4, .二,.几了‘怪、了r.、

H , * (r )s in 。‘(tj -

(l

r )d 二 ,

= 0
,

l
,

2
,

3 ; k = 1
,

2
,

一
,

j ; j = l
,

2
,

⋯
, n )

户气
队
厂
卜

由式 (12)
,

可得到 刀(tj) 和 D (tj) 的递推公式

D (tj)
== fl ja Z百 一

几]a 12)

a 1 1严22) 一 a 一

ZJa
Zlj

,

川 tj)
二 f2 严1 :j 一 fl ]a 2 1 )

a 2 2严22) 一 a lZ严Z lj
(j

二 1
,

2
,

⋯
, 。

)

式中
.

艺间: , +

艺
: 2沐, 、

, a l: =
E Z滩3访

艺
: 2 , ‘。1。

, a Z、 = : , +

艺 E Z四‘B 3公

止二 l 止二 1

, (。) 一

艺
: 2 ‘

艺〔
、。i]̂ 刀 (, 、一 1 )

+ A ; iĵ D ( , * ) 十 A Z

沪( : * 一 , ) +

孟之 l 去= l

(15 )

A 3

沪 (: *
) ]

一

万
: 2 ‘

[ , 。沪(tj
一 1 ) + A Z

沪(, * 一 1 )」

j一 l

必(tj) 一

艺
: 2叫‘

艺 [ , 。, D (, ‘
一 :

)
十 B : * D (, * ) + B Z

沪 (: 、
一 ,

)
+

k 二

。3

沪 ( , * )z
一

艺
: 2 , ‘

[ B 。。D (tj
一 ,

) + B Z

沪( : * 一 1 ) 1
·

根据式(3 )和 (4 )计算出 D (t。)和 D (t。)后
,

可由式 (14 )依次求得 D (今)和 力(tj) (j = 1
,

2
,

⋯

n )
.
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3 算 例

在算例中
,

我们取 m = 30 及

。 i = { 1
.

4 2 7 8
,

7
.

4 7 9 2
,

14
.

69 3 8
,

2 1
.

9 6 9 9
,

29
.

2 6 0 5
,

36
.

5 5 6 8
,

4 3
.

85 5 9
,

5 1
.

156 6
,

5 8
.

4 5 8 3
,

6 5
.

7 6 0 7
,

7 3
.

0 6 3 5
,

80
.

36 6 7
,

8 7
.

67 0 1
,

94
.

9 73 7
,

10 2
.

27 7 5
,

109
.

5 8 1 4
,

1 16
.

88 5 4
,

12 4
.

189 5
,

13 1
.

4 9 3 6
,

13 8
.

7 9 7 8
,

14 6
.

10 2 1
,

15 3
.

4 0 6 4
,

16 0
.

7 10 7
,

16 8
.

0 15
,

17 5
.

3 19 4
,

18 2
.

62 3 8
,

189
.

9 2 8 3
,

197
.

2 3 2 7
,

2 04
.

5 3 7 2
,

2 1 1
.

84 1 7 } ;

E z 二 一 0
.

6 9 1 6 62 ;

E Z‘ = {0
.

10 4 0
,

0
.

6 0 6 69
,

0
.

00 9 3 64 3
,

0
.

19 7 3 3
,

0
.

004 4 2 6 3
,

0
.

1 17 9 5 9
,

0
.

0 0 2 9 15 9 6
,

0
.

0 84 16 3 6
,

0
.

(X) 2 177 6
,

0
.

0 65 4 2 9 9
,

0
.

0 0 1 73 8 5
,

0
.

0 5 3 5 2
,

0
.

0 0 1 科7 2
,

0
.

0 4 5 2 8
,

0
.

0() l 2 39 6
,

0
.

0 39 2 4
,

0
.

0() 1 0 84 2
,

0
.

0 34 6 2
,

0
.

0 (X) 9 6 3 4 3
,

0
.

0 3 0 9 76
,

0
.

0 0() 8 6 6 9
,

0
.

0 2 8 0 2 5
,

0
.

0 00 7 87 96
,

0
.

0 2 5 5 87
,

0
.

00 0 72 2 2
,

0
.

0 2 3 5 4
,

0
.

(X) 0 6 6 6 6
,

0
.

0 2 1 79 6
,

0
.

00 0 6 18 94
,

0
.

02 0 29 6 }
.

而 沪(t) 则由所给出的 D (l) 理论解代人式 (1 )
,

并完成积分所得出
,

它具有函数级数的形式
.

算例中均采用等间距插值
,

并对采用求面积法 (梯形公式求积分 )[
2 ]

、

递推公式一和递推公式二

计算的数值结果作了比较
.

例 1 理论解 刀(t ) = 10 0
.

0 + 50
.

0 t + 2
.

0 t2 + 0
.

l t 3
.

表 1 步长 么t 二 0
.

1

精精确结果果 求 面积法 (梯形公式求积分 ))) 递推公式一一

数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差

11100
.

000 100
.

仪幻 。 { 0
.

侧x 〕〕 100
.

《X旧旧 0
.

0以〕〕 100
.

〕以) OOO O {X X)))

2220 8
.

888 lll 20 8 80 1 888 + 8 84 2 E 一 666 20 8 8 (X) 000 一 3
.

13 6 E 一 1 333
3333 8 444 ‘93

·

“2 9 5 !
一 7

·

2 66 E 一 222 33 8
,

40 1 999 + 5
.

6 8 1E 一 666 33 8
.

4 (幻 000 + 1
,

37 1 E 一 1 111

4449 3
,

666 3 22 96 5 2

{
一 4

.

5 6 1E 一 222 49 3 印2 111 + 4
.

32 8 E 一 666 49 3 6 00 000 一 5
.

6 6( ) E 一 1222

6667 9
.

222 盯0
.

53 2 2 { 一 4
.

6 13 E _ 222 6 7 9
,

20 2 111 + 3
,

14 5 E 一 666 67 9
.

2 (X) OOO 一 2
.

8 33 E 一 1 222

喇喇洲)
.

000 6 50
,

, 15 6

⋯
一 4

.

2 s2 E 一 222 喇洲〕
.

《洲】2 111 + 2
.

306 E 一 666 生兀旧
.

(X 旧 OOO 一 1
.

6 99 E 一 1 000

888886 2
,

, 85 5

⋯
一 4

·

20 2 E 一 22222222222

表 2 步长 △‘ 二 0 5

时时间间 精确结果果 求面积法 (梯 形公式求积分 ))) 递推公 式一一 递推公式二二

数数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数位结果果 相对误差差

000
.

000

⋯
100

.

。。 100
.

(兀旧旧
⋯

0
.

,,
100

.

(】刃刃 0
.

《X洲))) 100
.

(X洲))) O
,

〕1 )))

1110
.

000 } 900
.

000 6 86
.

86 666 }}} 吠幻
.

0 7222 十 7
.

94 8 E 一 555 侧X )
.

t叉X))) + 5
.

07 4 E 一 1333
2220

.

000

⋯
: 700

.

。。 2 0 59
.

82 111 lll 2 7(X) 1 3 111 + 4
.

8 56 E 一 555 2 700
.

〕以))) + 3
,

14 9 E 一 1 222
3330

.

000

}
。 , 00

.

。。 4 6 12 7 1555
! 一

0 2 3777 6 1(X)
.

16 333 + 2
.

6 74 E 一
555 6 100

.

(兀目目 + 2
.

15 2 E 一 1222

4440
.

000 1 1 7阅
,

000 8 8 57
.

27 333 一 0
.

2 3777 1 1 7 (X) 23 111 十 1
.

97 8 E 一 555 11 700
.

《洲洲))) + 3
.

826 E
一 1 111

5550 000 20 1侧)
.

000 15 2 18
.

5 9 111 { 一 0
.

24444 20 100
.

28 222 + l
,

3 8OE 一 555 20 ! 00
.

(阳CCC + 1
.

826 E 一 1000

}}}}}}}}}
_
。

,

24 33333333333

{{{{{{{{{{{{{{{{{{{

IIIIIIIIIIIIIIIIIII

{{{{{{{{{
一 。

·

24 3
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表 3 步长 △: = 1
.

0

时时间间 精确结果果 求面积法(梯形公式求积分 ))) 递推公式一一 递推公 式二二

数数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差

000
,

000 100
.

000 100
.

(洲刃刃 0
.

0以))) 100
.

以泊泊 0
.

创刀刀 100
‘

《洲刃刃 0
,

以犯犯

2220
.

000 2 7印
.

000 14 6 15
.

5 1222 + 4
.

4 1333 2 7田
.

(洲拓拓 + 2
.

0 8() E 一 666 2 7(X) 侧刘))) + 2
.

6 88 E 一 1333

444D 000 11 7(X) 000 5 8 肠1 82222 + 3
.

96 666 11 699
.

9 7 111 一 2
.

3 37 E 一 666 1 1 700
.

侧X))) 一 4
.

97 0 E 一 1222

印印
.

000 3 1 9( X)
.

000 155 8 96
.

11222 + 3
.

8 8777 3 1 899
.

94 333 一 1
.

89 8 E 一 666 3 1 剑洲)
.

以刃刃 一 3
.

2 97 E 一 1222

888 0
.

000 6 8 1(X)
,

000 3 28 6 84
.

8 3222 + 3
.

82777 68 1(X)
.

0 5 111 + 6
.

88 3 E 一 777 6 8 100
.

侧刃刃 一 3
.

95 6 E 一 1111

11100
.

000 12 5 1(X)
.

000 6〕落8 55
.

83 444 + 3
.

83 555 12 5 的9
.

97 888 一 1
.

8 74 E 一 777 125 100
.

以减】】 + l
。

6 l lE 一 1000

例 2 理论解 刀(t ) = 100
.

0 x e 一 0
·

2 , + 5 0
.

0
.

表 4 步长 △‘ 二 0
,

时时间间 精确结果果 求面积法 (梯形公式求积分))) 递推公式一一 递推公式 二二

数数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差

000
.

000 巧0
.

0以))) 150
.

以减】】 0
.

(X洲))) 150
.

峨众】】 0
.

创X ))) 150
.

侧洲))) O
,

(灯〕〕

222
.

000 1 17
.

0 3222 10 1
.

9 1333 一 1
.

2 89 E 一 111 117
.

0 3 333 + 1
.

05 0 E 一 555 117
.

03 222 一 6
.

8 88 E 一 1 111

444
.

000 94
.

9 3 333 9 1
.

64 111 一 3
.

46 8 E 一 222 94
.

93 333 + 5
.

86 7 E 一 666 94
.

93 333 一 2
.

4 54 E 一 1 111

666 000 8 0 1 1999 7 3
.

0 1777 一 8
.

8 65 E 一 222 50
.

12000
+ 6

.

47 5 E 一 666 80
.

11999 一 5
.

08 4 E 一 1 111

888
.

000 7 0
.

l9())) 7 1
.

9 1222 + 2
.

4 54 E 一 222 7 0
.

18 999 一 2
.

6(为E 一 666 70
.

1卯卯 一 2
.

3 36 E 一 1 111

111 0
.

000 6 3
.

5 3444 63
.

6 5333 + 1
.

8 82 E 一 333 6 3
.

53 333 一 5
.

3今落E 一 666 6 3
.

5 3444 一 1
.

3 54 E 一 1000

表 5 步长 △‘ 二 0
.

5

时时间间 精确结果果 求面积法(梯形公式求积分 ))) 递推公式一一 递推公式二二

数数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差

000
.

000 15 0
.

斌洲洲))) 15 0
.

仪侧))) 0
.

0〕))) 15 0 侧X】】 0
.

以刃刃 15 0
.

(以))) 0
.

《众】】

1110
.

000 63
.

5 3444 5 3
.

1 1000 一 0
.

16444 6 3
.

5 3666 + 3
.

254 E 一 555 63
.

5 3444 + 3
.

17 0 E 一 999

2220
.

000 5 1
.

83 222 4 2
.

3肠肠 一 0
.

18 444 5 1
.

8 4555 + 2
.

5() 5 E 一 444 5 1
.

8 3 222 一 6
.

18 7 E 一 888

3330
.

000 50
.

24 888 3 1
.

18222 一 0
.

3 7 999 50
.

2 4555 一 5
.

2 5 3 E 一 555 5 0
.

24 888 一 1
.

城刃S E 一 888

4440
.

000 50
.

03 666 3 9
.

3 2666 一 0
.

2 1444 50
.

05 111 + 3
.

soo E 一 444 5 0
.

03 666 一 3
,

299 E 一 999

5550
.

000 5 0
.

的555 3 7
.

04 333 一 0
.

2 5 999 50
.

0 2000 十 3
.

O2 8 E 一 444 5 0
.

(X) 555 一 7
.

18 3 E 一 888

表 6 步长 △: 二 1
.

0

时时间间 精确结果果 求面积法 (梯形公式求积分))) 递推公式一一 递推公式二二

数数数数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差 数值结果果 相对误差差

000
.

000 150
.

0叹】】 巧0
.

(洲洲))) 0
.

《拟))) 巧0
.

(拟))) 0
.

《以!!! 150
.

0以))) 0
.

0以)))

2220
.

000 5 1
.

8 3222 一
47 1

.

05 111 一 10
.

08 888 5 1
.

87 666 + 8
.

5 9 lE 一 444 5 1
.

8 3222 + 1
.

2 5 1E 一 666

444D
.

000 50
.

03 444 73 8 5 5222 + 13
.

76 111 50
.

(洲拓拓 一 5
.

44 2 E 一 444 5 0
.

0 3444 一 1
.

6 77 E 一 666

印印
.

000 50
.

(X) 111 1 24 1
.

0 2 333 + 23
.

82())) 49
.

92 999 一 1
.

43 5 E 一 333 50
.

(X) lll 一 8
.

3 92 E 一 777

888 0
.

000 50
.

以X))) 1 53 5
.

6 2 999 + 29
.

7 1333 50
.

0’7 666 + 1
.

slZ E 一 333 50
,

《洲))) + 3
.

66 2 E 一 666

11100
.

000 5 0
.

《X幻幻 一 2 7 3
.

96 333 一 6
.

47 999 50
.

05 666 + 1
.

13 7 E 一 333 50
.

侧X))) 一 3
.

128 E 一 6
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4 结 论

l) 利用对所求函数采用分段插值导出的递推公式来求解这里的卷积型第二类 V olt
e
rra 积

分方程是非常成功的
.

对递推公式一
,

D (t) 二 ro o
.

0 x e 一
0. 2 ‘ 十 50

.

0
,

当时间步长分别为△‘
二

0
.

1
,

0
.

5 和 1
.

0 时
,

数值解与精确解的相对误差分别在 10
一 6 一 10

一5 ,

10
, ” 一 10

一 4 和 10
一 4 一 1亡 3

量级
,

已具有较高的精度
,

而 D (t)
二 100

.

0 + 50
.

0t + 2
.

0t 2 + 0
.

h 3 时的精度还要高
.

对递推

公式二
,

采用相同的步长时
,

其数值解与精确解的相对误差要比采用线性插值函数的结果在精

度上再提高一倍左右
.

可见
,

采用 H e

耐
te 二节点三次插值函数构造出的递推公式给出的数值

结果具有相当高的精度
.

而一般书中所述的求面积法
,

当 △ t 二 0
.

1 时
,

数值解与精确解 的相

对误差在 10-- 2 一 10
一‘ ,

其数值结果勉强可用
,

而当△ t 二 0
.

5 和 △t = 0
.

1时
,

其相对误差急剧增

大
,

要取得较满意的结果
,

必须采用小的时间步长进行计算
.

一般来说
,

对于理论性 问题
,

可

以计算 价(幼 的导数
,

也就是式(2) 成立 ;而对于那些 笋(t) 是 由实测数据拟合而得时
,

难以确定

其导数
.

这时后者只能利用递推公式一
,

而前者则两种递推公式都能用
.

2) 计算结果还表明
,

对于所有三种步长
,

利用递推公式递推 100 次后的相对误差并未发

生重大变化
,

仍具较高精度
,

这显示出文中递推公式在较大步长的计算中的稳定性和应用价

值
.

3) 当插值函数是多项式时
,

式 (8) 和式 (13) 的积分可显式积出
,

这样有利于提高计算精

度
.
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