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摘要: � 利用古典无穷小算法、等价性变换技巧和有限维抽象李代数的分类理论, 给出了一般拟线

性三阶演化方程在半单和一维至四维可解李代数下不变的群分类�� 证明了只存在 3 个不等价的方

程在三维单李代数下不变, 而且进一步证明在所有半单李代数下不变的不等价方程只有这 3 个�� 另

外, 还证明了存在 2 个、5 个、29个和 26 个不等价的方程, 分别在一维至四维可解李代数下不变��
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引 � �言

数学物理中偏微分方程的群分类是微分方程现代群分析的核心基石之一[ 1-10] ��群分类的

特殊意义在于具体化了李群和李代数这一强有力方法的可能应用: 分析和构造模拟物理过程

并拥有非平凡对称性质的方程的解��并且对于从模拟了自然过程的一类微分方程中挑选出具

有非平凡对称性质的微分方程具有重要的意义��
在微分方程群分类的历史中, 其中最深刻的结果之一是由 Lie 自己给出的, 他给出了二阶

常微分方程的完全群分类[ 11] ��李同时也是第一个提出了偏微分方程的群分类, 即分类了具有

两个自变量的二阶线性偏微分方程[ 12] ��群分类问题的现代叙述是由 Ovsiannikov 于 1959 年在

文献[ 9] 中引进的, 并提出了一个系统的方法( 称之为 Lie-Ovsiannikov 方法) 获得非线性热传导

方程的完全群分类��此后, 微分方程的群分类成为群分析的一个活跃研究领域��直到上世纪

90 年代初的有关这一领域详细研究的综述可参考文献[ 6] ��
本文我们考虑如下形式的一般拟线性三阶演化方程:

� � ut = F( t , x , u, ux , uxx) uxxx + G( t , x , u, ux , uxx) ( 1)

的群分类, 其中, F( t , x , u, ux , uxx ) 和 G( t , x , u, ux , uxx ) 是其相应变量的充分光滑的任意实

值函数, 并且F � 0(以排除上述方程退化为二阶的情形)�� 当Fu = Fu
x
= Fu

xx
= 0和 Gu = Gu

x

= Gu
xx

= 0 时, 方程( 1) 的完全群分类已经由 Winternitz 等给出[ 13] ��最近 G�ng�r, Lahno 和 Zh-

danov 给出了如下最一般的三阶线性演化方程
[ 14]

:
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� � ut = f 1( t , x ) uxxx + f 2( t , x ) uxx + f 3( t , x ) ux + f 4( t , x ) u + f 5( t , x )

的完全群分类; 他们同时利用代数化方法给出了当 F = 1 时方程( 1) 在低维对称群下不变的群

分类��注意方程( 1) 在某些意义下是非常一般的( 1+ 1)-维三阶演化方程��事实上, 任何容许

至少一个不改变空间变量的单参数对称群的具有最一般形式的三阶偏微分方程
[ 15]

� � ut = H ( t , x , u , ux , uxx , uxxx ) , ( 2)

可通过一个非点变换约化为方程( 1) ��因此, 除了一小子类方程它的对称代数是由具有非零系

数的算子 �/ �t 张成的之外, 方程( 1) 的群分类也提供了方程( 2) 的大部分的分类情形��故分类

演化方程( 1) 对了解三阶非线性偏微分方程的对称群性质是非常重要的��
微分方程的群分类问题, 特别是完全群分类, 除了实际平凡的情形, 是非常困难的��事实

上, 大量研究一般群分类的文章要么是不正确的, 要么是不完全的��此外, 还存在许多文献只

给出方程的初步群分类, 其中作者只列出一些具有新对称的情形, 但没有声称完全解决一般的

分类问题
[ 6, 16- 17] ��因此, 寻找简化分类的有效方法本质上等价于给彻底解决微分方程的完全

群分类提供了一种可能性
[ 18] ��

最近, 乌克兰数学家 Zhdanov 和 Lahno 等通过恰当的组合古典无穷小算法, 等价性变换技

巧和低维抽象李代数的分类理论, 提出了求解容许有无穷参数等价群的偏微分方程群分类的

一个有效的代数化方法
[ 15, 19] ��他们已经利用此方法获得了具有两个自变量一般二阶拟线性

热传导方程和非线性波动方程的完全群分类
[ 15, 20-21] ��文献[ 22] 对该方法给出了一个综述并研

究了一般二阶非线性演化方程的群分类��然而, 据我们所知, 目前该代数化方法还没有被应用

于方程( 1) 的群分类研究��因此, 本文是上述代数化方法的一个新的应用��虽然本文的工作严

重的依赖于Zhdanov,Lahno 和 Basarab[ 15, 19]的结果, 但是本文给出的关于方程( 1) 的群分类结果

是全新的��因此, 这将对物理和工程产生明显的应用��
文中的主要结果源于作者博士学位论文的第 6 章, 因此本文涉及的有关详细的计算和证

明可参考文献[ 23] ��在本文发表期间, 作者注意到 Basarab 等的一个相似的工作[ 24] ��

1 �群分类方法

本文所涉及的偏微分方程的群分类方法是李的古典无穷小算法, 等价性变换和有限维抽

象李代数的分类理论的一个组合[ 15] ��对于含有大量任意元且容许有非平凡有限维不变性代

数的偏微分方程的群分类问题能给出一个构造性的解��
实施该算法的一个起点是基于方程( 1) 所容许的无穷小生成子

� � Q = �( t , x , u )� t + �( t , x , u)�x + �( t , x , u )�u

的系数所满足的确定方程组( 简记为DE) 的解 va = ( �a , �a, �a) , a = 1, � , n 张成一个李代数

L�� 因此, 不失一般性我们可用如下( 可能是无穷多的) 偏微分方程组:

� �
DE,

[ Qi , Qj ] = C
k
ijQk

或等价的

� �

DE,

Qi�j - Qj �i = C
k
ij �k ,

Qi�j - Qj �i = C
k
ij �k ,

Qi�j - Qj�i = C
k
ij�k ,

来取代原确定方程组DE; 其中, i , j , k 取值为1, � , n( n � 1是相应李代数的维数) , C
k
ij 是李代
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数 L 的结构常数并且Qa = �a( t , x , u)�t + �a( t , x , u)�x + �a ( t , x , u )�u��
如果我们能够对方程( 1) 所容许的所有可能维数 ( n � 1) 的李代数 L 求解上述超定确定

方程组, 则方程( 1) 的群分类问题可被完全解决��换句话说, 一般拟线性三阶演化方程( 1) 的群

分类问题被约化为关于在所有 n = 1, 2, � , n0下积分超定方程组问题, 其中, n0 是所研究方程

(1) 所容许的李代数的最大维数��因此, 解决( 1) 的群分类问题的方法实际上由如下 3 个步骤

构成( 详细的可参考文献[ 15] ) :

1) 利用无穷小李方法获得生成方程( 1) 的对称群的一阶算子的系数所满足的确定方程组

( 注意对于含有任意函数 F, G 及其导数的那部分确定方程组称为分类方程组) �� 积分确定方

程组中不依赖函数 F , G 的那部分方程可得方程( 1) 在任意函数 F, G 下所容许的最一般形式

的无穷小生成子 �� 本步骤的另一任务是利用无穷小方法或直接法计算方程( 1) 的等价群 ���
� � 2) 构造在第一步所获等价群 �中的变换确定的等价关系下无穷小算子所张成的维数n �

3 的李代数的所有实现��然后把所获实现中的算子代入分类方程组, 挑选出那些是方程( 1) 的

对称代数的实现��
3) 计算上一步所获实现的扩张以获得高维 ( n > 3) 李代数的实现 �� 因为扩张后的对称

代数导致函数 F , G 的任意性降低, 也即此时任意函数将只含有一个变量或变成任意常数��因
此, 可进一步利用Lie-Ovsyannikov 分类方法获得所考虑方程的最大对称群, 从而使得群分类是

完全的��
执行上述步骤所获的结果是一个含有各种不同的形如式( 1) 的方程及其相应的最大李不

变性代数( 对称代数) 的列表��当满足如下条件时, 分类问题被称为是完全的:

1) 所获得的李代数是其相应方程的最大不变性代数;

2) 列表中所有方程关于等价关系 �是互相不等价的, 也即列表中任一方程不能通过等价

群 �的变换转换为列表中的另一方程��
注意, Winternitz 及其合作者曾利用与上述相似的分类思想, 研究了若干非线性偏微分方

程和离散动力系统
[ 13, 25- 29]

的对称群分类��而文献[ 30-31] 则利用同样的思想给出非线性波动

和Schr�dinger 方程的群分类��

2 �确定方程组和等价性变换

算法的第一步是确定方程( 1) 所容许的最一般形式的无穷小生成子及保持其形式不变的等

价群( 其定义下文给出) ��因此, 利用古典无穷小算法[ 8- 9, 32-33] , 寻找如下形式的无穷小生成子:

� � Q = �( t , x , u )� t + �( t , x , u)�x + �( t , x , u )�u , ( 3)

其中, �( t , x , u ) , �( t , x , u) , �( t , x , u) 是定义在空间 V = R
2 � R到 R上的任意光滑实值函

数, ( t , x ) � R
2 为自变量, u = u( t , x ) � R为因变量��

为了利用古典无穷小算法, 我们需要计算无穷小生成子( 3) 的三阶延拓:

� � pr
(3)

Q = Q + �t�u
t
+ �x�u

x
+ �xx�u

xx
+ �xxx�u

xxx
, ( 4)

这里

� �

�t = D t ( �- �ux - �ut ) + �uxt + �utt ,

�x = D x( �- �ux - �u t ) + �uxx + �uxt ,

�
xx

= D
2
x( �- �ux - �u t ) + �uxxx + �uxx t ,

�xxx
= D

3
x( �- �ux - �u t ) + �uxxxx + �uxxx t��

( 5)

算子 D t 和Dx 是关于 t 和 x 的全导数
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� �

Dt =
�
� t

+ u t
�
�u

+ u tt
�
�u

t

+ utx
�
�ux

+ � ,

Dx =
�
�x

+ ux
�
�u

+ u tx
�
�u

t

+ uxx
�
�u

x

+ ���
( 6)

为了求解对称算子的系数, 则需要把延拓对称算子( 4) 作用在方程( 1) 的解流形上, 即

� � pr
(3)

Q( �) | �= 0 = 0, � = u t - F( t , x , u, ux , uxx) uxxx - G( t , x , u, ux , uxx) �� ( 7)

令不变性条件( 7) 的线性独立项的系数为 0, 得一超定线性偏微分方程组, 即确定方程组��求
解此方程组有如下断言:

命题 1�带两个任意( 给定) 函数 F 和G 的一般拟线性三阶演化方程( 1) 的对称群由如下

形式的无穷小生成子生成:

� � Q = �( t )� t + �( t , x , u)�x + �( t , x , u )�u, ( 8)

其中, 实值函数 �( t ) , �( t , x , u) 和 �( x , t , u) 满足分类方程组

� �

( 3�x + 3�uux - �t ) F = �F t + �Fx + �Fu + ( �x + �uux - �x ux + 2�xuux -

� � �uu2
x ) Fu

x
+ ( �xx - �xxux - 2�xuu

2
x + �uuu

2
x - �uuu

3
x -

� � 2�xuxx + �uuxx - 3�uuxuxx ) Fu
xx
,

�t - �tux + ( �u - �t - �uux) G + (- �xxx + �xxxux - 3�xxuux +

� � 3�xxuu
2
x - 3�xuuu

2
x + 3�xuuu

3
x - �uuuu

3
x + �uuuu

4
x - 3�xuuxx + 3�xxuxx +

� � 3�uu
2
xx - 3�uuuxuxx + 9�xuuxuxx + 6�uuu

2
xuxx) F =

� � �G t + �Gx + �Gu + ( �x + �uux - �xux - �uu
2
x ) Gu

x
+ ( �xx + 2�xuux -

� � �xxux - 2�xuu
2
x + �uuu

2
x - �uuu

3
x - 2�xuxx + �uuxx - 3�uuxuxx ) Gu

xx
��

( 9)

下面我们将在所考虑方程的等价群( 简记为 �) 确定的等价关系下进行群分类 �� 一个给

定方程的等价群 �是由(空间 V = R
2 � R中的) 变换

� � �t = T( t , x , u) , �x = X ( t , x , u ) , �u = U( t , x , u) ,
D ( T , X , U)
D ( t , x , u)

� 0 ( 10)

构成的, 它们保持方程( 1) 的形式不变��也即上述类型的变换把方程( 1) 转化为如下具有相同

形式的另一方程:

� � �ut = �F ( �t , �x , �u, �u�x , �u�x�x ) �uxxx + �G (�t , �x , �u , �u�x , �u�x�x ) �� ( 11)

为了确定 �中的变换则需要用直接法��

命题 2�方程( 1) 的最大的等价群 �具有形式

� � �t = T( t ) , �x = X ( t , x , u ) , �u = U( t , x , u) , ( 12)

其中, T t � 0,
D( X , U)
D ( x , u)

� 0��

证明�设式 ( 10) 是一可逆的变量变换, 它把方程( 1) 转换为具有相同形式的另一方程

( 11) , 由式( 10) 计算导数 ux 可得

� � ux =
�u�tT x + �u�xXx - Ux

Uu - �u�tT u - �u�xXu
�� ( 13)

因为方程( 1) 中的函数 F , G 和方程( 11) 的函数 �F , �G 均为其相应变量的任意函数, 所以 ux 必为

� � ux � g( �t , �x , �u, �u�x , �u�x�x ) ,
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其中, g 为其相应变量的某些函数 �� 这意味着方程( 13) 中 Tx = T u = 0�� 因此有

� � T = T ( t ) , T t � 0��
继续利用变量变换( 10) , 因为此时 T = T( t ) , 所以有如下关系:

� �

u t � �u�tT t ( Uu - �u�xXu )
- 1

+ �1( �t , �x , �u, �u�x ) ,

uxx � �u�x�x�2( �t , �x , �u , �u�x) + �3( �t , �x , �u , �u�x ) ,

uxxx � �u�x�x�x�4( �t , �x , �u , �u�x , �u�x�x ) + �5( �t , �x , �u, �u�x , �u�x�x) ,

( 14)

其中, �1, �2, �4 X 0, H3, H5 为 T, X , U 及其相关导数的某些函数 1 把式( 14) 中的 u t , uxx , uxxx

代入方程( 1) , 则得方程( 11) 1 命题证毕1 

注意利用李的古典无穷小算法同样可获得等价群( 12) 1 这个事实只需通过直接的计算即

可获得1 因为方程( 1) 所容许的最一般形式的无穷小生成子( 8) 和等价群( 12) 与文献[ 15] 中的

二阶拟线性热传导方程所容许的最一般形式的无穷小生成子和等价群具有相同的形式, 因此

我们可利用等价性变换( 12) 把向量场 Q 转化为类似文献 [ 15] ( 参见文献[ 15] 的 ( 3. 10) 和

( 3111) 式) 中的典范形式1 

命题 3 无穷小生成子( 8) 在具有形式( 12) 的点变换下等价于如下算子之一:

  Q = 5 t , Q = 5x 1 ( 15)

注 1  从命题 2 可以看出, 本文只考虑了在点变换下方程的群分类, 事实上我们还可以考虑在切触变

换[1-2]下方程的群分类, 有关研究结果将在随后的工作中发表1 

3  半单李代数下不变方程的群分类

为了研究一般拟线性三阶演化方程( 1) 的群分类, 由Lev-i Mal. cev 定理
[ 15]

, 我们需要考虑

半单, 可解, 半单和可解的半直和对称代数的情形1 本小节分析半单对称代数的情形1 由嘉当

定理知, 半单李代数总可分解成单李代数的直和, 因此我们从最低维的单李代数 sl( 2, R) 和

so( 3) 开始1 

定理 1 不存在方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的不变性代数 so( 3) 的实现1 

证明  首先研究代数 so( 3) 在等价群( 12) 下由算子( 8) 张成的实现1 李代数 so( 3) = 3Q1,

Q2, Q34 的交换关系定义如下:

  [ Q1, Q2] = Q3, [ Q1, Q3] = - Q2, [ Q2, Q3] = Q11 ( 16)

利用命题 3, 我们可取代数 so( 3) 的一个基元( 如 Q1) 为典范形式5 t 或 5x1 

设 Q1 = 5 t , Q2, Q3 具有式( 8) 的形式1 由式( 16) 的前两个交换关系有

  Q2 = Kcos t5 t + [ bcos t + Bsint ] 5x + [ ccos t + Csin t ]5 u,

  Q3 = - Ksint5 t + [- bsint + Bcos t ]5x + [- csint + Ccos t ]5u ,

其中, K I R为常数, b = b ( x , u) , c = c( x , u) , B= B( x , u) , C = C( x , u ) 是任意的光滑函

数 1 然后, 利用第 3 个交换关系, 可得 K2
= - 1, 因此 K 不存在 1 故当算子 Q1 等价于5 t 时,

不存在代数 so( 3) 的实现1 

现在考虑 Q1 = 5x 的情形1 类似上述相似的分析, 可得代数 so( 3) 关于算子( 8) 的如下实

现:

  so( 3) = 35x , tanu sinx5x + cosx5 u, tan ucosx5x - sinx5u4 ,

然而, 把上述实现的算子的系数代入分类方程组( 9) 得 F = 01 这和我们先前的假设 F X 0矛
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盾1 因此, 不存在方程( 1) 所容许的代数 so( 3) 的实现1 定理证毕1 

定理 2 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的不变性代数 sl( 2, R ) 的 3 个不等价

实现为

  sl1( 2, R ) = 32t5 t + x5x , - t
2
5 t - tx5x + x

2
5 u , 5 t4 , ( 17)

  sl2( 2, R ) = 32t5 t + x5x , - t
2
5 t + x ( x

2
- t)5x , 5 t 4 , ( 18)

  sl
3
( 2, R ) = 32x5x - u5u, - x

2
5 x + xu5 u, 5x4 1 ( 19)

相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 1给出1 

表 1 不变量方程的函数 F, G

sl( 2, R )  F         G

sl1( 2, R) �F ( X, W) x x- 2[ �G ( X, W) + xuux - u 2] ,   X = xux - 2u , W= x 2uxx - 2u

sl2( 2, R) x- 3u- 4
x �F ( u , W) 4x- 5u- 4

x [ ( 36xuxx + 60ux) �F ( u, W) - x4u 5
x + 4x2 u3

x�G ( u, W) ]

W= x- 1u- 2
x ( xuxx + 3ux)

sl3( 2, R) u- 6
�F ( t ) u- 8[ (- 9uuxuxx + 12u 3

x) �F ( t ) + u9
�G ( t , W) ] ,   W= u- 6( uuxx - 2u 2

x)

如果 �F , �G 是任意的, 那么代数 sl( 2, R) 的上述实现分别是相应方程( 1) 的最大不变性代数1 

证明  李代数 sl( 2, R) = 3Q1, Q2, Q34 的交换关系定义为

  [ Q1, Q2] = 2Q2, [ Q1, Q3] = - 2Q3, [ Q2, Q3] = Q11 ( 20)

由命题3, 可选择算子 Q3 为 5 t 或5x 1 

令 Q3 = 5 t 1 代入式( 20) 中第 2个交换关系, 则可得算子 Q1 在等价群 E下为2t5 t 或2t5 t

+ x5x 1 

如果 Q1 = 2t5 t , 那么由剩下的交换关系可得 Q2 = - t
2
5 t , 因此有实现32t5 t , - t

2
5 t , 5 t4 1 

然而容许有此实现的方程( 1) 要求 F = 01 这和先前的假设 F X 0 矛盾1 因此不存在上述实

现的相应的不变量方程( 1) 1 

若 Q1 = 2t5 t + x5x , 则在等价群 E下可得代数 sl( 2, R ) 的实现32t5 t+ x5x , - t
2
5 t- tx5x ,

5 t 4 和实现( 17) 及( 18) 1 把这些实现中算子的系数代入分类方程组( 9) , 可知没有形如式( 1) 的

方程容许第一个实现1 因此只剩实现( 17) 和( 18) 1 此时, 关于实现( 17) 和( 18) 不变的最一般

形式的方程( 1) 由表 1的前两个成员给出1 

以下考虑 Q3 = 5x 的情形 1 利用交换关系( 20) 可得代数 sl( 2, R ) 关于算子( 8) 的所有不

等价的实现为32x5x , - x
2
5 x , 5x4 , 32x5x - u5u , ( u

- 4
- x

2
) 5x + xu5 u, 5x4 , 32x5x - u5u, - ( u

- 4

+ x
2
) 5x + xu5u , 5x4 和式( 19) 1 把这些实现中算子的系数代入分类方程组( 9) 可知前面 3 个实

现不是方程( 1) 所容许的不变性代数1 剩下的实现( 19) 是方程( 1) 的不变性代数, 此时函数 F ,

G 由表 1的第 3个成员给出1 

易知实现( 17) ~ ( 19) 所容许的不变量方程包含有任意函数1 如果不对这些函数作附加的

约束, 则利用李的无穷小算法易证代数 sl( 2, R ) 的实现( 17) ~ ( 19) 是相应不变量方程的最大

不变性代数1 定理得证1 

定理 3 定理 2 中代数 sl( 2, R) 的实现穷尽了方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成

的所有可能的半单李代数的实现1 

证明  最低维的单李代数之间有如下同构:

  su( 2) ~ so( 3) ~ sp( 1) , sl( 2, R) ~ su( 1, 1) ~ so( 2, 1) ~ sp( 1, R ) 1 

因此定理 1, 2 中的实现穷尽了方程( 1) 所容许的所有可能的三维单李代数的实现1 
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下一个容许的单李代数的维数是六维的1 共有 4 种不同的实数域上的六维单李代数, 即

so( 4) , so( 3, 1) , so( 2, 2) , 和 so* ( 4) 1 因为 so( 4) = so( 3) ©so( 3) , so* ( 4) = so ( 3) ©sl( 2, R) 和代

数 so( 3, 1) 都包含 so( 3) 为一子代数, 故由定理 1 可知不存在由算子( 8) 张成这些代数的实现1 

因此, 六维的半单代数 so( 2, 2) 是唯一可能的方程( 1) 所容许的不变性代数1 

为了研究代数 so( 2, 2) 的实现, 则要利用事实 so( 2, 2) ~ sl( 2, R) ©sl( 2, R) 1 因此可选择基

元使 so( 2, 2) = 3 Qi , K i | i = 1, 2, 34, 其中3Q1, Q2, Q34 = sl( 2, R) , 3K 1, K 2, K 34 = sl( 2, R) ,

[ Q i , K j ] = 0, i , j = 1, 2, 31 现在取 Q1, Q2, Q3 为代数 sl( 2, R) 的实现( 17) ~ ( 19) 中的相应的

基算子1 然而, 通过进一步的分析, 这些实现不能扩张为方程( 1) 所容许的对称代数 so( 2, 2) 的

实现1 

因此, 不存在方程( 1) 所容许的由算子( 8) 张成的六维单李代数的实现1 这个断言对下一

类所容许的单李代数, 即八维单李代数 ( sl( 3, R ) , su( 3) , su( 2, 1) ) 同样成立1 

又因为代数 su* ( 4) ~ so( 5, 1) 和 so( 5, 1) 都包含 so( 4) , 因此我们断言除了定理 2 给出的实

现外, 代数 A n- 1( n > 1) 没有由算子( 8) 张成的实现, 使得它是方程( 1) 的对称代数1 

单李代数 Dn ( n > 1) 同样没有相应的实现, 这是因为这一类的最低维的代数( so( 4) , so( 2,

2) , so* ( 4) ) 都没有在算子( 8) 下的实现, 使得它是方程( 1) 的对称代数1 

同理, 可断言实现( 17) ~ ( 19) 穷尽了单李代数 Bn ( n > 1) 和Cn ( n \ 1) 的所有可能的实现1 

事实上, 当取 n的最小可能值, 即 n = 2时, 我们可知代数Bn 含有与 so( 4) , so( 1, 3) 同构的子代

数1 相同的结论对单李代数 Cn ( n \ 1) 同样成立, 这是因为由关系

  sp( 2, R ) ~ so( 3, 2) , sp( 1, 1) ~ so( 4, 1) , sp( 2) ~ so( 5)

以及代数 so( 3, 2) , so( 4, 1) 都包含子代数 so( 3, 1) 和代数 so( 5) 包含子代数 so( 4) 即可知1 

为了完备该证明, 则还需考虑例外单李代数 G2, F 4, E 6, E7, E81 以下只考虑前面两个代

数, 剩下的可同样考虑1 

因为李代数 G2含有紧致实形式g2和非紧致实形式g
c
2, 且有g2 H g

c
2 ~ su( 2) ©su(2) ~ so( 4) ,

因此可断言没有方程( 1) 容许的由算子( 8) 张成的代数 G2 实现1 

同样, 因为李代数 F4 含有紧致实形式f 4和两个非紧致实形式 f
c
4 , f

d
4, 且有 f

c
4 H f 4 ~ sp( 3)

© su( 2) , f
d
4H f 4 ~ so( 9) 1 因此可知没有方程( 1) 容许的由算子( 8) 张成的代数 F 4 的实现1 

定理得证1 

4  低维可解李代数下不变方程的群分类

下面利用第 2 节中的群分类方法给出方程( 1) 在一至三维可解李代数下不变的代表类1 

我们将在等价群 E 的作用下, 以一个系统的方式来构造由无穷小生成子( 8) 张成的所有可能的

不等价对称代数的实现1 

4. 1  具有一维对称代数的方程

假设对给定的 F 和G , 方程( 1) 在由系数满足约束( 9) 的算子( 8) 生成的一维单参数对称群

下是不变的1 利用命题 3知, 算子( 8) 可约化为典范形式1 把这些典范算子的系数代入分类方

程组, 即可确定出 F 和G , 因此得到相应的不变方程1 

定理 4 方程( 1) 所容许的由算子( 8) 张成的一维可解李代数的两个不等价实现为

  A 1, 1 = 35 t 4 , A 1, 2 = 35x4 1 ( 21)
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其相应的不变方程为

  A 1, 1: u t = F ( x , u, ux , uxx ) uxxx + G( x , u, ux , uxx ) ,

  A 1, 2: u t = F ( t , u, ux , uxx) uxxx + G ( t , u, ux , uxx) 1 

证明  利用命题 3 和 1 即可得定理中的结论1 

4. 2  具有二维对称代数的方程

由文献[ 15, 19] 可知, 对于二维李代数, 存在两个同构类, 即Abel 和非 Abel 代数, 满足如下

交换关系:

  A 2, 1: [ e1, e2] = 0; A 2, 2: [ e1, e2] = e21 ( 22)

因为上述代数都包含 A 1 为一子代数, 因此当研究二维李代数的实现时, 可取其中的一个

基元为5 t 或5x 1 通过详细的分析, 我们有如下结果:

定理 5 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的 Abel 代数 A 2, 1 和非 Abel 代数 A 2, 2

的5 个不等价实现分别为

  A
1
2, 1 = 35 t , 5u4 , A

2
2, 1 = 35x , 5u4 , A

1
2, 2 = 3- t5 t - x5x , 5 t 4 ,

  A
2
2, 2 = 3- t5 t - x5x , 5x4 , A

3
2, 2 = 3- x5x - u5u, 5x4 1 

相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 2给出1 

表 2 不变量方程的函数 F, G

代数 F   G

A 1
2, 1 �F ( x, ux , uxx ) �G ( x, ux , uxx)

A 2
2, 1 �F ( t , ux , uxx) �G ( t , ux , uxx )

A 1
2, 2 x2

�F ( u , xux , x 2uxx) x- 1
�G ( u , xux , x 2uxx)

A 2
2, 2 t 2

�F ( u , tux , t 2uxx ) t- 1
�G ( u , tux , t 2uxx )

A 3
2, 3 u3

�F ( t , ux , uuxx) u�G ( t , ux , uuxx)

如果表2 中 �F , �G 是任意的, 那么代数 A 2, 1 和 A 2, 2 的上述实现分别是相应方程( 1) 的最大不变

性代数1 

证明  首先详细的考虑Abel 代数 A 2, 1 的情形 1 令 e1 = 5 t , e2 为形如式( 8) 的算子1 则由

交换关系( 22) 可知 e2 具有形式

  e2 = N( x , u) 5x + G( x , u)5 u1 ( 23)

因为算子( 23) 可看作作用在关于 x , u 的光滑函数上的非零向量场, 因此可选择 e2 = 5 u, 所以

有实现35 t , 5u4 1 

现在考虑 e1 = 5x 和 e2 为形如式( 8) 的算子的情形1 由交换关系( 22) 可得

  e2 = S( t )5 t + N( t , u) 5x + G( t , u) 5u 1 ( 24)

若 S X 0, 作变量变换

  �t = T( t ) , �x = x + X ( t , u ) , �u = U( t , u) , T t X 0, Uu X 0, ( 25)

其中, T , X , U 满足方程T t = S
- 1

, SX t + xXu + N= 0; SUt + G Uu = 0, Uu X 01 因此可把算子

( 24) 约化为 e2 = 5�t 1 

如果在算子( 24) 中有 S = 0, G X 0, 那么在式( 25) 中取T = t 且取X 和U 分别为方程 GXu

+ N= 0, GUu = 1的解, 则可把算子( 24) 约化为 e2 = 5�u 1 

最后, 考虑剩下的情形, 即在算子( 24) 中有 S = G = 01 则存在形如式( 25) 的变换, 当 Nu

= 0 时, 把算子( 24) 变换为 e2 = �t5�x ; 当 Nu X 0时, 把算子( 24) 变换为 e2 = �u5�x 1 

总结上述分析可断言, 在等价性变换群 E 下, 代数 A 2, 1 存在 4 个不等价的实现: 35 t , 5u4 ,

272 黄  定  江   张  鸿  庆



x , 5 u4 , 35x , t5x4 , 35x , u5x4 1 然而把它们代入分类方程组( 9) 可知第3个实现35x , t5x4 不是

方程( 1) 的不变性代数; 而第 4 个实现对应的不变方程在等价群 E中的变换下是可线性化的,

这与我们先前的假设方程( 1) 是非线性的矛盾1 

因此, 可知代数 A 2, 1有两个不等价的实现, 它是形如式( 1) 的方程的不变性代数, 其相应方

程中的函数 F , G 由表 2 前两行给出1 

同理可得方程( 1) 所容许的抽象的非 Abel 李代数 A 2, 2 的 3个不等价的实现为

  A
1
2, 2 = 3- t5 t - x5x , 5 t4 , A

2
2, 2 = 3- t5 t - x5x , 5x4 , A

3
2, 2 = 3- x5x - u5u, 5x4 1 

与它们相对应的不变方程的函数 F 和G 由表 2 后3 行确定1 

由上述的证明过程易知若函数 F, G 是任意的, 则二维李代数的上述实现是其相应方程的

最大不变性代数1 定理得证1 

4. 3  具有三维对称代数的方程

由文献[ 15, 19] 可知, 为了构造三维可解李代数的实现, 我们应分别考虑可分解和非可分

解代数1 

一个李代数是可分解的, 如果它可写成两个或更多李代数的直和 L = L 1 © L 2 且[ L 1, L 2]

= 01 有两类三维可分解的可解李代数: A 3, 1 = 3A 1 = A 1 © A 1 © A 1 且[ ei , ej ] = 0, i , j = 1,

2, 3; A 3, 2 = 3A 1 = A 2, 2 © A 1 且[ e1, e2] = e2, [ e1, e3] = 0, [ e2, e3] = 01 

显然, 为了构造这些代数在算子( 8) 下的所有可能的不等价实现, 则需要扩张上一小节的

二维代数 A
i
2, 1 = 3 e1, e24 ( i = 1, 2) 的实现为代数 A 3, 1 的实现, 以及 A

i
2, 2 = 3 e1, e24 ( i = 1, 2,

3) 的实现为代数 A 3, 2 的实现1 

在定理 5 的二维代数中增加一个线性独立的具有形式( 8) 的向量场并且把它代入上述交

换关系1 利用等价性变换简化 e3 且保持 e1, e2 不变1 因此, 我们不加证明给出定理 61 ( 注

意还存在若干实现不产生形如式( 1) 的不变量方程)

定理 6 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的三维可分解可解李代数 A 3, i ( i = 1,

2) 的 7 个不等价的实现为

  A
1
3, 1 = 35 t , 5u , 5x4 , A

1
3, 2 = 3- t5 t - x5x , 5 t , 5u4 ,

  A
2
3, 2 = 3- t5 t - u5u , 5 t , xu5u4 , A

3
3, 2 = 3- t5 t - u5u, 5u , t5 t + x5x4 ,

  A
4
3, 2 = 3- t5 t - x5x , 5x , 5u4 , A

5
3, 2 = 3- x5x - u5u , 5 u, 5 t4 ,

  A
6
3, 2 = 3- x5x - u5u , 5u , tx 5x4 1 

相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 3给出1 

表 3 不变量方程的函数 F, G

代数   F   G

A 1
3, 1 �F ( ux , uxx) �G ( ux , uxx)

A 1
3, 2 x2

�F ( xux , x2 uxx) x- 1
�G ( xux , x2 uxx)

A 2
3, 2 u (- x / 2- 1) ( u + 2ux)

x / 2
�F ( x, u- 1uxx ) �G ( t , x , u, ux , uxx)

A 3
3, 2 t- 1x3

�F ( t- 1x 2ux , t- 1x 3uxx) x- 1
�G ( t- 1x 2ux , t- 1x 3uxx)

A 4
3, 2 t 2

�F ( tux , t 2uxx) t- 1
�G ( tux , t 2uxx )

A 5
3, 2 x3

�F ( ux , xuxx ) x�G ( ux , xuxx)

A 6
3, 2 x3

�F ( t , xu- 1
x uxx) t- 1xux [ t�G ( t , xu- 1

x uxx) + ln | ux | ]

表3 中与 A
2
3, 2 对应的函数 �G 满足方程组
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G t = 0, - u�Gu - ux�Gu
x
- uxx�Gu

xx
= 0,

x�G - 3uxx [ u
(- x / 2- 1)

( u + 2ux )
x / 2

�F ( x , u
- 1

uxx) ] -

  xu�Gu - ( u + xux) �Gu
x
- ( 2ux + xuxx) �Gu

xx
= 01 

( 26)

此外, 如果表 3中 �F , �G 是任意的, 那么代数 A 3, 1 和 A 3, 2 的上述实现分别是相应方程( 1) 的最大

不变性代数1 

注 2 从方程组( 26)中, 我们可以解出函数 �G 的显式表达式1 但是由于所获得的表达式过于复杂, 因此

这里采用这种隐式定义的方式来进行表示1 

下面我们讨论非可分解代数, 共有如下 7 类抽象的非同构非可分解的可解李代数:

  A 3, 3: [ e2, e3] = e1;

  A 3, 4: [ e1, e3] = e1, [ e2, e3] = e1 + e2;

  A 3, 5: [ e1, e3] = e1, [ e2, e3] = e2;

  A 3, 6: [ e1, e3] = e1, [ e2, e3] = - e2;

  A 3, 7: [ e1, e3] = e1, [ e2, e3] = qe2   ( 0 < | q | < 1) ;

  A 3, 8: [ e1, e3] = - e2, [ e2, e3] = e1;

  A 3, 9: [ e1, e3] = qe1 - e2, [ e2, e3] = e1 + qe2   ( q > 0) 1 

上述代数都包含二维交换理想 A 2, 1 = 3 e1, e24 1 因而, 可通过添加具有形式( 8) 的算子 e3 来扩

张代数 A 2, 1 的实现到上述代数的实现 1 此外, 还需考虑实现 A
i
2, 1 = 3 e1, e24 ( i = 1, 2) 和�A i

2, 1

= 3 �e1, �e24 ( i = 1, 2) , 其中, �e1 = e2, �e2 = e11 下面以Weyl 代数 A 3, 3 ( 幂零李代数) 为例来进

行说明1 

我们从扩张代数 A
1
2, 1 的实现开始 1 首先, 如果 e1 = 5 t , e2 = 5u , 那么由交换关系[ e2, e3]

= e1 有方程 Nu5 x + Gu5 u = 5 t 成立, 其中 e3为具有形式( 8) 的算子1 因为对 e3 的任意系数 S,

N, G它们并不满足前述方程, 因此这个实现不能扩展到三维可解李代数 1 接下来, 如果 e1 =

5u , e2 = 5 t , 则 e3 = �N( x ) 5x + [ t+ �G( x ) ]5 u1 因此, 在等价群 E下, 代数 A 3, 3 有如下3 个实现:

  35u, 5 t , 5x + t5u4 , 35u , 5 t , t5 u4 , 35u, 5 t , ( t + x ) 5u4 1 

把上述实现代入分类方程组( 9) , 可知第 2个实现不是形如式( 1) 的方程的不变性代数1 

对代数 A
2
2, 1 的实现的扩张, 需考虑两种可能性 1 第 1 种可能性是 e1 = 5x , e2 = 5u , 而第

2 种情形是 e1 = 5u , e2 = 5x 1 然而, 上述实现在变量变换

  �t = t , �x = u , �u = x ( 27)

下可互相转化1 因此不失一般性, 只考虑第 2 种情形1 经过一些必要的计算, 可导出方程( 1)

所容许的代数 A 3, 3 的一个实现: 35u, 5x , 5 t + x5u4 1 

因此, 可断言对于代数 A 3, 3 存在 3 个不等价实现, 它是相应的形如式( 1) 的方程所容许的

不变性代数1 

剩下的非可分解的可解李代数可类似的讨论1 我们有如下形如式( 1) 的方程所容许的不

等价实现1 

定理 7 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的三维非可分解可解李代数 A 3, i ( i =

3, , , 9) 的 22 个不等价的实现为

  A
1
3, 3 = 35u , 5 t , 5x + t5u4 , A

2
3, 3 = 35u, 5x , t5x + x5u4 ,
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A
3
3, 3 = 35u , 5 t , ( t + x )5u4 , A

1
3, 4 = 35u, 5 t , t5 t + x5x + ( t + u)5 u4 ,

  A
2
3, 4 = 35u , 5 t , t5 t + ( t + u)5 u4 , A

3
3, 4 = 35x , 5u , 2t5 t + ( x + u) 5x + u5u4 ,

  A
4
3, 4 = 35x , 5u , ( x + u)5x + u5 u4 , A

1
3, 5 = 35 t , 5u , t5 t + x5x + u5u4 ,

  A
2
3, 5 = 35 t , 5u , t5 t + u5u4 , A

3
3, 5 = 35x , 5u, 2t5 t + x5x + u5u4 ,

  A
1
3, 6 = 35 t , 5u , t5 t + x5x - u5 u4 , A

2
3, 6 = 35 t , 5u , t5 t - u5u4 ,

  A
3
3, 6 = 35x , 5u , t5 t + x5x - u5 u4 , A

4
3, 6 = 35x , 5u , x 5x - u5u4 ,

  A
1
3, 7 = 35u , 5 t , qt5 t + x5x + u5u4   ( q X 0, ? 1) ,

  A
2
3, 7 = 35u , 5 t , qt5 t + u5u4   ( q X 0, ? 1) ,

  A
3
3, 7 = 35x , 5u , t5 t + x5x + qu5u4   ( 0 < | q | < 1) ,

  A
4
3, 7 = 35x , 5u , x 5x + qu5 u4   ( 0 < | q | < 1) ,

  A
1
3, 8 = 35x , 5u , 5 t + u5x - x5u4 , A

2
3, 8 = 35x , 5u , u5x - x5u4 ,

  A
1
3, 9 = 35x , 5u , 5 t + ( u + qx ) 5x + ( qu - x )5u4   ( q > 0) ,

  A
2
3, 9 = 35x , 5u , ( u + qx ) 5x + ( qu - x )5 u4   ( q > 0) ,

表 4 不变量方程的函数 F, G

代数  F     G

A1
3,3 �F ( ux , uxx) x + �G ( ux , uxx)

A2
3,3 �F ( t , uxx) - u 2

x / 2 + �G ( t , uxx)

A3
3,3 �F ( x, uxx) ux + �G ( x , uxx)

A1
3,4 x2

�F ( ux , xuxx ) �G ( ux , xuxx ) + ln | x |

A2
3,4 u- 1

x �F ( x , u- 1
x uxx ) �G ( x , u- 1

x uxx ) + ln | ux |

A3
3,4 8 u- 3

x t�F ( X, W) ( 1/2) u- 4
x [ u 5

xt
- 1/2

�G ( X, W) - 48 tu2
xx�F ( X, W) ] ,

X = - ( 1/2) ln | t | + u- 1
x , W= 8 tu- 3

x uxx

A4
3,4 u- 3

x e3/ u
x�F ( t , W) u- 4

x e1/ u
x [- 3u2

xxe
2/ u

x�F ( t , W) + u 5
x �G ( t , W) ] , W= u- 3

x uxx e1/ u
x

A1
3,5 x2

�F ( ux , xuxx ) �G ( ux , xuxx )

A2
3,5 u- 1

x �F ( x , u- 1
x uxx ) �G ( x , u- 1

x uxx )

A3
3,5 t�F ( ux , tuxx) t- 1/2

�G ( ux , tuxx)

A1
3,6 x2�F ( x 2ux , x 3uxx) x- 2�G ( x 2ux , x 3uxx)

A2
3,6 ux�F ( x , u- 1

x uxx ) u 2
x�G ( x , u- 1

x uxx)

A3
3,6 t 2

�F ( t 2 ux , t 3uxx ) t- 2
�G ( t2 ux , t 3 uxx)

A4
3,6 u- 3/2

x �F ( t , u- 3/2
x uxx) u 1/ 2

x �G ( t , u- 3/ 2
x uxx)

A1
3,7 x3- q

�F ( ux , xuxx) x 1- q
�G ( ux , xuxx ),   q X 0, ? 1

A2
3,7 u- q

x �F ( x, u- 1
x uxx) u 1- q

x �G ( x , u- 1
x uxx) ,   q X 0, ? 1

A3
3,7 t 2

�F ( X, W) tq- 1
�G ( X, W) ,   X = t1- qux , W= t 2- quxx , 0 < | q | < 1

A4
3,7 u 3/ ( q- 1)

x �F ( t , W) u q/ ( q- 1)
x �G ( t , W) ,   W= u (2- q) / ( q- 1)

x uxx , 0 < | q | < 1

A1
3,8

1

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( X, W)
3

( 1 + u 2
x)

5/ 2

1
3

( 1 + u 2
x)

3
�G ( X, W) + u 2

xx( t + arctan( ux) - ux) �F ( X, W)

X = - t - arctan( ux) , W= ( 1+ u2
x )- 3/2uxx

A2
3,8

1

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( t , W)
1

( 1 + u 2
x)

5/ 2[ ( 1+ u2
x)

3
�G ( t , W) - 3uxu

2
xx�F ( t , W) ] ,   W= ( 1 + u 2

x)
- 3/ 2uxx

A1
3,9

e3q t

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( X, W) eq t( 1 + u2
x) �G ( X, W) + 12

Q

t e2q tu2
xx�F ( X, W)

8( 1 + u 2
x)

3cos4( t + arctan( ux) - a )
da

X = - t - arctan( ux) , W= eq t( 1+ u2
x )- 3/2uxx , q > 0

A2
3,9

e- 3qarctan( u
x

)

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( t , W)
e- qarctan( u

x
)

( 1 + u 2
x)

5/ 2[ ( 1+ u2
x)

3
�G ( t , W) - 3uxu

2
xxe

- 2qarctan( u
x

)
�F ( t , W) ]

W= ( 1+ u2
x )- 3/2 uxxe

- qarctan( ux ) , q > 0
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其相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 4 给出 1 如果表中函数 �F , �G 是任意的, 那么代数

A 3, i ( i = 3, , , 9) 的上述实现分别是相应方程( 1) 的最大不变性代数1 

5  四维可解李代数下不变方程的群分类

本节考虑方程( 1) 在四维可解李代数下不变的群分类1 

由文献[ 15, 19] 可知, 分别有 10 类可分解和非可分解的非同构的四维可解李代数1 因为

容许有三维可解李代数的具有形式( 1) 的方程中的任意函数都含有两个变量, 因此自然期待容

许有四维可解李代数的具有形式( 1) 的方程中的任意函数仅含有一个变量1 下面我们首先考

虑可分解代数1 

易知, 有如下可分解的四维可解李代数: 4A 1 = A 3, 1 © A 1, A 2, 2 © 2A 1 = A 3, 2 © A 1, A 2, 2

© A 2, 2 = 2A 2, 2, A 3, i © A 1( i = 3, 4, , , 9) 1 

通过添加具有形式( 8) 的算子 e4对代数A
1
3, 1 和A

i
3, 2( i = 1, , , 6) 的实现进行扩张, 可知不

存在代数 4A 1 和 A 3, 2 © A 1 的实现, 使得它们是形如式( 1) 的方程的不变性代数 1 而对代数

2A 2, 2 进行分析, 则可导出方程( 1) 所容许的 3 个不等价实现1 

同理, 对剩下的可分解的四维可解李代数进行相似的分析, 则可导出 8 个不等价的实现,

它们是形如式( 1) 的方程的最大不变性代数1 这些不等价的实现及其相应的不变量方程由如

下定理和表5 给出1 

表 5 不变量方程的函数 F, G

代数   F    G

2A 1
2, 2   x ( 2- k) u- k

x �F ( xu- 1
x uxx) x- ku (1- k)

x �G ( xu- 1
x uxx)

2A 2
2, 2   t ( 2+ k ) / ( 1- k) u3k / ( 1- k )

x �F ( X) tk / ( 1- k ) u1/ ( 1- k )
x �G ( X) ,   X = t 1/ ( 1- k) u( 2k- 1) / (1- k )

x uxx

2A 3
2, 2   t 2

�F ( tu- 1
x uxx) ux [ ln | t | + ln | ux | + �G ( tu- 1

x uxx) ]

A2
3,4 © 3 5 x4 u- 1

x �F ( u- 1
x uxx) ln | ux | + �G ( u- 1

x uxx)

A 4
3, 4 © 3 5 t4 u- 3

x e3/ u
x �F ( X) u- 4

x e1/ u
x [- 3u2

xxe
2/ u

x�F ( X) + u5
x�G ( X) ] ,   X = u- 3

x uxxe
1/ u

x

A2
3,6 © 3 5 x4 ux�F ( u- 1

x uxx) u 2
x�G ( u- 1

x uxx)

A 4
3, 6 © 3 5 t4 u- 3/2

x �F ( u- 3/ 2
x uxx) u 1/ 2

x �G ( u- 3/2
x uxx)

A2
3,7 © 3 5 x4 u- q

x �F ( u- 1
x uxx ) u 1- q

x �G ( u- 1
x uxx) ,   q X 0, ? 1,2

A 4
3, 7 © 3 5 t4 u 3/ ( q- 1)

x �F ( X) u q/ ( q- 1)
x �G ( X) ,   X = u (2- q )/ ( q- 1)

x uxx , 0 < | q | < 1

A 2
3, 8 © 3 5 t4

1

( 1+ u2
x)

3/2
�F ( X)

1

( 1 + u 2
x)

5/ 2
[ ( 1+ u2

x )3
�G ( X) - 3uxu

2
xx �F ( X) ] ,   X = ( 1 + u2

x)
- 3/ 2uxx

A 2
3, 9 © 3 5 t4

e- 3qarctan( u
x

)

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( X)
e- qarctan( u

x
)

( 1 + u 2
x)

5/ 2
[- (1 + u2

x )3�G ( X) + 3uxu
2
xxe

- 2qarctan( ux ) �F ( X) ]

X = ( 1 + u2
x)

- 3/ 2uxxe
- qarctan( u

x
), q > 0

  定理 8 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的四维可分解可解李代数的11个不等

价的实现为:

  2A
1
2, 2 = A

1
3, 2+= 3- u5 u + kx5x4   ( k X 0) ,

  2A
2
2, 2 = A

4
3, 2+= 3- u5 u + kt5 t 4   ( k X 0, ? 1) ,

  2A
3
2, 2 = A

4
3, 2+= 3- u5 u + t5x4 ,

  A
2
3, 4 © 3 5 x4 , A

4
3, 4 © 3 5 t4 , A

2
3, 6 © 3 5 x4 , A

4
3, 6 © 3 5 t 4 ,

  A
2
3, 7 © 3 5 x4   ( q X 0, ? 1, 2) ,

  A
4
3, 7 © 3 5 t 4   ( 0 < | q | < 1) ,
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A
2
3, 8 © 3 5 t 4 , A

2
3, 9 © 3 5 t4   ( q > 0) ,

相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 5给出1 

下面考虑非可分解代数, 共有 10类非同构非可分解的四维可解李代数 A 4 = 3 ei | i = 1,

2, 3, 441 其非零的交换关系为

A 4, 1: [ e2, e4] = e1, [ e3, e4] = e2;

A 4, 2: [ e1, e4] = qe1, [ e2, e4] = e2, [ e3, e4] = e2 + e3   ( q X 0) ;

A 4, 3: [ e1, e4] = e1, [ e3, e4] = e2;

A 4, 4: [ e1, e4] = e1, [ e2, e4] = e1 + e2, [ e3, e4] = e2 + e3;

A 4, 5: [ e1, e4] = e1, [ e2, e4] = qe2, [ e3, e4] = pe3   (- 1 [ p [ q [ 1, pq X 0) ;

A 4, 6: [ e1, e4] = qe1, [ e2, e4] = pe2 - e3, [ e3, e4] = e2 + pe3   ( q X 0, p \ 0) ;

A 4, 7: [ e2, e3] = e1, [ e1, e4] = 2e1, [ e2, e4] = e2, [ e3, e4] = e2 + e3;

A 4, 8: [ e2, e3] = e1, [ e1, e4] = ( 1+ q ) e1, [ e2, e4] = e2, [ e3, e4] = qe3   ( | q | [ 1) ;

  A 4. 9: [ e2, e3] = e1, [ e1, e4] = 2qe1, [ e2, e4] = qe2 - e3, [ e3, e4] = e2 + qe3

  ( q \ 0) ;

A 4, 10: [ e1, e3] = e1, [ e2, e3] = e2, [ e1, e4] = - e2, [ e2, e4] = e11 

由上述非可分解代数的结构可知, 研究其实现可以通过添加形如式( 8) 的算子 e4 来扩张

已知的三维可解李代数 A 3 = 3 e1, e2, e34 的实现来获得1 且需使用如下的格式来扩张:

A 4, i = A 3, 1+= 3 e44 ( i = 1, , , 6) , A 4, i = A 3, 3+= 3 e44 ( i = 7, 8, 9) , A 4, 10 = A 3, 5+= 3 e44 1 

我们有如下定理1 

定理 9 方程( 1) 所容许的由无穷小生成子( 8) 张成的四维非可分解的可解李代数的 15个

不等价的实现为:

  A
1
4, 2 = A

1
3, 1+= 3qt5 t + x5x + ( x + u) 5u4   ( q X 0, 1) ,

  A
2
4, 2 = A

1
3, 1+= 3t5 t + ( t + x ) 5x + qu5u4   ( q X 0, 1) ,

  A
1
4, 3 = A

1
3, 1+= 3t5 t + x5u4 , A

2
4, 3 = A

1
3, 1+= 3t5x + u5u4 ,

  A
1
4, 4 = A

1
3, 1+= 3t5 t + ( t + x ) 5x + ( x + u)5 u4 ,

  A
1
4, 5 = A

1
3, 1+= 3t5 t + px5x + qu5u4   ( p < q , pq X 0, p , q X 1) ,

  A
1
4, 6 = A

1
3, 1+= 3qt5 t + ( px + u) 5x + ( pu - x )5 u4   ( q X 0, p \ 0) ,

  A
1
4, 7 = A

1
3, 3+= 3t5 t + ( x - t) 5x + ( 2u - t

2
/ 2)5 u4 ,

  A
2
4, 7 = A

2
3, 3+= 3- 5 t + x5x + 2u5u4 ,

  A
1
4, 8 = A

1
3, 3+= 3t5 t + qx5x + ( 1 + q ) u5 u4   ( q I R ) ,

  A
2
4, 8 = A

1
3, 3+= 3t5 t + k5x + u5u4   ( k X 0) ,

  A
3
4, 8 = A

1
3, 3+= 3x5x + u5 u + k

- 1
( 5 t + x5u ) 4   ( k X 0) ,

  A
4
4, 8 = A

2
3, 3+= 3( 1- q) t5 t + x5x + ( 1+ q ) u5u4   ( | q | X 1) ,

  A
1
4, 9 = A

2
3, 3+= 3- ( 1 + t

2
)5 t + ( q - t) x5x + ( 2qu - x

2
/ 2)5 u4   ( q > 0) ,

  A
1
4, 10 = A

3
3, 5+= 32kt5 t + u5x - x5u4   ( k \ 0) 1 

其相应不变量方程的函数 F , G 的形式由表 6 给出 1 如果表6 中函数 �F , �G 是任意的, 那么非

可分解代数的上述实现分别是相应方程( 1) 的最大不变性代数1 
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表 6 不变量方程的函数 F, G

代数  F       G

A1
4,2 e(3- q ) u

x�F ( eu
xuxx) e (1- q ) u

x �G ( eu
xuxx ) , q X 0, 1

A2
4,2 u 2/ ( q- 1)

x �F ( X) ( ux / ( q - 1) ) [- ln | ux | + ( q - 1) �G ( X) ] ,   X = u (2- q )/ ( q- 1)
x uxx , q X 0,1

A1
4,3 e- u

x�F ( uxx) e- u
x�G ( uxx)

A2
4,3 �F ( u- 1

x uxx ) - ux [ ln | ux | - �G ( u- 1
x uxx) ]

A1
4,4 e2u

x�F ( X) - u2
x / 2+ �G ( X) ,   X = uxxe

u
x

A1
4,5 u (3p- 1) / ( q- p )

x �F ( X) u ( q- 1) / ( q- p )
x �G ( X) ,   X = u( q- 2p ) / ( p- q )

x uxx , p < q, pq X 0, p , q X 1

A1
4,6

e[ ( q- 3p ) arctan( u
x

)]

( 1+ u2
x )3/2

�F ( X)

e[ ( q- p ) arctan( u
x

) ]

( 1 + u 2
x)

5/2
[ ( 1+ u2

x )3 �G ( X) - 3uxu
2
xxe

(- 2parctan( u
x

)) �F ( X) ]

X =
e- parctan( u

x
) uxx

(1 + u 2
x)

3/2
, q X 0, p \ 0

A1
4,7 u 2

x�F ( uxx) x + ux ln | ux | + ux�G ( uxx)

A2
4,7 e- 3t

�F ( uxx) - u2
x / 2+ e- 2t

�G ( uxx )

A1
4,8 u (3q- 1)

x �F ( X) x + u q
x �G ( X) ,   X = u ( q- 1)

x uxx , q I R

A2
4,8 u- 1

x �F ( u- 1
x uxx) x - k ln | ux | + �G ( u- 1

x uxx) ,   k X 0

A3
4,8 e3ku

x �F ( eku
xuxx) x + eku

x �G ( eku
xuxx) ,   k X 0

A4
4,8 t ( 2+ q) / ( 1- q)

�F ( tuxx) - u2
x / 2+ t 2q/ (1- q )

�G ( tuxx) ,   | q | X 1

A1
4,9 1 + t 2e- 3qarctan( t )

�F ( X) ( 1/ ( 2(1 + t2) ) [- u 2
x( 1 + t 2) + 2e- 2qarctan( t )

�G ( X) ]

X = ( 1 + t 2) uxx - t , q > 0

A1
4,10

te3karctan( u
x

)

( 1+ u2
x)

3/2 �F ( X)
-

3ekarctan( u
x

)

t ( 1 + u2
x)

5/ 2
-

1
3

( 1 + u2
x)

3
�G ( X) + tuxu

2
xxe

2karctan( u
x

)
�F ( X)

X =
tuxx ekarctan( u

x
)

( 1+ u2
x )3/2 , k \ 0

  证明  易知, 代数 A 3, 1 只存在一个实现, 它是方程

  ut = F( ux , uxx) uxxx + G( ux , uxx ) ( 28)

的最大不变性代数, 因此与代数 A 4, i ( i = 1, , , 6) 的实现相对应的不变方程具有形式( 28) 1 

直接的计算表明代数 A 4, 1 没有方程( 1) 所容许的实现 1 对剩下的情形, 我们可得 7 个不

等价的实现A
1
4, 2 ~ A

1
4, 6, 它们是形如式( 1) 的方程的不变性代数 1 与其相对应的形如式( 1) 的

不变方程中的任意函数 F , G 表 6 已给出1 

正如前述提及的一样, 代数 A 4, i ( i = 7, 8, 9) 的实现可通过添加形如式( 8) 的算子 e4 来扩

张代数 A 3, 3 的实现获得 1 且当利用代数 A 3, 3 = 3 e1, e2, e34 的实现时, 要考虑这些代数的同

构: e1 y e1, e2 y - e3, e3 y e21 

由此, 可得代数 A 4, 7 和A 4, 9的3个不等价的实现, 即A
1
4, 7, A

2
4, 7 和A

1
4, 9, 它们是形如式( 1) 的

方程的不变性代数 1 与其相对应的形如式( 1) 的方程中的函数 F, G 表 6 已给出1 

接下来, 可构造式( 1) 所容许的代数 A 4, 8 的 4 个不等价的实现: A
1
4, 8 ~ A

4
4, 81 

最后, 通过添加形如式( 8) 的算子 e4 来扩张代数 A 3, 5 = 3 e1, e2, e34 的实现, 可获得实现

A
1
4, 10 1 

形如式( 1) 的方程的完全列表在表 6中已给出, 它们的最大不变性代数为上述非可分解的

四维可解李代数1 定理证毕1 

6  结  语

本文利用代数化的方法[ 15] 给出了具有两个含有 5 个自变量的任意函数的一般拟线性三
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阶演化方程在低维抽象李代数下的群分类1 我们发现当方程的对称代数为一维至四维时, 其

相应的不变方程的任意函数分别含有 4, 3, 2 和1 个自变量1 总结前面所获一般拟线性三阶演

化方程( 1) 的群分类结果, 可知:

( �) 存在两个不等价的形如式( 1) 的演化偏微分方程容许有一维不变性代数;

( �) 存在 5 个不等价的形如式( 1) 的演化偏微分方程容许有二维不变性代数( 见表2) ;

( �) 对于在三维李代数下不变的拟线性三阶演化方程( 1) ,

  ( a) 存在3 个不等价方程容许有三维半单不变性代数( 见定理 2) ,

  ( b) 存在 29 个不等价方程容许有三维可解李代数( 见表 3和表 4) ;

( �) 对于在四维可解李代数下不变的拟线性三阶演化方程( 1) ,

  ( a) 存在11 个不等价方程容许有四维可分解可解李不变性代数( 见表 5) ,

  ( b) 存在 15 个不等价方程容许有四维非可分解可解李不变性代数( 见表 6) 1 

要想给出方程( 1) 的完全分类列表, 接下来需要构造在半单和可解李代数半直和代数以及

五维及五维以上可解李代数下的不变量方程1 根据抽象李代数的分类结果, 这需要考虑大量

的非同构类, 因此将遭遇非常复杂和庞大的计算1 事实上这可从五维实可解李代数具有 66 个

非同构类就可看出完备该分类所面临的复杂性1 而对六维可解李代数, 则存在 99 个非同构

类, 这只是对具有一个幂零元的情形1 因此, 我们将另文研究方程( 1) 在高维李代数下的群分

类1 
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P r e l i m i n a r y G r o u p C l a s s i f i c a t i o n o f Q u a s i- L i n e a r

T h i r d O r d e r E v o l u t i o n E q u a t i o n s

HUANG Ding- jiang ,  ZHAN G Hon g- qing

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Ea st China Un iver sity of Science and Technology ,

Shangha i 200237, P . R . China ;

2. Depar tment of Applied Mathemat ics , Dalian Un iver sity of Technology ,

Dalian 116024, P . R . China )

Abst ra ct: Group cla ssification of quas-i linear thir d order evolution equations is per formed by using

the classical infinitesimal Lie method, the technique of equivalence tr ansformations and the theor y of

classification of abstr act low- dimensional Lie alg ebras. It is indicated that there are thr ee equations ad-

mitting simple Lie alg ebras of dimension three. What. s more, all the inequivalent equations admitting

simple Lie algebr a ar e no thing but them. Furthermore, it is also show n that ther e exist tw o, five, tw en-

ty-nine and twenty- six inequiv alent third order nonlinear evolution equations admitting one- , tw o- ,

three- , and four- dimensional solvable Lie algebr as, respectively.

Key wo rds: quas-i linear thir d order evo lution equations; gr oup classification; classical infinitesimal

Lie method; equivalence transformations gr oup; abstr act Lie algebr as
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