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摘要:  利用有限部积分的概念, 导出了三维无限接合体中多个界面裂纹, 在任意载荷作用下的超

奇异微积分方程组1 数值分析中, 未知的位移间断采用基本分布函数和多项式乘积的形式来近

似,其中基本分布函数是根据界面裂纹应力的振荡奇异性来选取的1 作为典型算例, 研究了存在

两个矩形界面裂纹时,裂纹之间距离、裂纹形状及双材料弹性常数对应力强度因子的影响1 计算

表明,应力强度因子随裂纹间的距离的增大而减小1 
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引   言

在断裂力学中, 研究多个裂纹之间的相互影响不仅具有理论意义,而且具有重要的实用价

值1 三维均质材料的无限弹性体中,两个共面或平行平片裂纹的相互影响问题,已有多篇文献

进行了讨论[ 1- 4] 1 近年来,很多研究者对多场耦合的裂纹问题进行了分析[ 5-7] 1 随着复合材料

的广泛应用,界面裂纹问题越来越受到广大研究者的关注[ 8-10] 1 但关于多个界面裂纹的相互

影响问题,只有二维的情况得到了解决1 Noda等[ 11]基于体积力法, 讨论了存在任意多个共线

裂纹时,应力强度因子与裂纹间距离、弹性常数以及裂纹数目之间的关系, 总结了多个裂纹之

间的相互影响; Sun等
[ 12]
采用边界无单元法和移动最小二乘法等技术, 对类似的问题进行了分

析,给出了边界积分方程,对应力强度因子进行了求解1 Zhou等[ 13]讨论了压电材料中两个或

4个平行裂纹的相互影响问题,但关于三维双材料无限接合体多个界面裂纹的相互影响问题,

未见有文献报道1 

近来, 作者研究了无限接合体双材料界面裂纹的超奇异微积分方程求解问题
[ 14-15]

,得到

了收敛快、精度高的数值结果1 本文在此基础上, 研究三维无限接合体中存在任意多个界面裂

纹相互干扰问题的超奇异微积分方程组1 数值计算中, 未知的位移间断采用基本分布函数和
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多项式乘积的形式来近似,其中基本分布函数是根据界面裂纹应力的振荡奇异性来选取的1 
最后对比较典型的两个矩形界面裂纹问题进行了分析,给出了应力强度因子与裂纹间距离、弹

性常数及裂纹形状等的关系1 

1  多个界面裂纹的超奇异微积分方程组

假设两弹性半空间沿 x-y 平面理想的粘结在一起(见图 1) , 上、下半平面的弹性常数分别

为( L1, M1) 和( L2, M2) ,这里 L1, L2是材料的剪切弹性模量, M1, M2是材料的Poisson比1 假设有

N 个裂纹位于双材料的界面上,应力作用在距裂纹无穷远处1 

图 1  计算模型示意图

基于三维双材料无限体的位移基本解, 利用 Somigliana 公式, 双材料多界面裂纹问题的位

移可表示为

  u
m
k ( x) = - 6

N

n= 1QS
n

T
m
ki ( x, N) $uin ( N)ds ( N) ,   i , k = x , y , z ; m = 1, 2, ( 1)

其中, $u in = u
+
in- u

-
in表示第n个裂纹面上i方向上的位移间断, T m

ki ( x, N) 为三维双材料无限

体的面力基本解,上标 1和 2分别代表材料 Ñ 和 Ò1 利用位移解(1) 及本构关系可得材料内
部任意点 x 处的应力:

  Rmij ( x) = - 6
N

n= 1QS
n

S
m
kij ( x, N)$u in( N)d s( N) ,   j = x , y , z , ( 2)

其中

  S
m
kij ( x, N) =

2L1M1

1- 2M1

5T m
lk ( x , N)
5x l

Dij + L1
5T m

ik ( x, N)
5xj

+
5T m

jk ( x, N)
5x i

1 ( 3)

利用各个裂纹面上的应力边界条件及有限部积分的概念,可得双材料多界面裂纹问题的

超奇异微积分方程1 这里仅给出针对第 j 个裂纹的超奇异微积分方程组, 其它裂纹的情况可

以类似地给出1 

  L1( +2- +1) $uzj , A( x) +
L1(2 + - +1 - +2)

2P
@

    6
N

j = 1QS
j

1

r
3 DAB+

3( +1+ +2 - +)
2 + - +1- +2

r , Ar , B $uBj ( N)ds ( N) = - pAj ( x) , ( 4a)

  L1( +1- +2) $uAj , A( x) + L1
( +1+ + 2)

2P 6
N

j= 1QS
j

1

r
3$uzj ( N)d s( N) = - pzj ( x) , ( 4b)
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其中, A, B= x , y ; j = 1, 2, ,, N ,

  
+ =

L2

L1 + L2
, +1 =

L2

L1+ J1 L2
, + 2 =

L2

L2+ J2L1
,

J1 = 3- 4M1, J2 = 3 - 4M2, r
2
= ( x - N)

2
+ ( y - G)

2
,

( 4c)

x I S = S1 G S 2 G , G SN ;这里符号S j 表示第j 个界面裂纹 1 超奇异微积分方程共3N 个,

方程的未知数为 $uij ( x , y ) ,即第 j 个裂纹在 i ( i = x , y , z ) 方向的位移间断, 共 3N 个1 

2  超奇异微积分方程组的数值解法

由于超奇异微积分方程组( 4)的复杂性,用理论方法求解是很难的,需对其建立相应的数

值求解方法1 考虑到界面裂纹尖端应力场的振荡奇异性,数值求解时,基于未知解在裂纹前沿

的性态,未知的位移间断函数采用基本分布函数和多项式的乘积形式1 首先,假设

  $uij ( N, G) = w ij ( N, G) Fij ( N, G) 1 ( 5)

对双材料界面上存在多个矩形界面裂纹,给定无穷远处均匀的拉应力场,基本分布函数可

假设为

wxj ( N, G) = 6
2

l= 1

1+ Jl
4LlcoshPE a

2
j - N

2
b

2
j - G

2
sin Eln

aj - N
aj + N ,

wyj ( N, G) = 6
2

l= 1

1+ Jl
4LlcoshPE

a
2
j - N2

b
2
j - G2sin Eln

bj - G
bj + G

,

wzj ( N, G) = 6
2

l= 1

1 + Jl
4Ll coshPE

a
2
j - N2

b
2
j - G2cos Eln

aj - N
aj + N

cos Eln
bj - G
bj + G

,

( 6)

这里 aj , bj 表示第j 个矩形界面裂纹的边长 1 式(6) 中, E= (1/ 2P) ln( ( L2J1+ L1) / ( L1J2 +

L2) ) ,这里 E是重要的双材料参数,文献[ 14] 指出,对于矩形界面裂纹,当给定无穷远处均匀的

拉应力场时,应力强度因子 K Ñ和K Ò只与 E有关1 即当 E一定时, K Ñ和K Ò不随材料Poisson

比和剪切弹性模量的变化而变化, 尽管 E是由这二者计算得出的参数1 
多项式采用如下形式:

Fxj ( N, G) = A0 j + A1jG+ ,+ An- 1jG
( n- 1)

+ AnjG
n
+ An+ 1j N+ An+ 2 j NG+ ,+

  A2nj NG
n
+ ,+ Al- n- 1j N

m
+ Al- nj N

mG+ ,+ Al- 1j N
mGn = 6

l- 1

i= 0

AijG i ( N, G) ,

Fyj ( N, G) = B0j + B1jG+ ,+ Bn- 1jG
( n- 1)

+ BnjG
n
+ Bn+ 1j N+ Bn+ 2 j NG+ ,+

  B2nj NG
n
+ ,+ Bl- n- 1 j N

m
+ Bl- nj N

m
G+ ,+ Bl- 1 j N

m
G
n
= 6

l- 1

i= 0
BijGi ( N, G) ,

Fzj ( N, G) = C0j + C1jG+ ,+ Cn- 1jG
( n- 1)

+ CnjG
n
+ Cn+ 1j N+ Cn+ 2j NG+ ,+

  C2nj NG
n
+ ,+ Cl- n- 1j N

m
+ Cl- nj N

m
G+ ,+ Cl- 1j N

m
G
n
= 6

l- 1

i= 0
CijG i ( N, G) ,

( 7)

其中, l = ( n + 1) ( m + 1) ,

  G0( N, G) = 1, G1( N, G) = G, ,, Gn+ 1( N, G) = N, ,, Gl- 1( N, G) = NmGn1 ( 8)

将表达式( 5)至( 8)代入式( 4) , 即可得到超奇异微积分方程的离散形式如下:
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D11 D12 , D1N

D21 D22 , D2N

s s s s

Dm1 Dm2 , DmN

$1

$2

s

$N

=

- p1

- p2

s

- pm

, ( 9)

这里

  Djj =

d3 j- 2, 3j- 2 d3j- 2, 3j- 1 d 3j- 2, 3 j

d3 j- 1, 3j- 2 d3j- 1, 3j- 1 d 3j- 1, 3 j

d3 j, 3j- 2 d3j , 3 j- 1 d3j , 3j

, Dji =

d3 j- 2, 3i- 2 d3 j- 2, 3i- 1 0

d3 j- 1, 3i- 2 d3 j- 1, 3i- 1 0

0 0 d3 j, 3i

  ( i X j ) ; ( 10)

  p1 = p2 = ,= pm =

S]
zx

S
]
yz

R]
z

是载荷列向量, 在只有均匀法向应力作用时,

  p1 = p2 = ,= pm =

0

0

R]
z

;

  $j =

Aij

Bij

Cij

  ( i = 0, 1, 2, ,, l - 1; j = 1, 2, ,, N)

是未知数列向量,显然,离散方程的未知数一共有 3Nl个1 

式( 10)中的系数可以由方程( 4)计算出, 其表达式很复杂,例如

  d3j- 2, 3 j- 2 = L1
2 + - +1- +2

2P QS
j

1

r
3wxj ( N, G) Gij ( N, G)ds ( N, G) +

    3L1
+1+ +2- +

2P QS
j

( x - N) 2

r
5 wxj ( N, G) Gij ( N, G)d s( N, G) , ( 11a)

  d3j- 2, 3i- 2 = L1
2 +- +1- +2

2P QS
i

1

r
3wxj ( N, G) G ij ( N, G)ds( N, G) +

    3L1
+1+ +2- +

2P QS
i

( x - N) 2

r
5 wxj ( N, G) G ij ( N, G)ds( N, G) 1 ( 11b)

需要注意的是,积分( 11a)中配置点 ( x , y ) 和积分点( N, G) 都位于第 j 裂纹上,当 x y N, y y G

时, r y 0, 积分出现超奇异性,要特殊处理, 需按有限部的意义计算[ 14] 1 而在式( 11b)中, 配置

点和积分点分别位于第 j 和第 i 个裂纹上,积分不会出现奇异性, 可按一般的积分进行数值计

算1 

3  数值结果和讨论

3. 1  无量纲应力强度因子的定义

作为典型算例, 考虑给定无穷远处均匀的拉应力场时, 两个矩形界面裂纹相互影响的问

题, 如图 2所示1 设裂纹 1和裂纹 2的边长分别为 2a1 @ 2b1和2a2 @ 2b2,两裂纹中心点 O1O2

之间的距离为 2d 1 无量纲应力强度因子 F Ñ j , FÒ j 和FÓ j ( j = 1, 2) 表达式如式( 12)所示:
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F Ñ j + iF Ò j =
K Ñ j ( x , y ) | y= ? b

j
+ iK Ò j ( x , y ) | y= ? b

j

R
]
z Pbj

=

  a
2
j - x

2 cos Eln
aj - x

aj + x
Fzj ( x , y ) | y= ? b

j
+ 2iEFyj ( x , y ) | y= ? b

j
,

FÓ j =
K Ó j ( x , y ) | y= ? b

j

R]
z Pbj

= 6
2

l= 1

1+ Jl
4LlcoshPE

1
(1/ L1+ 1/ L2)

@

  a
2
j - x

2sin Eln
aj - x

aj + y
Fxj | y= ? b

j
1 

( 12)

图 2 两个矩形界面裂纹模型

3. 2  计算精度分析

图3( a) ~ 图3( c)分别给出了 a1/ b1 = 1, a1 = a2, b1 = b2,且M1 = M2 = 0. 3, a1/ d = 0. 5,

E= 0. 06时图 2所示裂纹 1表面的应力残差,这里配置点数为 100( 10 @ 10) ,多项式次数为 m

= n = 81 结果表明应力残差( Rz / R
]
z + 1) , Szx / R

]
z 和Syz / R

]
z 分别小于1. 1 @ 10- 51 从数值结

果可以看出, 当存在两个界面裂纹时, 由于裂纹间的相互影响, 应力残差与单一界面裂纹时

相比, 要发生变化 1 结果表明,对于不同形状的裂纹和双材料参数 E, 当 a1/ d \ 0. 2时,应力

残差基本上在10
- 6
左右,和单一裂纹时数量级基本相同; 当 a1/ d = 0. 5时,应力残差在10

- 5
左

右;而当 a1/ d = 0. 8时, 应力残差则在 10- 4左右1 当两个裂纹更接近时,应力残差会更大,这

时,可以通过增加配置点和增加多项式次数等方法降低计算应力残差1 

3. 3  与平面应变问题计算结果的比较

( a) Rz / R
]
z + 1 U 0

如果矩形裂纹细长,三维问题就可以退化成

二维模型来求解, 使计算大大简化1 本文计算中
取 a1/ b1= 1/ 16, a1= a2, b1 = b2, 应力强度因子

与 Sun等[ 12]的结果对比见表11 表中点 A 和B 的

位置见图 41 从表1中可以看出,用三维模型计算

得到的结果要略小于二维时的情况,二维界面裂

纹的结果偏于保守1 对于本节所讨论的细长矩形
裂纹的情况, 由计算结果可知,裂纹扩展起始于长

边中点, 随着两裂纹贯穿、扩展, 最后导致结构的

断裂1 二维界面裂纹问题虽然计算简单,却无法真
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( b) Syz / R
]
z U 0 ( c) Rzx / R

]
z U 0

( a1/ b1 = 1, a1 = a2 , b1 = b2, a1 / d = 0. 5, E= 0. 06)

图 3  应力残差的变化

实地描述裂纹扩展过程1 对结构进行设计和评价用三维的结果更合理1 王银邦[ 1]
在研究均质

材料双矩形裂纹的相互影响问题时,也有同样类似的结论1 
表 1 与二维界面裂纹模型比较 (M1 = M2 = 0. 3, a1/ d = 1/ 3)

 
E= 0

F Ñ 1

E= 0. 1

F Ñ1 F Ò1

点A (- d + a 1, 0) 1. 020 4 1. 002 1 0. 194 1

Sun[12]点 A 1. 112 5 1. 057 9 0. 225 8

点 B(- d - a1,0) 1. 015 3 1. 001 4 0. 183 0

Sun[12]点 B 1. 051 7 1. 002 6 0. 193 3

图 4  二维计算模型示意图

3. 4  一条裂纹的解

当界面上只有一个矩形裂纹时,根据应力和裂纹几何形状的对称性,在矩形对称边上的应

力强度因子是相同的1 特别地,当界面上存在一个正方形裂纹时,应力强度因子 K Ñ 在 4个边

上都有对称性1 但当两个界面裂纹同时存在时,由于相互影响, 原来的对称性不再存在1 以图

2中裂纹 1为例说明1 从图 5和图6可见,最大应力强度因子在点 (- d + a1, 0)1 两裂纹的相
互影响与二者之间的距离有关1 当 a1/ d \0. 2时,也就是当裂纹间距离大于正方形裂纹边长

5倍以上时,相互影响基本上可以忽略1 对于均质材料双矩形裂纹问题,当d \4a1时,裂纹间
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(E= 0. 06, a1/ b1 = 1, a1 = a2 , b1 = b2)

图 5 无量纲应力强度因子 F Ñ1

的相互影响可以忽略[ 1] 1 当 a1/ d = 0. 5时,应力

强度因子的值只比单裂纹时增加 1% 左右; 但当

a1/ d = 0. 8时,增加10% 左右1 当两裂纹更接近

时,应力强度因子与裂纹间距离非线性快速增加 1 
例如当 a1/ d = 0. 9时, d = 1. 11a1, 增加为 20%

左右, 当a1/ d = 0. 95时,增加约为35% 左右1 图
7给出了应力强度因子随裂纹形状及不同的双材

料参数 E变化的值, 计算表明,最大的应力强度因

子发生在矩形( a1 X b 1) 长边的中点,当裂纹从正

方形变得细长时, 最大应力强度因子的变化幅度

是不同的 1 当 a1/ b 1 > 1时,最大的应力强度因

子在边 y = ? b1上,随着界面裂纹长宽比的增加,

最大应力强度因子的增加幅度有所减弱,裂纹首先在 y方向上扩展;而当 a1/ b 1 [ 1时,最大应

力强度因子在边 x = - d ? a1上, 随着界面裂纹长宽比的增加, 最大应力强度因子的增加幅度

逐渐增大,裂纹首先在 x 方向上扩展 1 计算表明,当 a1/ b1= 0. 125, a1/ d = 0. 8时,最大应力

强度因子相比于单个裂纹时的值增加了22% 左右,而当 a1/ b1 = 0. 5时,增加约为 15%左右1 

( E= 0. 06, a1/ b 1 = 1, a1 = a2, b 1 = b 2) ( a1 = a2, b1 = b2)

图 6  无量纲应力强度因子 F Ò1 图 7 无量纲应力强度因子 F Ñ1

4  结   论

利用断裂力学的超奇异微积分方程求解理论,对三维无限接合体中存在任意多个界面裂

纹的相互干扰问题进行了研究1 其结论如下:

1) 给出了双材料界面上存在多个界面裂纹时的超奇异微积分方程组1 对未知位移间断
函数采用基本分布函数和多项式乘积的形式进行近似, 其中基本分布函数是根据应力的振荡

奇异性选取的1 

2) 在数值计算中,与文献中平面应变问题的结果比较, 发现三维模型的计算结果要略小

于二维时的情况1 由计算结果可知,裂纹扩展起始于长边中点, 随着两裂纹贯穿、扩展,最后导

致结构的断裂1 二维界面裂纹问题虽然计算简单,却无法真实地描述裂纹扩展过程1 对结构
进行设计和评价用三维的结果更合理1 

3) 给出了存在两个矩形界面裂纹时,不同裂纹间距离与不同裂纹形状的应力强度因子值1 
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最大应力强度因子发生在矩形裂纹长边的中点1 对图 2所示的问题,当 a1/ b1 > 1时,裂纹扩

展是沿着 y 方向,最大应力强度因子的增加幅度随着矩形长宽比的增加而减弱;而当 a1/ b1 [

1时, 裂纹扩展是沿着 x 方向,最大应力强度因子的增加幅度随着矩形长宽比的增加而增大;

当两个矩形裂纹接近时, 最大应力强度因子与裂纹间距离成非线性关系, 快速增大, 会导致结

构的强度大大减低1 
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Abstract: Using the finite-part integral concepts, a set of hypersingular integra-l differential equations

for multiple interfacial cracks in a three-dimensional infinite bimaterial subjected to arbitrary loads was

derived. In the numerical analysis, unknown displacement discontinuities were approximated by the

products of the fundamental density functions and power series, where the fundamental functions

were chosen to express a two-dimensional interface crack exactly. As illustrative examples, the stress

intensity factors for two rectangular interface cracks were calculated for various spacing, crack shape

and elastic constants. It is shown that the stress intensity factors decreasewith the increasing of crack

spacing.

Key words: stress intensity factor; singular integral equation; interface crack; finite-part integral;

boundary element method
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