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摘要:  应用压缩映射原理和延拓定理, 在分数次 Sobolev 空间中,证明一类四阶非线性波动方程的

初值问题,存在唯一的整体广义解和整体古典解1 还给出该初值问题解爆破的充分条件1 
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引   言

本文研究下列四阶非线性波动方程的初值问题:

  vtt - a1vxx - a2vxx t - a3vxx tt = f ( vx) x ,   x I R, t > 0, ( 1)

  v( x , 0) = v0( x ) , v t ( x , 0) = v1( x ) ,   x I R ( 2)

和方程

  vtt - c1vxx - c2 vxxtt = f ( vx) x ,   x I R, t > 0, ( 3)

具有初值条件

  v( x , 0) = v0( x ) , v t ( x , 0) = v1( x ) ,   x I R

的问题,其中, a1, a2, a3, c1, c2 > 0为常数, v( x , t ) 为未知函数, f ( y ) 为给定的非线性函数,

v0( x ) , v 1( x ) 为给定的初值函数,下标 x 及 t表示求偏导数1 

方程( 1)和如下的四阶非线性波动方程:

  vtt - c
2
0[ 1+ nanv

n- 1
x ] v xx - Bvxx tt = Cv xxt ( 4)

有紧密联系, 其中, c
2
0, B, C> 0, an X 0为常数, n为自然数1 方程( 4)是朱位秋在文献[ 1]中研

究弹性杆中的非线性波时提出的, 并将方程( 4)简化为广义的Korteweg-de Vries-Burgers方程,讨

论了它的弧立子解的存在性, 但没有研究方程( 4)的任何定解问题1 显然方程( 4)是方程( 1)的

特殊情况1 文献[ 2-3]研究了非线性弹性杆的应变弧波, 并着重讨论了杆的物理参数和几何参

数对于波动的影响, 提出了如下的四阶非线性波动方程:

  vtt - [ b0+ nb1v
n- 1
x ] vxx - b2v xxtt = 0, ( 5)

其中, b 0, b2 > 0为常数, b1 为任意实数, n 为自然数1 同样在文献[ 2]中庄蔚和杨桂通将方程

( 5)简化为KdV方程, 研究了其弧波解的存在性和其它性质,但没有对方程( 5)的定解问题作
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任何研究1 显见方程( 3)包含方程( 5) 1 因为方程( 4)的模型考虑了阻尼,所以在方程( 4)中出

现了阻尼项 Cv xxt , 这就是方程( 4)与方程( 5)主要不同之处1 

方程( 1)、方程( 3)至( 5)还与著名的 IMBq方程
[ 4]

  vtt - vxx - vxx tt = ( v
3
) xx ( 6)

和Pochhammer-Cheer方程(称其为 PC方程) [ 5]

  vtt - vxx - vxx tt =
1
p
( v

p
) xx ( 7)

有密切的关系, 其中, p = 3或 p = 51 
方程( 6)和方程( 7)可以写成

  vtt - vxx - vxx tt = f ( v) xx , ( 8)

其中, f ( y ) 是非线性函数1 
因此方程( 1)和方程( 3)属于一类方程, 方程( 8)属于另一类方程(称之为广义 IMBq方程) ,

它们的相同之处有一样的主项(除方程( 1)有阻尼项外) ,但有不同的非线性项,所以证明方程

( 1) (或( 3) )解的存在性方法与证明方程( 8)解的存在性方法有所不同1 对于一维的和多维的
广义 IMBq方程的初边值问题和初值问题已有很多结果(见文献[ 6-10] ) 1 对于方程( 1)和方程

( 3) ,当前只有初边值问题有结果(见文献[ 11-13] ) 1 现在我们还没见到关于方程( 1)和( 3)初

值问题的文献1 
本文证明初值问题 ( 1)和 ( 2) 或初值问题( 3)和 ( 2)在分数次 Sobolev 空间 C( [ 0, ] ) ;

H
s
( R) ) ( s \2) 中存在唯一的整体广义解;当 s > 5/ 2时存在唯一的整体古典解1 还证明问题

( 1)和( 2)或问题( 3)和( 2)的解在有限时刻爆破1 
因为证明方程( 1)和( 2)有唯一的整体解和将其转化为等价的积分方程时,积分号下含有

非线性项 U( v x) x (见方程( 14) ) ,这对证明解的存在性,增加了困难1 由于方程( 1)含有阻尼项

vxx t , 所以讨论解的爆破时产生了难度1 

利用尺度变换 v ( x , t ) = u ( y , t ) = u( a3x , t ) 方程( 1)可变为

  utt -
a1

a3
uyy -

a2

a3
uyy t - uyytt =

1

a3

f
1

a3

uy
y
1 ( 9)

不失一般性,我们将研究下列初值问题整体解的存在性与唯一性:

  utt - Auxx - Buxx t - uxx tt = U( ux ) x ,   x I R, t > 0, ( 10)

  u( x , 0) = u0( x ) , ut ( x , 0) = u1( x ) ,   x I R, ( 11)

其中, A= a1/ a3, B= a2/ a3, u0( x ) = v0( a3x ) 和 u1( x ) = v1( a3 x )1 

本文采用以下记号和概念, L
p
(1 [ p [ ] ) 表示通常的 R上的 L

p
函数空间,并赋予范数

+f +p = +f +L
p , 特别地 +f + = +f +2; H

s
(R) 是通常的 R 上的 Sobolev 空间, 具有范数

+f +H
s = +( I - 52

x )
s / 2
f + = +(1+ | N| 2

)
s/ 2
f
^
+ ,其中, s 为实数, f

^
表示f 的Fourier变换, I 为

恒等算子,5x = 5/5x 1 
为了证明问题( 10)和( 11)的整体广义解和整体古典解的存在性,需要下面的引理1 

引理 1
[ 10]  假设 f I C

k
(R) , f (0) = 0, u I H

s H L
]
且 k = [ s] + 1, 其中, s \ 01 若

+u + ] [ M, 则有

  +f ( u ) +H
s [ K 1(M) +u +H

s,

其中, K 1(M ) 为依赖于 M 的常数1 
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引理 2[ 14]  设 s \0, f I C
k
(R) ( k = [ s] + 1) 1 若 u, v I H

s H L
]
,且 +u + ] [ M ,

+v + ] [ M, 则

  +f ( u ) - f ( v) +H
s [ K 2(M ) +u - v +H

s ,

其中, K 2(M ) 为依赖于 M 的常数1 
为证明初值问题( 10)和( 11)的广义解的存在性, 我们将通过一个二阶常微分方程的基本

解,把初值问题( 10)和( 11)转化为积分方程1 为此, 令 G ( x ) 为如下常微分方程:

  w ( x ) - wxx ( x ) = 0 ( 12)

的基本解,即 G ( x ) = (1/ 2) e- | x | , x I R1 对 G( x ) 容易证明下面的引理成立1 

引理 3

( � ) G( x ) 在 R上有定义,连续且 G ( x ) > 0;

( � ) G( x ) 满足方程 G( x ) - Gxx ( x ) = D( x ) ,其中D( x ) 为 Dirac D函数;

( � ) G I L
q
( R) ,其中 1 [ q [ ] ,且 +G +1 = 1;

( � ) +G * f +H
s = +f +H

s- 21 

假设 u I C
2
( [ 0, T ] ;H

s
(R) ) ( s \2) 是问题( 10)和( 11)的广义解,则方程( 10)可改写成如

下形式:

  utt = G* [ Auxx + Buxx t + U( ux) x ] , ( 13)

其中, ( u* v) ( x ) = QR
u( y ) v( x - y ) dy 为u( x ) 和 v( x ) 的卷积 1 (13) 式对 t积分两次和利

用(52
/ 5x 2

) ( G * f ) = G* f - f , 可知初值问题( 10)和( 11)与下列积分方程等价:

  u( x , t ) = u0( x ) + [ Bu0( x ) + u1( x ) - B( G * u0) ( x ) ] t +

    AQ
t

0
( t - S) [ ( G* u ) ( x , S) - u( x , S) ] dS+ BQ

t

0
[ ( G* u ) ( x , S) -

    u( x , S) ] dS+ Q
t

0
( t - S) [ G* U( ux) x ] ( x , S)dS1 ( 14)

定义 1  对任意 T > 0,如果 u I C ( [ 0, T ] ; H s
(R) ) ( s \2)满足积分方程(14) ,则称 u( x ,

t ) 为积分方程(14) 的连续解或初值问题(10)和(11) 的广义解 1 如果T < ] ,则称u ( x , t ) 是

初值问题(10) 和(11) 的局部广义解; 如果T = ] ,则称 u( x , t ) 是初值问题( 10)和( 11)的整体

广义解1 

1  问题( 10)和( 11)整体解的存在唯一性

1. 1  问题( 10)和( 11)局部解的存在唯一性

本节利用压缩映射原理证明积分方程( 14)的局部连续解和整体连续解的存在唯一性1 为

此,先定义函数空间 X ( T) = C( [ 0, T ] ; H
s
(R) ) ( s > 3/ 2) , 并赋予范数

  +u +X( T) = max
0 [ t [ T

+ u(#, t ) +H
s ,   Pu I X ( T) 1 

易见, X ( T) 是一 Banach空间 1 对于 w I X (T) 定义算子 S 为

  Sw ( x , t ) = u0( x ) + [ Bu0( x ) + u1( x ) - B( G * u0) ( x ) ] t +

    AQ
t

0
( t - S) [ ( G* w ) ( x , S) - w ( x , S) ] dS+

    BQ
t

0
[ ( G* w ) ( x , S) - w ( x , S) ] dS+ Q

t

0
( t - S) [ G* U( wx) x ] ( x , S) dS1 ( 15)
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当 s > 3/ 2时,由 Sobolev嵌入定理,知 u I C( [ 0, T ] ; W1, ]
(R) ) 且

  +u (#, t ) + ] , +ux (#, t ) + ] [ C1 +u(#, t ) +H
s,

其中, C1 > 0是常数和以后的 C i ( T) ( i = 2, 3, ,) 为仅依赖于 T 的常数 1 由此可知, S 映

X (T ) 到 X (T) 1 

其次,对初始值 u0, u1 I H
s
(R) , 令 M = +u0 +H

s + +u1 +H
s1 定义集合

  P( M, T ) = u | u I X (T ) , + u +X( T ) [ 2M + 1 1 
显然, 对每一 M, T > 0, P( M, T) 是 X (T ) 的非空有界闭凸子集 1 我们的目的是指出 S 在

P (M , T) 中有唯一不动点1 

引理 1. 1  假定 s > 3/ 2, u0, u1 I H
s
(R) , U I C

[ s ] + 1
( R) , U(0) = 0,则 S 映P( M, T ) 到

P (M , T) ,且如果 T 相对于M 适当小,则映射 S: P( M, T) y P ( M, T ) 是严格压缩的1 
证明  设 w I P (M , T )1 由 Sobolev嵌入定理知,当 s > 3/ 2时,

  H
s
(R) ?yC

1
B(R) ,

于是

  sup
0 [ t [ T

+w (#, t ) + ] , sup
0 [ t [ T

+wx (#, t ) + ] [ 2M + 1,   Pw I P ( M, T )1 

由引理1和引理 3,有

  +G * w +H
s = +w +H

s- 2 [ +w +H
s , ( 16)

  +G * U( wx) x +H
s = +U( wx ) x +H

s- 2 [ +U( wx ) +H
s- 1 [

    K 1(2M + 1) +wx +H
s- 1 [ K 1(2M + 1) +w +H

s1 ( 17)

根据( 15)至( 17)式、积分型Minkowski不等式及Minkowski不等式,得

  +Sw +H
s [ +u0 +H

s + [ 2B+u0 +H
s + +u1 +H

s ] T +

    2BQ
t

0
+w (#, S) +H

sdS+ 2AQ
t

0
( t - S) +w(#, S) +H

sdS+

    K 1(2M + 1)Q
t

0
( t - S) +w (#, S) +H sdS1 ( 18)

由( 18)式推出

  +Sw +X( T ) [ M + (6BM + M + 2B) T + A+
1
2
K 1(2M + 1) (2M + 1) T

21 

若 T 满足

  T [ min
1

6B+ 1
,

1

2( A+ (1/ 2) K 1(2M + 1) ) (2M + 1)
, ( 19)

则 +Sw +X(T ) [ 2M + 11 从而, 若(19) 式成立, 则 S 映P (M , T) 到 P( M, T )1 
现证明 S 是严格压缩的 1 令 T > 0和 w1, w 2 I P( M, T) 是给定的,利用引理1至 3、积

分型Minkowski不等式及Minkowski不等式,从( 15)式知

  +Sw 1- Sw2 +X (T ) [

    2B+w 1- w 2 +X(T )T + A+
1
2
K 2(2M + 1) +w 1- w 2 +X(T )T

21 

若 T 满足( 19)式和

  T [ min
1

8B
,

1

2 A+ (1/ 2) K2(2M+ 1)
, ( 20)

则 +Sw 1- Sw 2 +X( T) [ (1/ 2) +w 1- w2 +X(T ) 1 引理证毕1 

定理 1. 1  假设 s \ 2, u0, u1 I H
s
(R) , U I C

[ s] + 1
(R) , U(0) = 0,则积分方程(14) 有唯
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一局部连续解, 即初值问题(10) 和(11) 有唯一局部广义解 u I C( [ 0, T 0) ; H
s
(R) ) , 其中, [ 0,

T 0) 是解存在的最大时间区间1 此外,若

  sup
t I [0, T

0
)
( + u +H

s + +u t +H
s) < ] , ( 21)

则 T 0 = ] 1 
证明  根据引理 1. 1和压缩映射原理, 对适当选取的 T > 0, S 有唯一不动点u I P (M ,

T) , 即是初值问题( 10)和( 11)的广义解1 
容易证明对每一�T > 0, 方程( 14) 至多有一个解属于 X (�T )1 令[ 0, T 0) 是 u I X (T 0) 存

在的最大时间区间 1 利用文献[ 9] 中的方法,可以证明,若(21) 式成立,则 T 0 = ] 1 定理证
毕1 

推论 1. 1  若 u I C( [ 0, T 0) ; H
s
(R) ) ( s \2) 是初值问题(10) 和(11) 的局部广义解, 则 u

I C
2
( [ 0, T 0) ; H

s
(R) ) 且满足方程(13) ; 若 u I C( [ 0, T 0) ; H

s
(R) ) 是初值问题(10) 和(11) 的

局部广义解,则当 s > 5/ 2时, u I C
2
( [ 0, T 0) ; C

2
(R) ) 是初值问题( 10)和( 11)的局部古典解1 

1. 2  问题( 10)和( 11)整体解的存在唯一性

定理 1. 2  设 s \ 2, u0, u1 I H
s
(R) , U I C

[ s ] + 1
( R) , U(0) = 0,则问题(10) 和(11) 存在

唯一解 u I C( [ 0, T 0) ; H
s
(R) ) ,其中, [ 0, T 0) 是最大时间区间, 如果

  sup
t I [0, T

0
)
( + ux(#, t ) + ] ) = M1 < ] , ( 22)

则 T 0 = ] 1 
证明  利用积分型Minkowski不等式、引理1、引理 2和( 22)式,由方程( 14) ,可得

  +u (#, t ) +H
s [ + u0 +H

s + (2B+u0 +H
s + +u1 +H

s ) T +

    2BQ
t

0
+ u(#, S) +H

sdS+

    2ATQ
t

0
+ u(#, S) +H

sdS+ K 1( M1) TQ
t

0
+ u(#, S) +H

sdS=

    C2( T ) + C3( T)Q
t

0
+ u(#, S) +H

sdS1 ( 23)

由Gronwall不等式, 根据( 23)式,知

  +u (#, t ) +H
s [ C4( T ) ,   0 [ t [ T 1 ( 24)

方程( 14)对 t求导, 得

  ut ( x , t ) = [ Bu0( x ) + u1( x ) - B( G* u0) ( x ) ] +

    B[ ( G* u) ( x , t ) - u( x , t ) ] +

    AQ
t

0
[ ( G* u) ( x , S) - u ( x , S) ] dS+ Q

t

0
[ G * U( ux) x ] ( x , S)dS1 ( 25)

由积分型Minkowski不等式、引理 1、引理 3和( 24)式,推出

  +u t (#, t ) +H
s [ 2B+u0 +H

s + + u1 +H
s + 2B+u(#, t ) +H

s +

    2AQ
t

0
+u(#, S) +H

sdS+ K 1(M1)Q
t

0
+u (#, S) +H

sdS [

    C5( T ) ,   0 [ t [ T 1 ( 26)

从( 24)式和( 26)式,得

  sup
t I [0, T

0
)
( + u +H

s + +u t +H
s) < ] ,
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故 T 0 = ] 1 定理证毕1 
为得到问题( 10)和(11)整体解存在的条件,我们将建立问题(10)和(11)的一个能量等式1 

引理 1. 2  假设

  u0, u1 I H
1
(R) , U I C( R) , W( ux) = Q

u
x

0
U( y )dy ,

且 W( u0x ) I L
1
(R) ,则问题(10) 和(11) 的广义解 u( x , t ) I C

2
( [ 0, T ] ; H

s
(R) ) ( s \ 2) 满足

等式

  E( t) = +u t (#, t ) +2
+ A+ux(#, t ) +2

+ + uxt (#, t ) +2
+

    2BQ
t

0
+ uxS(#, S) +2

dS+ 2Q
+ ]

- ]
W( ux ( x , t ) )dx = E(0) 1 ( 27)

证明  方程( 10)两边同乘以 2u t ,在(- ] , ] ) @ (0, t ) 上积分,并作分部积分,即得( 27)式1 
引理证毕1 

引理 1. 3  设引理1. 1的条件成立,且 u0, u1 I H
s
( R) ( s \ 2) , W( ux) \ 0,若存在正常数

A, B 以及 Q(1 [ Q [ ] ) , 使得

  | U( ux) | [ AW( ux )
1/ Q

| ux | + B , ( 28)

则问题( 10)和( 11)的广义解 u( x , t ) 有估计

  +ux (#, t ) + ] [ C6( T ) ,   0 [ t [ T 1 ( 29)

证明  利用( 13)式和基本解 G( x ) 的性质导出

  utt + Au = G* [ Au + But + U( ux ) x ] - Bu t1 

上式关于 x 求导,并乘以 2u t , 得

  d
dt
( u

2
x t + Au2

x + 2W( ux) ) = 2G * [ Aux + Buxt + U( ux ) ] uxt - 2Bu2
xt 1 ( 30)

应用引理 3、引理 1. 2、条件( 28)、Young 不等式及 HÊ lder 不等式,可知

  | [ G* U( ux ) ] ( x , t ) | [ [ G * | U( ux ) | ] ( x , t ) [

    AG* [ W( ux )
1/ Q

| ux | ] + B [ A + G + q +W( ux )1/ Q | ux | +Q+ B [

    A +G + q +ux + ] +W( ux ) +1/ Q
1 + B [ C7 +ux + ] + B

及估计

  | G* Aux | [ A+ux + ] ; | G * Bux t | [ B+ux t + ] 1 
把上述不等式代入( 30)式,可见

  d
dt
( u

2
x t + Au2

x + 2W( ux ) ) [

    2C7 +ux + ] +uxt + ] + 2B + uxt + ] +

    2A+ux + ] +uxt + ] + 4B+uxt +2
] 1 

由以上不等式, 得

  d
dt
( u

2
x t + Au

2
x + 2W( ux ) ) [ C8+ C9( +ux +2

] + + uxt +2
] ) 1 

上式对 t 积分并利用 Sobolev 嵌入定理, 得

  +ux +2
] + +ux t +2

] + 2 +W( ux ) + ] [

    + u0 +2
H

s + +u1 +2
H
s + 2 +W( u0x ) + ] + C8T +

    C9Q
t

0
( +ux +2

] + +ux t +2
] ) dS1 
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从而有

  +ux +2
] + +ux t +2

] [ C10+ C11Q
t

0
( +ux +2

] + +uxt +2
] )dS1 

由Gronwall不等式, 便得 +ux +2
] [ C12( T) 1 引理证毕1 

由定理1. 2和引理 1. 3知下列定理成立1 

定理 1. 3  假定

( � ) s \ 2, U I C
[ s] + 1

(R) , U(0) = 0, W( ux) \ 0和 W( u0x) I L
1
(R) ;

( � ) u0 I H
s
(R) , u1 I H

s
(R) ;

( � ) | U( ux) | [ AW( ux )
1/ Q

| ux | + B ,其中, A , B > 0, 1 [ Q [ ] 1 

则问题( 10)和( 11)有唯一整体广义解 u I C( [ 0, ] ) ; H s
(R) )1 

注 1. 1 设 u I C ( [ 0, ] ) ; H s (R) ) 是初值问题( 10) 和(11) 的广义解,若 s > 5/ 2, 则 u(x , t) I C2( [ 0,

] ) ; C2( R) ) 是问题( 10)和( 11)整体古典解1 

2  问题( 10)和( 11)解的爆破

在这节中, 将利用凸性引理(见文献[ 15] )讨论初值问题( 10)和( 11)解的爆破1 

定理 2. 1  假设 U I C(R) , u0, u1 I H
1
(R) 和 W I L

1
(R) 且存在常数 C> 0满足不等式

  yU( y ) [ (3+ 4C) W( y ) ,   Py I R, ( 31)

则问题( 10)和( 11)的广义解或古典解 u( x , t ) 在有限时刻发生爆破,若下列条件之一成立:

( � ) E(0) < 0;

( � ) E(0) = 0,且QR
u0u1dx + QR

u0xu1xdx > 0;

( � ) E(0) > 0,且QR
u0u1dx + QR

u0xu1xdx \ 4C+ 3
4C+ 2

E(0) ( +u0 +2
+ +u1 +2

) ,

其中   E(0) = +u1 +2
+ A+u0x +2

+ +u1x +2
+ 2Q

]

- ]
W( u0x)dx1 

证明  假定问题( 10)和( 11)解的存在时间区间是无限的1 设

  <( t ) = +ux +2
+ +u +2

+ B0( t + t 0)
2
, ( 32)

其中, B0, t 0 > 0待定 1 (32) 式对 t 求导,有

  <c( t ) = 2 QR
uxuxtdx + QR

uu tdx + B0( t + t 0) 1 ( 33)

由Schwarz不等式,得

  ( <c( t ) ) 2 [ 4<( t ) [ + uxt +2
+ +u t +2

+ B0] 1 ( 34)

( 33)式对 t 求导和利用方程( 12) , 推出

  <d( t ) = 2 +ux t +2
+ 2QR

uxuxttdx + 2 + ut +2
+ 2QR

uu ttdx + 2B0 \

    + uxt +2
+ 2 +u t +2

- (2A+ B2
) +ux +2

- 2QR
U( ux) ux dx + 2B01 ( 35)

利用( 32)、( 34)和( 35)式及等式( 27) ,可知

  <( t ) <d( t ) - (1+ C) ( <c( t ) ) 2 \

    - <( t ) (3+ 4C) +ux t +2
+ (2 + 4C) +ut +2

+
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    ( 2+ 4C) B0+ (2A+ B
2
) +ux +2

+ 2QR
U( ux ) uxdx =

    - <( t ) (3+ 4C) E(0) - +ut +2
+

    ( 2+ 4C) B0- ( A+ 4AC- B2
) +ux +2

-

    2(3 + 4C) BQ
t

0
+ux t +2

dS- 2(3+ 4C)QR
W( ux )dx + 2QR

U( ux ) uxdx \

    - <( t ) [ (3+ 4C) E(0) + (2+ 4C) B0] 1 ( 36)

( � ) 若 E(0) < 0,取 B0 = - ( (3+ 4C) / (2+ 4C) ) E( 0) > 0和 t 0足够大,则

  <( t ) <d( t ) - (1+ C) <c2
( t ) \ 0,

且 <(0) , <c(0) > 0,由凸性方法推出, 当 t y T 1 [ t 2 = <(0) / ( C<c(0) ) 时, <( t ) y ] 1 
( � ) 若 E(0) = 0,取 B0 = 01 则( 36)式变为

  <( t ) <d( t ) - (1+ C) <c2
( t ) \ 0,

显然 <(0) > 01 由假定 ( � ) 即知 <c(0) > 01 由凸性方法可知, 当 t y T 1 [ t 2 =

<(0) / ( C<c(0) ) 时, <( t ) y ] 1 
( � ) 若 E(0) > 0,取 B0 = 01 由( 36)式,得

  <( t ) <d( t ) - (1+ C) <c2
( t ) \- (3+ 4C) E(0) <( t ) 1 

令 Q( t) = <- C( t ) 1 则

  

Qc( t ) = - C<- C- 1
( t ) <c( t ) ,

Qd( t ) = ( C+ 1) C<- C- 2
( t ) ( <c( t ) )2 - C<- C- 1

( t ) <d( t ) [

  (3 + 4C) CE(0) <- C- 1
( t )1 

( 37)

由假定( � ) ,知

  Qc(0) = - C<- C- 1
(0) <c(0) < 01 

令 t
*
= sup S | Qc( S) < 0, S I [ 0, t ) ,由 Qc( t ) 的连续性知 t

*
> 01 (37) 式两边同乘以

2Qc( t ) , 得

  d
dt
( Qc( t ) )2 \- 2C2

(3 + 4C) E (0) <- 2C- 2
( t ) <c( t ) =

    2C2
(3+ 4C)

1 + 2C
E (0) [ <- 2C- 1

( t ) ]c,   t I [ 0, t * ) 1 ( 38)

( 38)式两边对 t 在[ 0, t ) (0 [ t < t
*
) 上积分,有

  ( Qc( t ) ) 2 \ ( Qc( 0) )
2
+

    2C2
(3+ 4C)

1 + 2C
E (0) [ <- 2C- 1

( t ) - <- 2C- 1
(0) ] ,   t I [ 0, t * ) 1 ( 39)

从条件( � )可知

  ( Qc(0) ) 2
-

2C
2
( 3+ 4C)
1+ 2C

E (0) <- 2C- 1
(0) > 01 ( 40)

由 Qc( t ) 的连续性及( 39)式和( 40)式,可见

  Qc( t ) [ - ( Qc(0) ) 2
-

2C2
(3+ 4C)

1+ 2C
E (0) <- 2C- 1

(0)
1/ 2

,   t I [ 0, t * ) 1 ( 41)

根据 t
*
的定义, (41) 式对 t \0都成立1 因此

  Q( t) [ Q(0) - ( Qc(0) )2 - 2C2
(3 + 4C)
1+ 2C

E(0) <
- 2C- 1

(0)
1/ 2

t ,   t > 01 ( 42)
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由( 42)式知,存在某个 T 1 > 0,使得 Q(T 1) = 0且0 < T 1 [ T 0, 其中

  T 0 = Q(0) ( Qc(0) )2 - 2C2
(3 + 4C)
1+ 2C

E(0) <- 2C- 1
(0)

- 1/ 2

1 

因此,当 t y T 1 [ T 0 时, <( t ) y ] 1 
综合上述情况, 在假定( � )至( � )的条件下, <( t ) 在 t趋于T 1 时变成无穷大1 这与问题

(10)和(11)解存在的最大时间区间为无限的事实矛盾,所以解存在的最大时间区间是有限的1 
定理证毕1 

3  关于初值问题( 3)和( 2)的结果

利用第1节和第 2节的方法可以证明下列定理成立1 
定理 3. 1  假定

( � ) s \ 2, g I C
[ s ]+ 1

(R) , g(0) = 0, F( ux) \ 0, F( u0x ) I L
1
( R) ;

( � ) u0, u1 I H
s
(R) ;

( � ) | g ( ux ) | [ AF( ux )
1/ Q

| ux | + B,其中, A , B > 0, 1 [ Q [ ] 1 

则问题( 3)和( 2)有唯一整体广义解 u I C( [ 0, ] ) ;H s
( R) ) , 其中

  F( ux) = Q
u
x

0
g ( s) ds1 

注 3. 1 设 u I C( [ 0, ] ) ; H s ( R) ) 是初值问题(3) 和(2) 的广义解 ,若 s > 5/ 2,则 u (x , t) I C2( [ 0, ] ) ;

C2( R) ) 是问题( 3)和( 2)的整体古典解1 

定理 3. 2  假设 g I C (R) , u0, u1 I H
1
(R) , F I L

1
( R) ,且存在常数 C> 0满足不等式

  yg ( y ) [ (3 + 4C)F( y ) ,   Py I R, ( 43)

则问题( 3)和( 2)的广义解或古典解 u ( x , t ) 在有限时刻发生爆破,若下列条件之一成立:

( � ) E(0) < 0;

( � ) E(0) = 0,且QR
u0u1dx + QR

u0xu1xdx > 0;

( � ) E(0) > 0,且QR
u0u1dx + QR

u0xu1xdx \ 4C+ 3
4C+ 2E(0) ( +u0 +2

+ +u1 +2
) ,

其中   E(0) = +u1 +2
+ D+u0x +2

+ +u1x +2
+ 2Q

]

- ]
F( u0x )dx 1 
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Wave Equations of Fourth Order
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Abstract: The existence and the uniqueness of the global generalized solution and the global classical

solution to the initial value problem for a class of nonlinear wave equation of fourth order are studied

in the fractional order Sobolev space by the contraction mapping principle and the extension theorem.

The sufficient conditions for blow up of the solution to the above initial value problem are given.

Key words: nonlinear wave equation of fourth order; initial value problem; global solution; blow up of

solution
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