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摘要:  研究了一类正倒向重随机微分方程, 其涵盖了以前的包括随机 Hamilton 系统的很多情况1 

通过连续性方法,在较弱的单调条件下得到了其解的存在唯一性结果1 然后研究了正倒向重随机

微分方程的解依赖于参数的连续性和可微性1 
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引   言

自从 1990年 Pardoux 和 Peng[ 1]提出了倒向随机微分方程理论,倒向随机微分方程和正倒

向随机微分方程理论得到了广泛的研究(见 El Karoui, Peng 和 Quenez[ 2] ;Ma和 Yong[ 3] ) 1 一般

地,一个正倒向随机微分方程包含一个 ItÉ型正向随机微分方程和一个耦合的 Pardoux-Peng 型

倒向随机微分方程[ 1] 1 Antonelli[ 4] ,Ma, Protter和 Yong[ 5]等对正倒向随机微分方程进行了一系

列的研究,并应用到金融中1 其中一个研究方向是由Hu和Peng[ 6]首先提出,由 Peng 和Wu[ 7] ,

Yong[ 8] , Peng 和 Shi[ 9]以及 Peng[ 10]作了进一步的研究, 并且 Peng[ 10]推广了由 Bismut [ 11]于 1973

年提出的随机Hamilton系统1 

最近, Peng和 Shi[ 12]引入了一类时间对称的正倒向随机微分方程,其中的正向方程和倒向

方程都是 Pardoux 和 Peng[ 13]引入的/倒向重随机微分方程01 这些方程包含耦合的一个正向重

随机微分方程和一个倒向重随机微分方程,从而推广了正倒向随机微分方程的概念1 

本文中我们将在 Peng 和Shi[ 12]工作的基础上进一步深入研究这一类正倒向重随机微分方

程1 此类系统能应用于随机偏微分方程的Feynman-Kac公式的研究,以及随机 Hamilton系统的

推广,因而在力学中必将有重要的应用前景1 我们将减弱文献[ 12]中的单调性假设,且处理更

一般的情形,比如,正向方程和倒向方程的维数不同且初始条件不是常数而是函数的情况1 这

是研究随机偏微分方程的 Feynman-Kac公式必然出现的问题1 我们通过由 Peng和Wu [ 7]引入
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的 H- 矩阵方法和文献[ 14] 中的方法来处理上述情况 1 然而由于本文减弱了单调条件, 我们

需要与文献[ 13] 中一样的限制,即函数 g关于 z和函数G 关于Z 的Lipschitz常数 K需要满足

0 < K< 11 

令 ( 8, F, P) 是一个概率空间, [ 0, T ] 是一个固定的任意大的时间区间 1 假设

Wt ;0 [ t [ T 和 Bt ; 0 [ t [ T 是定义于( 8 , F, P ) ,分别取值于 R
d
和 R

l
的两个完全独立

的标准Brown运动1 令N 是F 中全部P- 零集的集合 1 对于每个 t I [ 0, T ] ,我们定义 Ft ·

F W
t D F B

t , T ,其中F W
t = N D R Wr - W0; 0 [ r [ t , F B

t , T = N D R Br- Bt ; t [ r [ T 1 

注意 Ft , t I [ 0, T ] 是既不增也不减的,故不能构成一个信息流 1 设M
2
(0, T ; R

n
) 为全部的

Ft -可测的n维实值随机过程 vt ; t I [ 0, T ] 且满足EQ
T

0
| vt |

2dt < ] 的空间1 显然, M
2
(0,

T ; R
n
) 是Hilbert空间 1 对于给定的 u I M

2
(0, T ; R

d
) 和 v I M

2
( 0, T ; R

l
) ,定义(标准) 正向

ItÉ积分Q
#

0
usdWs 和倒向 ItÉ积分Q

T

#
vsdBs 1 它们都属于 M

2
(0, T ; R)

[ 13] 1 

考虑如下形式的正倒向重随机微分方程:

  

yt = 7 ( Y0) + Q
t

0
f ( s , y s, Ys , zs , Zs) ds +

  Q
t

0
g( s , ys , Ys , zs, Zs) dWs - Q

t

0
zsdBs ,

Yt = 5 ( yT ) - Q
T

t
F( s , ys, Ys, zs , Zs )ds -

  Q
T

t
G( s, ys , Ys , zs, Zs)dBs - Q

T

t
ZsdWs 1 

( 1)

当方程( 1)不涉及倒向 ItÉ积分时,即当 G S 0和 f , g, F 是独立于 z , 7 ( Y0) 退化为独立于 Y0

的常向量时,这个方程组将退化为由 Hu和 Peng
[ 6]
等研究的正倒向随机微分方程1 另一方面,

Pardoux 和Peng[ 13]提出了一类新的倒向随机微分方程,称为/倒向重随机微分方程01 本文的目的

是综合上述两个结果,研究方程( 1)解的存在唯一性以及解依赖于参数的连续性和可微性1 在单

调性假设下(见( H1)和 ( H2) ) , 我们应用首先由 Peng[ 15]引入的连续性方法来解方程 ( 1) 1 

Yong
[ 8]
对这种方法作了更详尽的讨论1 方程( 1)推广了由 Peng 和 Shi

[ 12]
引进的时间对称的正

倒向随机微分方程1 

在第1节给出基本假设和解的存在唯一性定理以及唯一性的证明1 第2节给出先验估计1 
第3节证明了存在性1 在第 4节, 研究正倒向重随机微分方程解依赖于参数的连续性和可微

性1 

1  问题的提出和存在唯一性定理

考虑如下形式的正倒向重随机微分方程:

  

dyt = f ( t , yt , Yt , zt , Zt )dt + g( t , yt , Yt , zt , Zt )dWt - z tdBt ,

  y 0 = 7 ( Y0) ,

dYt = F( t , yt , Yt , zt , Z t )dt + G( t , yt , Yt , zt , Z t )dBt + Z tdWt ,

  YT = 5 ( yT ) ,

( 2)
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其中

  F : 8 @ [ 0, T ] @ R
n @ R

m @ R
n@ l @ R

m@ d y R
m
,

  f : 8 @ [ 0, T ] @ R
n @ R

m @ R
n@ l @ R

m@ d y R
n
,

  G: 8 @ [ 0, T ] @ R
n @ R

m @ R
n@ l @ R

m@ d y R
m@ l

,

  g: 8 @ [ 0, T ] @ R
n @ R

m @ R
n@ l @ R

m@ d y R
n@ d

,

  7 : 8 @ R
m y R

n
, 5 : 8 @ R

n y R
m1 

给定一个 m @ n满秩矩阵H ,引入记号 u = ( y , Y, z , Z) , A( t , u) = ( H
T
F , Hf , H

T
G, Hg) ( t ,

u) 1 其中 H
T
G = ( H

T
G1 ,H

T
Gl ) 和 Hg = (Hg1 ,Hgd ) 1 采用 R

n
, R

m
, R

m@ l和R
n@ d里通常

的内积3#, #4和 Euclidean范数|#| 1 文中所有等式和不等式都是在 dt @ dP 意义下在[ 0, T ] @

8 上几乎必然成立的1 

定义 1. 1  F t- 可测的四元随机过程( y , Y, z , Z) I M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) 如果使得方

程( 2)成立, 则被称为正倒向重随机微分方程( 2)的解1 
如下单调性假设是我们的主要假设:

(H1)

  3A( t , u) - A( t , �u) , u - �u4 [ - L1( | H ( y - �y ) |
2
+ | H( z - �z) |

2
) -

    L2( | H
T
( Y- �Y) |

2
+ | H

T
( Z - �Z ) |

2
) ,

  P u = ( y, Y, z , Z) , �u = (�y , �Y, �z , �Z ) I R
n @ R

m @ R
n@ l @ R

m@ d
, P t I [ 0, T ] 1 

(H2)

  37 ( Y) - 7 ( �Y) , H
T
( Y- �Y) 4 [ - B2 | H

T
( Y- �Y) |

2
,   P Y, �Y I R

m
,

  35 ( y ) - 5 (�y ) , H( y - �y ) 4 \ B1 | H( y - �y ) |
2
,   Py , �y I R

n
,

其中 L1, L2, B1和 B2是给定的非负常数, 满足 L1+ L2 > 0, B1+ B2 > 0, L1+ B2 > 0和 L2+ B1

> 01 而且要求当 m > n 时, L1 > 0, B1 > 0;当 m < n 时, L2 > 0, B2 > 01 

还假设

(H3) 对每个 u I R
n+ m+ n@ l+ m@ d

, A( #, u) 是定义在[ 0, T ] 上 F t- 可测的向量过程, 且

A( #, 0) I M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) ,对每个 y I R

n
, 5 ( y ) 是 F T- 可测的随机向量,且 5 (0)

I L
2
( 8, FT, P; R

n
) ,对每个 Y I R

m
, 7 ( Y)是 F0- 可测的随机向量, 且 7 (0) I L

2
( 8 , F0, P ;

R
m
)1 
(H4) A( t , u) 和 5 , 7 满足 Lipschitz条件:存在常数 k > 0和0 < K< 1满足 P u, �u I

R
n+ m+ n@ l+ m@ d

, P t I [ 0, T ] ,

  | f ( t , y , Y, z , Z) - f ( t , �y , �Y, �z , �Z ) |
2 [

    k ( | y - �y |
2
+ | Y- �Y |

2
+ | z - �z |

2
+ | Z- �Z |

2
) ,

  | F( t , y , Y, z , Z) - F( t , �y , �Y, �z , �Z) |
2 [

    k ( | y - �y |
2
+ | Y- �Y |

2
+ | z - �z |

2
+ | Z- �Z |

2
) ,

  | g( t , y , Y, z , Z) - g ( t , �y , �Y,�z , �Z) |
2 [

    k ( | y - �y |
2
+ | Y- �Y |

2
+ | Z - �Z |

2
) + K| z - �z |

2
,

  | G( t , y , Y, z , Z) - G( t , �y , �Y,�z , �Z) |
2 [

    k ( | y - �y |
2
+ | Y- �Y |

2
+ | z - �z |

2
) + K| Z- �Z |

2
,

  | 7 ( Y) - 7 (�Y) | [ k | Y- �Y | , | 5 ( y ) - 5 (�y ) | [ k | y - �y | 1 

486 一般正倒向重随机微分方程的解



我们的主要结果是下面的存在唯一性定理1 

定理 1. 1  假设( H1) ~ ( H4)下, 方程( 2)在 M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) 中有唯一解1 

定理的证明分唯一性和存在性两部分,先证明唯一性, 在下一部分证明存在性1 
证明(唯一性)  令 U = ( y , Y, z , Z) 和 Uc= ( yc, Yc, zc, Zc) 是方程(2) 的两个解 1 设

U
^

= U- Uc= ( y
^

, Y
^

, z
^

, Z
^

) = ( y - yc, Y- Yc, z - zc, Z- Zc) 1 在[ 0, T ] 上对3Hy
^

, Y
^

4应

用 ItÉ公式,可得

  E3Hy
^

T , 5 ( yT ) - 5 ( y
c
T ) 4- E3H( 7 ( Y0) - 7 ( Y

c
0) ) , Y

^

04=

    EQ
T

0
3A( t , Ut ) - A( t , U

c
t ) , U

^

t4dt [

    - L1EQ
T

0
( | H( yt - y

c
t ) |

2
+ | H( zt - z

c
t ) |

2
) dt -

    L2EQ
T

0
( | H

T
( Yt - Y

c
t ) |

2
+ | H

T
( Z t - Z

c
t ) |

2
) dt1 

由假设(H1)和(H2) ,可得

  L1EQ
T

0
( | H( yt - y

c
t ) |

2
+ | H( z t - z

c
t ) |

2
)dt +

    L2EQ
T

0
( | H

T
( Yt - Y

c
t ) |

2
+ | H

T
( Z t - Z

c
t ) |

2
)dt [ 01 

如果 m > n, L1 > 0,我们有 | H( yt - y
c
t ) |

2 S 0, | H( z t - z
c
t ) |

2 S 01 那么 y t S y
c
t和

z t S z
c
t1 特别地, 5 ( yT ) = 5 ( y

c
T )1 从而,由倒向重随机微分方程解的唯一性结果[ 13]

, 可得

Yt S Y
c
t 和Z t S Z

c
t1 

如果 m < n, L2 > 0,我们有 | H
T
( Yt - Y

c
t ) |

2 S 0, | H
T
( Zt - Z

c
t ) |

2 S 01 那么 Yt S Y
c
t

和 Zt S Z
c
t 1 特别地, 7 ( Y0) = 7 ( Y

c
0)1 从而,由倒向重随机微分方程解的唯一性结果

[ 13]
,可

得 yt S y
c
t 和 zt S z

c
t 1 

当 m = n 时, 类似于上面的情况,可得结果1 唯一性得证1 

注 1. 1 在存在唯一性的证明中, ( H1)和( H2)可替换为

(H1)c

  3A( t, u ) - A( t, �u ) , u - �u4 \ L1( | H( y - �y ) | 2+ | H ( z - �z) | 2) +

    L2( | HT( Y- �Y) | 2+ | HT( Z - �Z) | 2) ,

  P u = ( y , Y, z, Z) , �u = (�y ,�Y,�z, �Z ) I Rn @ Rm @ Rn @ l @ Rm@d , P t I [ 0, T ] 1 

(H2)c

  37 ( Y) - 7 (�Y) , H
T
( Y- �Y)4 \ B2 | H

T
( Y - �Y) |

2
,   P Y, �Y I R

m
,

  35 ( y ) - 5 (�y ) , H( y - �y )4 [ - B1 | H( y - �y ) | 2,    P y , �y I Rn1 

其中 L1, L2 , B1 和 B2 是给定的非负常数,满足 L1+ L2 > 0, B1 + B2 > 0, L1 + B2 > 0和 L2+ B1 > 01 而且要

求当 m > n 时, L1 > 0, B1 > 0; 当 m < n 时, L2 > 0, B2 > 01 

2  先 验估 计

存在性的证明结合了上面的技巧和 Peng[ 15]引入的先验估计方法1 为使证明更清晰和易

于理解,分析 3种情况: m < n, m > n, m = n 1 
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第 1种情形  当 m > n 时, L1 > 0, B1 > 01 考虑一族正倒向重随机微分方程

  

dyt = [ Af ( t , Ut ) + f 0( t ) ] dt - z tdBt + [ Ag( t , Ut ) + g0( t ) ] dWt ,

dYt = [ AF( t , Ut ) - (1 - A) L1Hy t + F0( t ) ] dt + ZtdWt +

  [ AG( t , Ut ) - (1 - A) L1Hzt + G0( t ) ] dBt ,

y0 = A7 ( Y0) + W, YT = A5 ( yT ) + (1 - A) HyT + U,

( 3)

这里 U = ( y , Y, z , Z) 和( F0, f 0, G0, g0) I M
2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , W I L

2
( 8 , F 0, P ; R

n
)

以及 U I L
2
( 8 , F T , P ; R

m
) 是任意给定的1 

当 A= 1时,方程(3) 解的存在意味着方程(2) 解的存在 1 当 A= 0时,由倒向重随机微

分方程解的存在唯一性[ 13]
,方程(3) 是唯一可解的 1 下面的引理在连续性方法中是关键的,

它给出了对固定的 A= A0 I [ 0, 1) ,若方程(3) 是唯一可解的,则存在某个与 A0无关的正常数

D0,使对 A I [ A0, A0+ D0] , 方程( 3)也唯一可解1 

引理 2. 1  假设 m > n和假设(H1) ~ (H4) ,若对某个 A0 I [ 0, 1) , W I L
2
( 8 , F0, P; R

n
) ,

UI L
2
( 8, FT, P; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) ,方程(3) 是唯一可解的,则

存在某一与 A0无关的正常数 D0,使对 A I [ A0, A0+ D0] , W I L
2
( 8 , F 0, P ; R

n
) , U I L

2
( 8 ,

F T, P ; R
m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , 方程(3) 在 M

2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
)

中也唯一可解1 

证明  当 A= A0时,对 W I L
2
( 8, F 0, P ; R

n
) , U I L

2
( 8 , F T , P ; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I

M
2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , 方程 (3) 存在唯一解, 则对每个 �U = (�y , �Y, �z , �Z) I M

2
(0, T ;

R
n+ m+ n@ l+ m@ d

) 存在唯一的 U = ( y, Y, z , Z) I M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) 满足如下的方程:

  dyt = [ A0f ( t , Ut ) + Df ( t , �Ut ) + f 0( t ) ] dt - ztdBt +

    [ A0g ( t , Ut ) + Dg( t , �Ut ) + g0( t ) ] dWt ,

  dYt = [ A0F( t , Ut ) - (1 - A0) L1Hyt + D( F( t , �Ut ) + L1H�yt ) + F0( t ) ] dt +

    Z tdWt + [ A0G( t , Ut ) - ( 1- A0) L1Hzt +

    D( G( t , �Ut ) + L1H�z t ) + G0( t ) ] dBt ,

  y0 = A0 7 ( Y0) + D7 (�Y0) + W,

  YT = A0 5 ( yT ) + (1- A0) HyT + D( 5 (�yT ) - H�yT ) + U,

这里 D I (0, 1) 且独立于 A01 我们的目的是证明下面的映射:

  U = IA
0
+ D( �U) : M

2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) y M

2
( 0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
)

对于足够小的 D> 0是压缩的1 

令

  �Uc= (�yc, �Yc, �zc, �Zc) I M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) ,

  ( yc, Yc, zc, Zc) = Uc= IA
0
+ D( �Uc) ,

  �U
^

= �U- �Uc= (�y
^
, �Y

^

, �z
^
, �Z

^

) = (�y - �yc, �Y- �Yc, �z - �zc, �Z - �Zc) ,

  U
^

= U- Uc= ( y
^

, Y
^

, z
^

, Z
^

) = ( y - yc, Y- Yc, z - zc, Z- Zc) 1 

在 [ 0, T ] 上对3Hy
^

, Y
^

4应用 ItÉ公式,得到

  E3Hy
^

T , A0 5
^

( yT ) + (1- A0) Hy
^

T4-
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    EQ
T

0
3A0( A( t , Ut ) - A( t , U

c
t ) ) , U

^

t4dt +

    ( 1- A0) L1EQ
T

0
( | Hy

^

t |
2
+ | Hz

^

t |
2
)dt =

    E3Hy
^

T , DH�y
^

T4- E3Hy
^

T , D5
^

(�yT )4+ E3H( A0 7
^

( Y0) + D7
^

(�Y0) ) , Y
^

04+

    DEQ
T

0
(3Y

^

t , Hf
^

( t , �Ut )4+ 3Hy
^

t , F
^

( t , �Ut ) 4+ 3Z
^

t , Hg
^

( t , �Ut ) 4+

    3Hz
^

t , G
^

( t , �Ut )4)dt + DL1EQ
T

0
(3Hy

^

t , H�y
^

t4+ 3Hz
^

t , H�z
^

t4)dt ,

其中

  f
^

( t , �Ut ) = f ( t , �Ut ) - f ( t , �Uc
t ) , g

^

( t , �Ut ) = g( t , �Ut ) - g( t , �Uc
t ) ,

  F
^

( t , �Ut ) = F( t , �Ut ) - F( t , �U
c
t ) , G

^

( t , �Ut ) = G( t , �Ut ) - G( t , �U
c
t ) ,

  7
^

( �Y0) = 7 (�Y0) - 7 ( �Yc
0) , 7

^

( Y0) = 7 ( Y0) - 7 ( Y
c
0 ) ,

  5
^

(�yT ) = 5 (�yT ) - 5 (�yc
T ) , 5

^

( yT ) = 5 ( yT ) - 5 ( y
c
T )1 

由 m > n 和假设( H1) ~ ( H4) ,可得

  (1 - A0+ A0B1)E | Hy
^

T |
2
+ L1EQ

T

0
( | Hy

^

t |
2
+ | Hz

^

t |
2
)dt [

    DCEQ
T

0
( | U

^

t |
2
+ | �U

^

t |
2
)dt +

    DC(E | Y
^

0 |
2
+ E | y

^

T |
2
+ E | �Y

^

0 |
2
+ E | �y

^

T |
2
) , ( 4)

其中常数 C > 01 此后, C 将是适当的常数,它可以逐行不同且只依赖于 Lipschitz常数 k , K,

L1, B1, H及T 1 显然 1 - A0+ A0B1 \ B, B= min(1, B1) > 01 

另外,对 ( Y
^

, Z
^

) = ( Y- Yc, Z- Zc) 应用估计的通常技术. 在[ t , T ] 上对 | Y
^

t |
2应用 ItÉ

公式,有

E | Y
^

T |
2
- E | Y

^

t |
2

=

  2EQ
T

t
3Y

^

s , A0F
^

( s, Us) - (1 - A0) L1Hy
^

s + D( F
^

( s , �Us ) + L1H�y
^

s )4ds -

  EQ
T

t
| A0G

^

( s, Us) - (1 - A0) L1Hz
^

s + D( G
^

( s , �Us) + L1H�z
^

s) |
2ds +

    EQ
T

t
| Z

^

s |
2ds1 

由假设(H4) ,可得

E | Y
^

t |
2
+ EQ

T

t
| Z

^

s |
2
ds =

  E | A0 5
^

( yT ) + (1 - A0) Hy
^

T + D( 5
^

(�yT ) - H�y
^

T ) |
2
-

  2EQ
T

t
3Y

^

s , A0F
^

( s, Us) - (1 - A0) L1Hy
^

s + D( F
^

( s , �Us ) + L1H�y
^

s )4ds +

  EQ
T

t
| A0G

^

( s, Us) - (1 - A0) L1Hz
^

s + D( G
^

( s , �Us) + L1H�z
^

s) |
2ds [
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  4E[ A0
2
| 5

^

( yT ) |
2
+ (1 - A0)

2
| Hy

^

T |
2
+ D2 | 5

^

(�yT ) |
2
+ D2 | H�y

^

T |
2
] +

  2EQ
T

t
| Y

^

s | ( A0 | F
^

( s, Us) | + (1- A0) L1 | Hy
^

s | + D| F
^

( s, �Us) | +

  DL1 | H�y
^

s | ) ds + EQ
T

t

1+ K
2K

A20 | G
^

( s, Us) |
2 ds +

  3EQ
T

t

1 + K
1 - K

( (1- A0)
2L21 | Hz

^

s |
2
+ D2 | G

^

( s , �Us ) |
2
+ D2L21 | H�z

^

s |
2
) ds [

  CE | y
^

T |
2
+ DCE | �y

^

T |
2
+

  EQ
T

t

4k
1- K

| Y
^

s |
2
+

1 - K
4k

| F
^

( s, Us) |
2

+ (1 - A0) L1( | Y
^

s |
2
+ | Hy

^

s |
2
) ds +

  DEQ
T

t
[ ( | Y

^

s |
2
+ | F

^

( s, �Us) |
2
) + L1( | Y

^

s |
2
+ | H�y

^

s |
2
) ] ds +

  EQ
T

t

1 + K
2K

| G
^

( s , Us) |
2 ds +

  3EQ
T

t

1 + K
1 - K

( (1- A0)
2L21 | Hz

^

s |
2
+ D2 | G

^

( s , �Us ) |
2
+ D2L21 | H�z

^

s |
2
) ds [

  CE | y
^

T |
2
+ DCE | �y

^

T |
2
+ CEQ

T

t
| Y

^

s |
2ds + DCEQ

T

t
| �U

^

s |
2d s +

  CEQ
T

t
( | y

^

s |
2
+ | z

^

s |
2
)ds +

3+ K
4 EQ

T

t
| Z

^

s |
2
ds1 

从而

  E | Y
^

t |
2
+

1- K
4 EQ

T

t
| Z

^

s |
2
ds [

    CEQ
T

t
| Y

^

s |
2ds +

    C (E | y
^

T |
2
+ DE | �y

^

T |
2
) + CEQ

T

t
( | y

^

s |
2
+ | z

^

s |
2
+ D| �U

^

s |
2
)ds1 

由Gronwall不等式, 可得

  E | Y
^

t |
2
+ EQ

T

t
| Z

^

s |
2d s [

    C (E | y
^

T |
2
+ DE | �y

^

T |
2
) + CEQ

T

0
( | y

^

t |
2
+ | z

^

t |
2
+ D| �U

^

t |
2
) dt ,

  P t I [ 0, T ] 1 
则

  E | Y
^

0 |
2
+ EQ

T

0
( | Y

^

t |
2
+ | Z

^

t |
2
)dt [

    C (E | y
^

T |
2
+ DE | �y

^

T |
2
) + CEQ

T

0
( | y

^

t |
2
+ | z

^

t |
2
+ D| �U

^

t |
2
)dt 1 ( 5)

结合上面的两个估计( 4)和( 5) ,对于足够大的常数 C , 可得

  EQ
T

0
| U

^

t |
2dt + E | y

^

T |
2
+ E | Y

^

0 |
2 [

    DC EQ
T

0
| U

^

t |
2
dt + E | y

^

T |
2
+ E | Y

^

0 |
2
+
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    EQ
T

0
| �U

^

t |
2
dt + E | �y

^

T |
2
+ E | �Y

^

0 |
2 1 

取 D0 = 1/ ( 3C )1 容易看出,对于固定的 D I [ 0, D0] ,映射 IA
0
+ D是压缩的,即

  EQ
T

0
| U

^

t |
2dt + E | y

^

T |
2
+ E | Y

^

0 |
2 [

    1
2

EQ
T

0
| �U

^

t |
2dt + E | �y

^

T |
2
+ E | �Y

^

0 |
2 1 

从而这个映射存在唯一不动点 U= ( y , Y, z , Z) I M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) ,它就是当 A= A0

+ D, D I [ 0, D0] 时方程( 3)的解1 证毕1 
第 2种情形  当 m < n 时, L2 > 0, B2 > 01 考虑一族正倒向重随机微分方程

  

dyt = [ Af ( t , Ut ) - (1 - A) L2H
T
Yt + f 0( t ) ] dt - ztdBt +

  [ Ag( t , Ut ) - (1 - A) L2H
T
Zt + g0( t ) ] dWt ,

dYt = [ AF( t , Ut ) + F0( t ) ] dt - ZtdWt + [ AG( t , Ut ) + G0( t ) ] dBt ,

y0 = A7 ( Y0) + (1- A) H
T
Y0 + W, YT = A5 ( yT ) + U1 

( 6)

当 A= 0时,由倒向重随机微分方程解的存在唯一性[ 13] ,方程( 6)是唯一可解的1 当 A=

1时, 方程( 6)解的存在意味着方程( 2)解的存在1 类似于引理 2. 1的论述,也可以得到如下引

理:

引理 2. 2  假设 m < n 和假设(H1) ~ (H4) , 若对某个 A0 I [ 0, 1) , W I L
2
( 8 , F 0, P ;

R
n
) , U I L

2
( 8, F T , P ; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) ,方程(6) 是唯一可解

的, 则存在某一与 A0无关的正常数 D0,使对 A I [ A0, A0+ D0] 和 W I L
2
( 8 , F 0, P; R

n
) , U I

L
2
( 8, FT , P ; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , 方程 (6) 在 M

2
(0, T ;

R
n+ m+ n@ l+ m@ d

) 也唯一可解1 

第 3种情形  当 m = n 时, 由假设( H1)和(H2) ,只需考虑:

1) 如果 L1 > 0, L2 \ 0, B1 > 0, B2 \ 0, 有与引理2. 1相同的结果;

2) 如果 L1 \ 0, L2 > 0, B1 \ 0, B2 > 0, 可以得到引理2. 2相同的结果1 

3  定理 1. 1存在性的证明

现在给出定理 1. 1存在性的证明1 

证明(存在性)  首先考虑 m > n的情形 1 当 A= 0时,对于 W I L
2
( 8, F 0, P ; R

n
) , UI

L
2
( 8, FT , P ; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , 方程(3) 有唯一解 1 由引理

211知,存在与 A无关的正常数D0= D0( k , K, B1, L1, H , T ) 使得对 D I [ 0, D0] , W I L
2
( 8, F 0,

P ; R
n
) , U I L

2
( 8 , FT , P ; R

m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) ,方程(3) 当 A= D

时有唯一解1 由于 D0只依赖于 k , K, B1, L1, H , T ,可以重复N 次这一过程,使得1 [ ND0< 1

+ D01 特别地, 当 A= 1 时, 取 ( F0, f 0, G0, g0) S 0, U S 0, W S 0, 方程(3) 在 M
2
(0, T ;

R
n+ m+ n@ l+ m@ d

) 中有唯一解1 

再考虑 m < n的情形1 当 A= 0时,对于 W I L
2
( 8, F 0, P ; R

n
) , U I L

2
( 8 , F T , P ; R

m
) ,

( F0, f 0, G0, g0) I M
2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) ,方程(6) 有唯一解1 由引理2. 2知,存在与 A无关

的正常数 D0 = D0( k , K, B2, L2, H , T ) 使得对 D I [ 0, D0] , W I L
2
( 8, F 0, P ; R

n
) , U I L

2
( 8 ,
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FT , P ; R
m
) , ( F0, f 0, G0, g0) I M

2
(0, T ; R

m+ n+ m@ l+ n@ d
) , 方程(6) 当 A= D时有唯一解1 由于

D0只依赖于 k , K, B2, L2, H , T ,可以重复N次这一过程,使得1 [ ND0< 1+ D01 特别地,当 A=

1时,取( F0, f 0, G0, g0) S 0, U S 0, W S 0,方程(6) 在 M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) 中有唯一解1 

类似于上面的情形, 当 m = n 时,也可得存在性结果1 存在性得证1 

4  正倒向重随机微分方程对参数的依赖性

本节中,讨论正倒向重随机微分方程的解对参数的连续性和可微性1 令 fA, gA, FA, GA,

7A, 5 A, A I R 为一族正倒向重随机微分方程

  

dyAt = fA( t , y
A
t , Y

A
t , z

A
t , Z

A
t )dt + gA( t , y

A
t , Y

A
t , z

A
t , Z

A
t )dWt - z

A
t dBt ,

y
A
0 = 7A( Y

A
0 ) ,

dY
A
t = FA( t , y

A
t , Y

A
t , z

A
t , Z

A
t )dt + GA( t , y

A
t , Y

A
t , z

A
t , Z

A
t )dBt + Z

A
t dWt ,

Y
A
T = 5 A( y

A
T ) 1 

( 7)

其解记为 ( y
A
, Y

A
, z

A
, Z

A
) 1 

假定

(H5)

1) fA, gA, FA, GA, 7 A, 5A; A I R 关于相同的常数 k 满足等度

  Lipschitz条件(见(H4) ) ;

2) fA, gA, FA, GA, 7 A, 5A 分别在M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ d+ m@ l
) 和

  L
2
( 8 , F 0, P ; R

n
) @ L

2
( 8, F T , P; R

m
) 中关于 A是连续的 1 

有下面的连续性结果1 

定理 4. 1  令 fA, gA, FA, GA, 7A, 5 A; A I R 为一族正倒向重随机微分方程( 7) ,满足假

设(H1) ~ ( H5) , 其解记为 ( y
A
, Y

A
, z

A
, Z

A
) 1 则函数族 ( y

A
, Y

A
, z

A
, Z

A
) ; A I R 在 M

2
(0, T ;

R
n+ m+ n@ l+ m@ d

) 中关于 A是连续的1 

证明  为记号简便,仅证方程( 7)的解在 A= 0时连续1 只需证 Ay 0时, ( y
A
, Y

A
, z

A
, Z

A
,

y
A
T , Y

A
0) 在 M

2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) @ L

2
( 8 , F T, P ; R

n
) @ L

2
( 8, F 0, P ; R

m
) 中,收敛于( y

0
, Y

0
,

z
0
, Z

0
, y

0
T , Y

0
0) 1 

令 U
^

t = U
A
t - U

0
t = ( y

^

t , Y
^

t , z
^

t , Z
^

t ) = ( y
A
t - y

0
t , Y

A
t - Y

0
t , z

A
t - z

0
t , Z

A
t - Z

0
t ) 1 则

  dy
^

t = ( fA( t , U
A
t ) - f 0( t , U

0
t ) )dt + ( gA( t , U

A
t ) - g0( t , U

0
t ) )dWt - z

^

tdBt ,

  dY
^

t = ( FA( t , U
A
t ) - F0( t , U

0
t ) )dt + ( GA( t , U

A
t ) - G0( t , U

0
t ) )dBt + Z

^

tdWt ,

  y
^

0 = 7A( Y
A
0 ) - 7 0( Y

0
0 ) , Y

^

T = 5A( y
A
T ) - 5 0( y

0
T )1 

对 ( y
^

t , z
^

t ) , ( Y
^

t , Z
^

t ) 和3Hy
^

t , Y
^

t4应用 ItÉ公式,利用引理 2. 1中类似的技巧, 可以得到

EQ
T

0
| U

^

t |
2dt + E | y

^

T |
2
+ E | Y

^

0 |
2 [

  CEQ
T

0
( | fA( t , U

0
t ) - f 0( t , U

0
t ) |

2
+ | gA( t , U

0
t ) - g0( t , U

0
t ) |

2
) dt +

  CEQ
T

0
( | FA( t , U

0
t ) - F0( t , U

0
t ) |

2
+ | GA( t , U

0
t ) - G0( t , U

0
t ) |

2
)dt +
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  CE | 5A( y
0
T ) - 50( y

0
T ) |

2
+ CE | 7 A( Y

0
0 ) - 7 0( Y

0
0 ) |

2
,

这里 C > 0依赖于Lipschitz常数 k , K, L1, B1, L2, B2, H及T 1 从而由假设(H5) 可以得到,当 A

y 0时,在 M
2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
) @ L

2
( 8 , F T, P; R

n
) @ L

2
( 8, F 0, P ; R

m
) 中( y

A
, Y

A
, z

A
, Z

A
,

y
A
T , Y

A
0) 收敛于( y

0
, Y

0
, z

0
, Z

0
, y

0
T , Y

0
0)1 证毕1 

下面,讨论方程( 7)的解关于参数的可微性1 

定理 4. 2  令 fA, gA, FA, GA, 7A, 5 A; A I R 为一族正倒向重随机微分方程( 7) ,满足假

设(H1) ~ (H4)并假设

(H6)

1) 对每个 A I R, fA( t , U) , gA( t , U) , FA( t , U) , GA( t , U) , 7A( Y) , 5A( y )

  分别关于( U, Y, y ) 连续可微且导数一致有界;

2) 函数族 fA, gA, FA, GA, 7A, 5A; A I R 关于 A是可微的 1 

其解记为 ( y
A
, Y

A
, z

A
, Z

A
) 1 那么函数族 ( y

A
, Y

A
, z

A
, Z

A
) ; A I R 在 M

2
(0, T ; R

n+ m+ n@ l+ m@ d
)

中关于 A可微的, 且在 A= A0 处的导数是如下线性正倒向重随机微分方程的解( DAy
A
0, DAY

A
0 ,

DAz
A
0, DAZ

A
0) :

  dDAy
A
0
t = [ DAfA

0
( t , U

A
0
t ) + Dy fA

0
( t , U

A
0
t ) ( DAy

A
0

t ) + DYfA
0
( t , U

A
0

t ) ( DAY
A
0
t ) +

    Dz fA
0
( t , U

A
0
t
) ( DAz

A
0

t
) + DZ fA

0
( t , U

A
0
t
) ( DAZ

A
0
t
) ] dt +

    [ DAgA
0
( t , U

A
0

t ) + Dy gA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAy

A
0
t ) + DY gA

0
( t , U

A
0

t ) ( DAY
A
0
t ) +

    Dz gA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAz

A
0
t ) + DZ gA

0
( t , U

A
0

t ) ( DAZ
A
0
t ) ] dWt - ( DAz

A
0
t )dBt , ( 8a)

  dDAY
A
0
t = [ DAFA

0
( t , U

A
0

t ) + Dy FA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAy

A
0

t ) + DYFA
0
( t , U

A
0

t ) ( DAY
A
0
t ) +

    Dz FA
0
( t , U

A
0

t ) ( DAz
A
0

t ) + DZ FA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAZ

A
0
t ) ] dt +

    [ DAGA
0
( t , U

A
0

t ) + Dy GA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAy

A
0
t ) + DY GA

0
( t , U

A
0

t ) ( DAY
A
0
t ) +

    Dz GA
0
( t , U

A
0
t ) ( DAz

A
0
t ) + DZ GA

0
( t , U

A
0
t ) ( DAZ

A
0
t ) ] dBt + ( DAZ

A
0
t )dWt , ( 8b)

  DAy
A
0
0 = DY7 A

0
( Y

A
0
0 ) ( DAY

A
0
0 ) + DA7A

0
( Y

A
0
0 ) , ( 8c)

  DAY
A
0

T
= Dy 5A

0
( y

A
0

T
) ( DAy

A
0

T
) + DA5A

0
( y

A
0

T
) 1 ( 8d)

Peng和Wu
[ 7]
证明了正倒向随机微分方程的解关于参数的可微性1 结合 Peng 和Wu

[ 7]
的方法

与定理1. 1和定理 4. 1,容易得到上面的定理 4. 21 证明略1 正倒向重随机微分方程的解有了

这些重要的性质,可以使得正倒向重随机微分方程的应用更广泛1 
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Solutions of General Forward-Backward Doubly

Stochastic Differential Equations

ZHU Qing-feng
1
,  SHI Yu-feng

2
,  GONG Xian-jun

2

( 1. School of Sta tistics and Mathema tics , Shan don g Un iver sity of Finance ,

Jinan 250014, P . R . China ;

2. School of Ma them atics , Shandong Univer sity , Jinan 250100, P . R . China )

Abstract: A general type of forward-backward doubly stochastic differential equations ( FBDSDEs in

short) was studied, which extends many important equations well studied before, including stochastic

Hamiltonian systems. Under some much weaker monotonicity assumptions, the existence and unique-

ness results for measurable solutions were established by means of a method of continuation. Further-

more the continuity and differentiability of the solutions of FBDSDEs depending on parameters were

discussed.

Key words: forward-backward doubly stochastic differential equations; method of continuation; H-

monotone
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