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摘要 :  重建极性连续统理论的耦合型质量和惯性的守恒定律和局部守恒方程以及跳变条件# 为

此推导出新的变形梯度、线元、面元和体元的物质导数,并给出广义 Reynolds 输运定理# 把这些结

果和作者以前推导出的耦合型动量、动量矩和能量的基本定律和有关原理结合在一起就大体上构

成极性连续统理论相当完整的耦合型基本定律、局部守恒和均衡方程及原理体系# 从此体系可以

根据常用的局部化方法给出耦合型的非局部质量和惯性守恒方程以及动量、动量矩和能量均衡方

程# 
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引   言

本文是我们的前期工作[ 1~ 8]的直接延续和补充# 

在这些前期工作中,我们已经重建了极性连续统理论的耦合型的动量、动量矩和能量的

均衡定律和局部均衡方程以及有关的Hamilton原理, 虚功率原理和Noether定理等一系列新结

果# 但是质量和微惯性守恒定律和守恒方程尚未重新建立起来# 

本文的目的就是要重新建立耦合型的质量和惯性守恒定律和守恒方程, 以便和其它耦合

型均衡定律和局部均衡方程一起, 构成极性连续统理论的基本定律及局部守恒和均衡方程体

系# 为此,我们必须重新建立变形梯度、线元、面元和体元的物质导数, 从而推导出广义

Reynolds输运定理和具有以速度 V运动的间断面R( t ) 的物质体积的物质导数# 由此可得各种

连续统理论的质量和惯性的耦合型守恒定律和守恒方程以及跳变条件# 通过局部化还可得到

相应的非局部守恒方程和跳变条件# 

我们所重新建立起来的极性连续统理论的耦合型基本定律和原理体系应该可以说是全新

的,而且是较为完整的# 这个新体系已把我们对传统的各种连续统理论进行了全面再研究并
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对它们进行了本质上改进后所得到的半耦合型的结果作为特殊情形包括在内# 

传统的各种连续统理论的专著和论文不胜枚举,这里为节省篇幅不另列出,而只列出与本

文直接相关的文献# 

1  物 质导 数

各物理量的和体积积分的物质导数在连续统场论研究中起着重要作用# 特别是在研究增

率型连续统理论中尤其重要# 

111  变形梯度和角变形梯度

现根据我们在[ 3, 4]中提出的较为完整的极性连续统模型给出广义的变形梯度的物质导

数如下:

  D
D t

( xk , K ) = v) k, l xl , K ,
D
Dt

( F) = ( v) ¨ )#F ( 1)

和

  D
D t

( XK , k) = - XK , l v) l, k ,
D
D t

( F
- 1

) = - F
- 1 # ( v) ¨) , ( 2)

这里 v) k = v k + Ekij U
#
i xj# 

这些结果可直接证明如下:

  D
D t

( xk , K ) = ( xk , K )
#
= x

#
k, l xl , K = ( v k + Ekij U

#
i xj ) , l xl , K =

    ( v k, l + Elki U
#
i + Ekij xj U

#
i , l ) x l, K = v) k , l xl , K ( 1a)

或

  D
D t

( F) = F
#

= ( v) ¨)#F# ( 1b)

由于 x k, KXK , l = Dkl , 或 F#F- 1
= I, 故有

  ( F
- 1

)
#
= - F

- 1#F
#

#F- 1
= - F

- 1#( v) ¨)#F#F- 1
= - F

- 1#( v) ¨)# ( 2b)

在研究增率型极性连续统理论时还需要角变形梯度的物质导数,这已在[ 9]中给出,即

  D
D t

( Uk , K ) = U
#
k , l Ul, K ,

D
D t

( 7 ) = ( U
#
¨)# 7 ( 3)

和

  D
D t

( 5K, k ) = - 5K, l U
#
l , k ,

D
Dt ( 7

- 1
) = - 7

- 1#( U
#
¨) , ( 4)

这里 5K 和 Uk 分别为物质和空间描述中的微角位移# 

112  线元、面元、体元和面法线

线元的物质导数为

  D
D t

( dxk ) = v) k , ldx l# ( 5)

在式( 1a)的两侧各乘以 dXK , 即得上式# 

Jacobi行列式 j = v/ V 的物质导数为

  Dj
D t

=
5 j

5xk , K
D
D t

( xk , K ) =
5 j

5xk , K v) k , l xl , K =

    jXK , kv) k , l xl , K = jv) k, k# ( 6)

同理, J = V/ v 的物质导数为
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  DJ
D t

=
5J

5XK, k

D
Dt

( XK, k) = -
5J

5XK, k
Xk , lv) l, k =

    Jx k, KXK , lv) l , k = Jv) k , k# ( 7)

由于 dv = j dV,故体元 dv 的物质导数为

  D
D t

( dv ) =
Dj
Dt

dV = v) k , k j dV = v) k, k dv# ( 8)

同理,体元 dV 的物质导数为

  D
D t

( dV) =
DJ
D t

dv = v) k, k Jdv = v) k , kdV# ( 9)

面元 dak 的物质导数为

  D
D t

( dak) =
D
D t

( jXK, kNK dA ) =
D
D t

( jXK , kdAK ) =

    Dj
D t

XK, k + j
D
D t

( XK , k) dAK = v) p , pdak - v) p , k dap =

    ( v) p , pnk - v) p , knp )da# ( 10)

由于 da
2
= d a#da = j

2
XK, kXL , kdAK dAL , 故有

  2da D
D
(da ) = 2j Dj

D t
XK , kXL, k + j

2 D
Dt

( XK, k) XL , k +

    D
Dt

( XL, k) XK , k dAK dA L# ( a)

于是面元 da 的物质导数可写成

  D
D t

( da) =
j
2

da
( v) p , pXK , kXL, k - XK, pv) p , kXL, k)dAKdAL =

    1
da ( v) p , p da

2
- v) p , kdapd ak) = ( v) p , p - v) p , knpnk )da# ( 11)

现求面法线 nk 的物质导数# 由于 dak = nkda, 故有

  D
D t

( dak) =
D
D t

( nkda) = n
#
kda + nk

D
D t

(d a) , ( b)

于是

  n
#
kda =

D
Dt

(dak ) - nk
D
D t

(d a) = ( v) p , ln lnpnk - v) p , knp )da, ( c)

故面法线 nk 的物质导数为

  n
#
k = ( v) p , lnlnk - v) p , k) np# ( 12)

2  广义输运定理

现按上节的结果对传统的输运定理加以推广则有下面的广义 Reynolds输运定理# 令 R

为一光滑的空间场, 并假定 R或是标量值的或是张量值的# 于是有

  D
D tQV

Rdv = QV
( R

#

+ Rdivv) ) dv, ( 13)

  D
D tQV

Rdv = QV

5R
5 t + div( Rv) ) dv = QV

5R
5t dv + QA

Rv) #nda# ( 14)

如果略去角速度所引起的附加速度,即把上列两式中的 v) 用 v 代替,则得传统的Reynolds输运

定理# 不少连续统力学专著中都有证明,不另叙及# 

现在考虑具有以速度 V运动的间断面R( t ) 的物质体积 V 的物质导数# 
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我们现在要考虑由于角速度引起的附加速度,故必须把传统的结果, 例如, Eringen的专著

[ 10]中的 v用 v) 代替,于是一个张量场对 V- R的体积积分的广义物质导数可直接写成下列形

式:

  D
D tQV- R

Rdv = QV- R

5R
5t + div( Rv) ) dv + QR

=R( v) - V)>#nda# ( 15)

3  质量守恒方程和跳变条件

311  微极连续统

令 Q和Mi 分别为质量密度和微角速度矢量, 并在式(15) 中取 R = Q和 v) k = v k + EkijMixj ,

则得微极连续统的质量守恒方程如下:

  QV- R

5Q
5 t + div( Qv) ) dv +QR

=Q( v) - V)>#nda = 0# ( 16)

我们假定所有均衡定律对物体的每一部分和间断面均适用,应用到式( 16) ,这就意味着每

个被积表达式都必须为零,于是

  5Q
5t + ( Qv) k) , k = 0,    在 V - R内; ( 17)

  =Q( v) k - Vk)>nk = 0,   在 R上# ( 18)

式( 17)和式( 18)分别为质量局部守恒方程和跳变条件# 

312  微态连续统

按照惯例,取 Xkj = - EkjiMi为微旋转张量,并在式(17) 和式(18) 中取 v) k = v k+ Xkj xj , 即得

微态连续统的局部质量守恒方程和跳变条件# 实质上, 微极和微态连续统两者的质量守恒方

程和跳变条件相同# 

313  偶应力理论和耦合型连续统理论

我们已在[ 5]中讨论过有关偶应力理论和耦合型连续理论间的关系问题# 令 ;
#

为宏角速

度矢量,并在式(17) 和式(18) 中取 v) k = v k + Ekij ;
#

ixj , 则得偶应力理论和耦合型连续统的质量

局部守恒方程和跳变条件# 

4  惯性守恒方程和跳变条件

411  极性连续统

1964年 Eringen[ 11]根据物理的考虑推导出下列极性连续统的微惯性守恒定律以及局部微

惯性守恒方程和跳变条件:

  D
D tQV- R

Qj kl VkK VlLdv = 0 ( 19)

以及

  
5 jkl
5 t +

5 j kl
5xmvm - j km Xlm - j ml Xkm = 0, ( 20)

  =Qjkl ( vm - Vm)>nm = 0# ( 21)

我们现在考虑微角速度引起的附加速度,则可把式( 20)和式( 21)中的 vm用 v) m 代替,即得

极性连续统的较为完整的微惯性守恒方程和跳变条件:

  
5 jkl
5 t +

5 j kl
5xm

v) m - j km Xlm - j ml Xkm = 0, ( 22)
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  =Qjkl ( v) m - Vm)>nm = 0# ( 23)

412  偶应力理论和耦合型连续统理论

现把微角速度 Mi用宏角速度 ;
#

i代替,并在式(22) 和式(23) 中把 v) m和Xlm分别用 v)
*
m = vm

+ Emij ;
#

i xj = vm + 8mj xj 和 8 lm代替,即得偶应力理论和耦合型连续统理论的宏惯性守恒方程

和跳变条件

  
5 jkl
5 t +

5 j kl
5xm

v)
*
m - jkm 8 lm - jml 8km = 0, ( 24)

  =Qjkl ( v)
*
m - Vm)>nm = 0, ( 25)

这里 8lm 我们可称为宏旋转张量# 

若在式( 24)中取 v)
*
m 为 vm , 即得

  
5 jkl
5 t +

5 j kl
5xmvm - j km 8 lm - j ml 8km = 0, ( 26)

这便是我们在[ 1]中给出的结果# 

5  结  束  语

我们已对传统的带有(包括不带)微结构的各种连续统理论的基本定律和原理进行了全面

地再研究, 并找出了这些理论的存在不同程度的不完整性的原因,从而提出了考虑动量、面力

和体力所引起的附加动量矩、面力矩和体力矩影响的各种连续统理论的基本定律和原理# 我

们把这类结果与非耦合型的, 即传统的结果对应地称为半耦合型的# 

把本文给出的各种连续统理论的质量和惯性的守恒定律和局部守恒方程和我们在[ 1~ 8]

中给出的动量、动量矩、能量均衡定律和局部均衡方程以及有关原理结合在一起,我们就已大

体上重新建立起带有(包括不带)微结构的连续统理论的基本定律和原理体系# 我们把这类结

果称为耦合型的# 这种耦合型的基本定律和原理体系是相当普遍和完整的# 它已把几乎全部

现有极性连续统理论的半耦合型和非耦合型(即传统)的基本定律和均衡方程都作为特殊情形

包括在内# 通过对比还可以清晰地看出各种结果间的相互关系# 

通过常用的方法以及局部化过程还易导出耦合型的动量,角动量和能量的跳变条件以及

非局部基本均衡方程体系# 在本重建极性连续统理论系列论文中为节省篇幅均未另行列出# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for

Polar Continuum Theories ( Ö )
) Conservation Laws of Mass and Inertia

DAI Tian-min

( Depa rtm ent of Mathem atics & Center f or the Application of Mathem atics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P . R . Chin a )

Abstract: The purpose is to reestablish the coupled conservation laws, the local conservation equa-

tions and the jump conditions of mass and inertia for polar continuum theories. In this connection the

new material derivatives of the deformation gradient, the line element, the surface element and the

volume element were derived and the generalized Reynolds. transport theorem was presented. Com-

bining these conservation laws of mass and inertia with the balance laws of momentum, angular mo-

mentum and energy derived in our previous papers of this series, a rather complete system of coupled

basic laws and principles for polar continuum theories is constituted on the whole. From this system

the coupled nonlocal balance equations of mass, inertia, momentum, angular momentum and energy

may be obtained by the usual localization.

Key words: polar continua; coupled; transport theorem; conservation law of mass and inertia
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