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摘要:  用变分法确立平面弹性力学外边值问题的确切形式# 在此基础之上, 导出外边值问题的

等价的间接变量边界积分方程# 一些实例表明传统的惯用的直接变量边界积分方程与原边值问

题是不等价的# 
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引   言

用边界元法解弹性力学问题已有很久的历史了[ 1~ 2]# 然而,等价的边界积分方程,即边界

积分方程与原边值问题的等价性问题的研究,一直未得到很好的解决# 传统的边界积分方程

不是等价的,本文对此进行了深入的讨论# 我们发现要研究等价的边界积分,首先必须明确边

值问题的确切形式# 对于内边值问题, 由控制微分方程和边界条件就可确定边值问题的惟一

解;然而,外边值问题的情形就不同了
[ 1~ 2]

,仅由控制微分方程和边界条件不足以保证边值问

题解的惟一确定性, 还必须对解在无限远处的性态进行适当的限制# 为此,本文首先使用变分

法证明外边值问题的确切形式# 在此基础之上, 用非解析开拓数学方法得出了任意区域内的

位移向量函数的一个边界积分表示式, 这个表示式中有一个边界函数和两个常数, 它们与位

移向量函数之间一一对应关系,然后通过极限方法得出原边值问题的等价的间接变量边界积

分方程# 

1  概念及基本定理

本文假定 8是平面内的有界区域, # = 5 8是其边界, 8 c = R
2
- ( 8 G #) 是区域 8 的补

域# 平面弹性力学问题的控制微分方程[ 1~ 2]为(体力项为零)

  Au = [ L$+ ( K+ L) grad div] u = 0, ( 1)

分量形式为: ( Au) i = Kuk, ki + L( ui , jj + uj , ij ) = 0# 式中 L为材料的剪切弹性模量, K为拉梅
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常数# 基本解 u
*
ik ( x, y ) 满足方程

  Ku
*
il , lk( x, y ) + L[ u

*
ik , jj ( x, y ) + u

*
ij , kj ( x, y ) ] = - D( x, y ) Dik

  ( i , j , k = 1, 2)# ( 2)

平面应变时的基本解和与基本解对应的表面力为[ 1~ 2]

  u
*
ik ( x, y ) =

k0

2L
[- k1lnrDik + r , ir , k ] , ( 3)

  p
*
ik ( x, y ) = -

k0

r
5 r
5 n [ k2Dik + 2r , ir , k ] - k2( r , ink - r , kni ) , ( 4)

这里   k0 = 1/ (4P(1 - M) ) , k 1 = 3- 4M, k 2 = 1- 2M# 

定理 1  假设 u = ( u1, u2) 是区域 8 上的满足控制微分方程( 1)的位移函数,那么

  Q#
pi ( x)d #x = 0  ( i = 1, 2) , Q#

[ x 1p 2( x ) - x 2p 1( x) ] d #x = 0,

这里   p i ( x) = Kuk , k( x) n i ( x) + L[ ui , j ( x ) nj ( x) + uj , i ( x) nj ( x ) ]# 

定理 2  假设 u = ( u1, u2) 是区域 8 c上的满足控制微分方程(1) 的位移函数,且当 x y

] 时,满足 ui ( x ) = lim
| x| y ]

C i ( Ci 是常数) ,那么有

  Q#
pk ( x)d #x = 0   ( k = 1, 2)# ( 5)

证明  以原点为圆心, R 为半径作圆域BR (0) ,简记为 BR ,并使 BR (0) = 8# 令 8̂ = 8c

H BR ,在区域 8̂ 上,将位移函数 u = ( u1, u2) 分别与函数 vc= (1, 0) 和 vd = (0, 1) 应用 Betty

互等定理(或直接的推导) ,可得

  Q#
pk ( x)d #x = Q5B

R

pk( x)d #x   ( k = 1, 2)# ( 6)

当 R y ] 时,在 5BR 上有p k( x) = o (1/ R) , 于是

  Q5B
R

p k( x) d #x y 0   ( k = 1, 2)# ( 7)

将式( 7)代入式( 6) ,即证得式( 5)# 

定理 3  若 <k( x) ( k = 1, 2) 为 # 上的可积函数,那么由基本解( 3)定义的下列函数

  Ui ( y ) = Q#
<k( x) u

*
ik ( x, y )d #x   ( i = 1, 2) , ( 8)

当 y y ] 时, Ui ( y ) y 0当且仅当条件Q#
<k( x)d #x = 0 ( k = 1, 2) 成立# 

证明  当 i = 1时,由基本解式( 3)可知

  <k( x) u
*
1k( x, y ) =

k 0

2L
[- k1<1( x) lnr + <1( x) r

2
, 1+ <2( x) r , 1r , 2] ,

其中   r = ( x 1- y 1)
2
+ ( x 2- y 2)

2
, r , 1 =

x 1 - y1

r
, r , 2 =

x 2- y 2

r
# 

由于当 y y ] 时

  lnr = ln | y | +
1
2

ln 1 -
2( x,y )

| y |
2 +

| x |
2

| y |
2 =

ln | y | -
( x,y )

| y |
2 +

| x |
2

2 | y | 2+ o
1

| y |
,

所以

  U1( y ) = Q#
<k( x ) u

*
1k ( x, y ) d #x =
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    -
k0 k1

2L ln | y |Q#
<1( x )d #x +

k 0k1

2L | y |
2Q#

<1( x) ( x, y )d #x + o
1

| y |
+

    
k 0

2LQ#
<1( x)

( x 1- y1)
2

r
2 -

y
2
1

y
2
1+ y

2
2

d #x +
k 0

2L
y

2
1

y
2
1+ y

2
2Q#

<1( x) d #x +

    
k 0

2LQ#
<2( x)

( x 1- y1) ( x 2- y 2)

r
2 -

y 1y 2

y
2
1+ y

2
2

d #x +

    
k 0

2L
y 1y 2

y
2
1+ y

2
2Q#

<2( x) d #x# ( 9)

当 y y ] 时

  
( x 1- y 1)

2

r
2 -

y
2
1

y
2
1 + y

2
2

y 0,
( x 1- y 1) ( x 2- y 2)

r
2 -

y1 y2

y
2
1+ y

2
2

y 0,

因此当 y y ] 时, U1( y ) y 0 ZQ#
<k ( x)d #x = 0 ( k = 1, 2)# 同理可证 i = 2的情形# 

2  外域 8 c上边值问题的确切形式

采用变分法[ 2~ 5]证明无界区域 8 c上的边值问题的确切形式# 为此引入Hilbert空间

  W( 8 c) = u = ( u1, u2) | ui I W
1
0( 8c) 及 W

.
( 8 c) =

       u I W( 8c) ; u | # = 0 ,

其中

  W
1
0( 8c) = u I Dc( 8 c) ;

u

1+ r
2
ln(2 + r

2
)

I L
2
( 8c) ,

        
5 u
5x i

I L
2
( 8 c) , i = 1, 2, r = x

2
1+ x

2
2 # 

W
.
( 8 c) 上的内积是 ( X, T)W. = ( X1, T1) W1

0
+ ( X2, T2)W1

0
, 故范数 + T+W

.
= +T1 +W

1

0
+

+T2 +W
1

0
# 

若 u0 I (H
1/ 2
( # ) ) 2

, 根据迹定理,存在一个具有紧支集的向量函数 Ru0 I W( 8 c) ,使得

Ru0 | # = u0,令 X = u - Ru0,则 X满足齐次边界条件# 

  
AX = - A( Ru0) ,   在 8c内,

X | # = 0,      在 # 上# 
( 10)

上述问题等价于变分方程

  D ( X, T) = - D( Ru0, T) ,   P T I W
.
( 8 c) ,

其中   D ( X, T) = Q8
c

[ KEkk( X) Ell ( T) + 2LEij ( X) Eij ( T) ] dx# 

由Cauchy_Schwarz不等式, 不难验证 D( X, T) 是 W
.
( 8 c) 上的有界双线性形式, D( Ru0,

T) 是 W
.
( 8 c) 上的有界线性泛函# 利用 Korn不等式

[ 4~ 5]

  CQ8
c

Eij ( T) Eij ( T)dx \ + T+
2

W
.   ( C > 0是常数)

可得

  D ( T, T) \ 2LQ8
c

Eij ( T) Eij ( T) dx \ + T+
2

W
.
,

即 D( X, T) 是 W
.
( 8 c) 上正定双线性形式# 应用 Lax_Milgram 定理

[ 4]
, 边值问题 ( 10)在空间
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W( 8c) 中的广义解存在惟一# 

由于 ( - x 2, x 1) /I W( 8c) , 所以在无应变情形下, 仅存在刚体平移, 即 R =

C 1, C2| C1
, C

2
I R

[ 2]
# 对 ui ( x ) I W

1
0( 8c) ,当 x y ] 时, ui ( x) = o ( lnr )# 进而,由位移向量

的解析表示式可知, 在 ] 处, u i ( x) = Ci + O(1/ r ) ( C i是常数)# 因此第一外边值问题的合理

形式是

  

Au
c
= 0,         在 8c内,

u
c
| # = u0,       在 # 上,

u
c
i ( x) y Ci + O(1/ r ) ,   在 ] 处# 

( 11)

3  位移函数的边界积分表示

首先我们就 8 为单连通区域和体力项为零情形下进行讨论# 现在将 8上的位移函数非

解析开拓到补域 8c = R
2
- ( 8 G #) 中去,在 8c中如下确定一个位移向量函数

  

在 8c内:   Au
c
= 0,

在 # 上:   u
+
i = u

-
i ,

在 ] 处:   uc
i = C i + O(1/ r ) ,

( 12)

这里 u
+
i ( y) = lim

xy y
x I 8

c

u
c
i ( x) , u

-
i ( y ) = l im

xy y
x I 8

u i ( x)# 为了叙述方便, 引入特征函数

  S( y ) =
1,   y I 8 ,

0,   y I 8 c;
 Sc

( y ) =
0,   y I 8,

1,   y I 8c# 

在区域 8 上, 一种状态取( X
c
k , u

c
k , p

c
k) = (0, u

-
k , p

-
k ) , 另一种状态对应 Kelvin 问题的解, 即取

( X
d
k , u

d
k , p

d
k) = ( D( x, y ) Dikei , u

*
ik ( x, y ) e i , p

*
ik ( x, y ) ei ) , 应用 Bett i互等定理可得

  S( y ) ui ( y ) = Q#
[ u

*
ik ( x , y ) p

-
k ( x) - u

-
k ( x) p

*
ik ( x, y ) ] d #x

  ( y I 8, i = 1, 2)# ( 13)

以坐标原点为圆心,充分大的 R 为半径, 作圆域 BR (0) ,简记为 BR, 并使 BR = 8,令 8̂ =

8 c H BR,在区域 8̂ 上,一种状态取( Xc
k , u

c
k , p

c
k) = ( 0, u+k , p

+
k ) ;另一种状态对应Kelvin基本解

( X
d
k , u

d
k , p

d
k) = ( D( x, y ) Dikei , u

*
ik ( x, y ) e i , p

*
ik ( x, y ) ei ) , 应用 Bett i功的互等定理,可得

  S
c
( y ) u

c
i ( y ) = -Q#

[ u
*
ik ( x, y ) p

+
k ( x) - u

+
k ( x) p

*
ik ( x , y ) ] d #x +

    Q5B
R

[ u
*
ik ( x, y ) p

+
k ( x) - u

+
k ( x) p

*
ik ( x, y ) ] d #x ,   y I 8̂# ( 14)

将( 13)与( 14)式两边相加, 可得

  Vi ( y ) = Q#
u

*
ik ( x, y ) [ p

-
k ( x ) - p

+
k ( x) ] d #x +

    Q5B
R

[ u
*
ik ( x, y ) p

+
k ( x) - u

+
k ( x) p

*
ik ( x, y ) ] d #x , ( 15)

这里   Vi ( y ) = S ( y ) u i ( y ) + S
c
( y ) u

c
i ( y ) ,   y I 8 G 8̂# 

对 Py I 8 G 8 c,当 R y ] 时,在 5BR 上,有

  u
+
k ( x) y Ck , p

+
k ( x) y o

1
R

,

  r , i =
x i - yi

r
=

xi

R
+ O

1
R

,
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  r , ink - r , kni y 0,

所以   u
+
k ( x) p

*
ik ( x, y ) y-

k0Ck
R

k2Dik +
2x , i x , k

R
2 + o

1
R

,

故

  Q5B
R

[ u
*
ik ( x, y ) p

+
k ( x ) - u

+
k ( x) p

*
ik ( x, y ) ] d #x y

  
Q

2P

0
k0[ C1( k2+ 2cos2H) + 2C2sinHcosH] dH= C1   ( i = 1) ,

Q
2P

0
k0[ 2C1sinHcosH+ C2( k2+ 2sin2H) ] dH= C2   ( i = 2)# 

( 16)

将( 16)式代入( 15)式, 可得

  Vi ( y ) = Q#
u

*
ik ( x, y ) [ p

-
k ( x) - p

+
k ( x) ] d #x + Ci ,

式中 y I 8 G 8 c, i = 1, 2# 令 <k( x) = p
-
k ( x) - p

+
k ( x) ,按照习惯仍将 Vi ( y ) 写成 ui ( y ) ,

  ui ( y ) = Q#
<k( x) u

*
ik ( x, y ) d #x + C i   ( y I 8 G 8 c, i = 1, 2) # ( 17)

由定理1和定理 2可知, <k( x ) 满足

  Q#
<k( x)d #x = 0   ( k = 1, 2)# ( 18)

对于 8 c为复连通区域即含有空洞的区域,上述证明仍然有效,只不过 # 是所有边界曲线

的总和# 对于有界区域 8 的情况,用同样的方法可证明(17) ~ (18) 的正确性# 因此公式

(17) ~ (18) 通用于单连通(不含空洞)和复连通(含空洞)、有限区域和无限区域等各种情形# 
由定理 3我们可看出: 式(17) 和(18) 是位移向量 u = ( u1, u2) 的边界积分表示式, 使得满足

(1) 的位移向量 u = ( u1, u2) 与 U= ( <1, <2) 及 C = (C 1, C2) 之间存在一一对应关系;任给

满足( 1) 的位移向量函数 u = ( u1, u2) ,一定能找到,且只能找到一组( <i , Ci ) ( i = 1, 2) 使得

(17) 与(18) 式成立;反之,任给一组( <i , C i ) ( i = 1, 2) 满足式(17) ,那么由式(17) 所确定的位

移向量 u = ( u1, u2) 必然满足( 1)# 

4  等价的间接变量边界积分方程

考虑混合边值问题# 边界条件为: 在 #u上: ui = �ui ; 在 #p 上, pi = Rij nj = �p i ,其中 �u i , �p i

( i = 1, 2) 为已知的位移和面应力分量# 这里 #u、#p 分别为位移和面应力已知的边界, 全部

边界为 # = #u G #p # 

由前面的结果可知: 8(或 8 c) 上的任一满足式(1) 的位移向量 u = ( u1, u2) 可由式( 17)

~ ( 18)表示,并且表达式是惟一的# 即

  Q#
<k( x) d #x = 0, ( 19)

  ui ( y ) = Q#
<k( x) u

*
ik ( x, y )d #x + C i   ( y I 8(或 8 c) , i = 1, 2)# ( 20)

通过位移和面应力间的关系式 pi = Rijnj = Kuk , kni + L( ui , jnj + uj , inj ) , 可得

  p i ( y ) = Q#
<k( x) p

*
ik ( x , y )d #x   ( y I 8(或 8 c) , i = 1, 2)# ( 21)

就方程( 20) ~ ( 21) ,令 y y #, 可得如下等价的边界积分方程

  Q#
<k( x)d #x = 0,
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  ui ( y ) = Q#
<k( x) u

*
ik ( x, y ) d #x + C i ,      y I #u , i = 1, 2,

  p i ( y ) = C ik<k( y ) + Q#
<k ( x) p

*
ik ( x, y )d #x ,   y I #p ,

这里 Cik ( i , k = 1, 2) 是与 # 在 y 点的几何形状有关的常数# 

5  讨   论

1) 对外边值问题的讨论

以下例子表明对外边值问题的解在无穷远处的性态不加限制或进行不恰当的限制, 将导

致问题的解不唯一# 

例 1  设 8 c是单位圆域 B1(0) 的补域,边界为单位圆周 # = 5B1(0) , 考虑如下边值问题

  
在 8c内:  Au = 0,

在 # 上:  u1 = cos2H, u2 = cosHsinH# 
如果此边值问题的解在无穷远处没有任何限制,那么边值问题的解不唯一# 显然

  
u1 = - (3 - 4M) lnr + cos2H,

u2 = cosHsinH
与

u1 = 0. 5+ cos2H/ (2r2) ,

u2 = sin2H/ (2r2)
均是上述边值问题的解# 

例 2  设 8 c是单位圆域 B1(0) 的补域,边界为单位圆周 # = 5B1(0) , 考虑如下边值问题

  
在 8c内:  Au = 0,

在 # 上:  u1 = - x 2, u2 = x 1# 

如果对外问题的解在无穷远处添加刚体位移的性态条件:当 | x | y ] 时, u = C + D (- x 2,

x 1) + o(1/ r ) ( C为常向量, D 为常数) ,那么边值问题的解不唯一# 显然

  
u1 = - sinH/ r ,

u2 = cosH/ r
与

u1 = - x 2,

u2 = x1

均是上述边值问题的解# 

2) 对传统边界积分方程的讨论

以下我们通过反例表明传统的间接变量边界积分方程不是普遍适用的# 考虑如下两个混

合边值问题

( Ñ)

Au = 0,       在 8 c内,

ui = �ui ,       在 #u上,

p i = �p i ,       在 #p 上,

| u( x) | = O(1)   在 ] 处;

 ( Ò)

Au = 0,       在 8c内,

u i = �u i + D1iC,    在 #u 上,

pi = �p i ,       在 #p 上,

| u( x) | = O(1) ,   在 ] 处;
其中 C 为常数# 

传统的边界积分方程是基于区域 8 c内的位移向量,可表示为

  ui ( y ) = Q#
<k( x) u

*
ik ( x, y ) d #x   ( y I 8 c, i = 1, 2)# ( 22)

假设使用传统边界积分方程求解问题( Ñ)、( Ò) , 它们的解均存在,分别为 <i , �<i ( i = 1, 2) ,那

么 û i = ui - �ui , p̂ i = p i - �p i ( i = 1, 2) 必然是如下边值问题的解

  

在 8c内:   Aû = 0,

在 #u上:   û i = D1iC,

在 #p 上:   p̂ i = 0,

在 ] 处:   | û( x) | = O(1)# 
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显然上述问题的解为 u = ( u1, u2) = ( C, 0) , p = ( p 1, p 2) = (0, 0)# 

使用传统的边界积分方程,如果Q#
<
^

k( x)d #x = 0, k = 1, 2,那么由定理3可知 lim
x y ]

ui = 0,

i = 1, 2,如果Q#
<
^

k( x )d #x X 0, k = 1, 2,那么lim
x y ]

u i ( x ) = ] , 两者均是错误的# 

评注  以上例子表明,对于边界条件相差常数的任何两个外边值问题,使用传统的边界积分方程求解,至

少一个问题的解无法获得# 更重要的是, 在实践中, 由于边界条件的复杂性, 我们很难判断什么边界条件下,

问题可求解# 
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Abstract: The exact form of the exterior problem for plane elasticity problems was produced and fully

proved by the variational principle. Based on this, the equivalent boundary integral equations( EBIE)

with direct variables, which are equivalent to the original boundary value problem, were deduced rigor-

ously. The conventionally prevailing boundary integral equation with direct variables was discussed

thoroughly by some examples and it is shown that the previous results are not EBIE.
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