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摘要 : � 给出了求具有三个任意函数的变系数非线性演化方程的类孤波解的截断展开方法�� 这种

方法的关键是首先把形式解设为几个待定函数的截断展开形式, 从而可将变系数非线性演化方程

转化为一组待定函数的代数方程,然后进一步给出容易积分的待定函数的常微分方程组, 从而构

造出相应的类孤波解��
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引 � � 言

物理系统的数学建模常常导致非线性演化方程�� 其中的KdV方程

� � ut - 6uux + uxxx = 0 ( 1)

就是一个在数学和物理学上相当重要的和基本的非线性演化方程的范例�� 这不仅因为它在孤

子研究的历史上具有重要地位,而且因为它本身及对它的修正方程在力学乃至物理学其它领

域具有应用价值�� 不过由于KdV方程( 1)是高度理想化的�� 如果考虑更实际的地球物理条件

(变深度, 存在涡旋和粘性,流体可压缩等等) ,就得到了其他具有变系数的非线性演化方程��
近十多年来,为了实际物理现象的解释和理论研究的需要, 变系数非线性演化方程的研究引起

众多数学和物理学工作者的重视
[ 1~ 14] �� 最近, 闫振亚和张鸿庆

[ 13]
求出了具有三个任意函数

的变系数 KdV_MKdV方程

� � K 0( t ) [ uxxx - a1u
2
ux + 2a2( u

2
x + uuxx ) ] + a3h( t ) K 0( t ) uux +

� � � � [ K1( t ) + K 2( t ) x ] ux + K2( t ) u + u t = 0 ( 2)

的精确类孤波解,其中 a1, a2, a3为任意常数; h ( t ) = exp -�
t

0
K 2( s) ds , K 0( t ) , K 1( t ) , K 2( t )

为时间的任意函数�� 其基本思想是将朱佐农[ 7]和刘希强[ 11]的变换法进行推广,将方程( 2)化

为三阶非线性常微分方程,然后通过这个三阶非线性常微分方程获得类孤波解�� 本文我们提
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出一种截断展开方法,求出方程( 2)的精确类孤波解�� 使用这种方法,是假定形式解具有截断

展开形式, 以致可把方程( 2)转化为一组待定函数的代数方程组, 进而给出含有待定函数且容

易积分的一组常微分方程��

1 � 方程( 2)的类孤波解

为了求方程( 2)的类孤波解,我们假定方程( 2)具有下列形式的截断展开解

� � u( x , t ) = �
N

i= 0
Ai ( t ) F

i
( �) , ( 3)

� � F( �) = 1/ ( 1+ exp�) , �( x , t ) = f ( t ) x + g( t ) , ( 4)

其中 A i ( t ) ( i = 1, �, N) , f ( t ) 和 g ( t ) 是时间的待定函数�� 如果注意到关系

� � th
1
2
� = 1 - 2F, sech2

1
2
� = 4F - 4F2

,
1

1 + ch( �)
= 2F - 2F 2

, ( 5)

则截断展开解可以表成为 th 0. 5� , sech
2
0. 5� 和 1/ [ 1+ ch( �) ] 的多项式表示��

通过领头项分析,可知 N = 1因此可令

� � u( x , t ) = A 0( t ) + A 1( t ) F�� ( 6)

从( 6)式,我们可得

� � ut = A 0t + A 1tF + A 1�tF
2
- A 1�1F, ( 7)

� � ux = A 1�xF
2
- A 1�xF , ( 8)

� � uxx = 2A 1�
2
xF

3
- 3A 1�

2
xF

2
+ A 1�

2
xF, ( 9)

� � uxxx = 6A 1�
3
xF

4
- 12A 1�

3
xF

3
+ 7A 1�

3
xF

2
- A 1�

3
xF, ( 10)

把( 6) ~ ( 10)式代入方程( 2) ,并比较 F 的相同幂次项的系数,得到

� � F
4
: 6K 0A 1�

3
x - a1K 0A

3
1�x - 2a2K 0A

2
1�

2
x = 0, ( 11)

� � F
3
: 12K 0A 1�

3
x - a1K 0A

3
1�x - 2a2K 0A

2
1�

2
x + 4a2K 0A 0A 1�

2
x -

� � � � a3hK 0A
2
1�x + 2a1K 0A 0A

2
1�x = 0, ( 12)

� � F
2
: A 1�t + K 2xA 1�x + K 1A 1�x + 7K 0A 1�

3
x - a1K 0A

2
0A 1�x + 2a1K 0A 0A

2
0�x +

� � � � 6a2K 0A 0A 1�x + a3hK 0A 0A 1�
2
- a3hK 0A

2
1�x = 0, ( 13)

� � F: A 1t - A 1�t + K 2A 1- K 2xA 1�x - K1A 1�x - a3K 0A 0A 1�x -

� � � � 2a2K 0A 0A 1�
2
x + a1K 0A

2
0A 1�x - K 0A 1�

3
x = 0, ( 14)

� � F
0
: A 0t + K 2A 0 = 0�� ( 15)

从( 11)和 ( 12)式,可求得

� � A 1 = (6�
2
x + 4a2A 0�x) / ( a3h - 2a1A 0) , ( 16)

组合( 13)和( 14)式,并考虑( 16)式,有

� � A 1t + K 2A 1 = 0, ( 17)

也就是 � A 1( t ) = c1exp -�
t

0
K 2( s)d s , ( 18)

其中 c1是一个待定常数�� 这是为了和从( 16)式得到的结果相一致��

从( 13)式,我们有

� � �t = - K 2x�x - K 1�x - 7K 0�
3
x + a1K 0A

2
0�x - 2a1K 0A 0A 1�x -

� � � � 6a2K 0A 0�
2
x - a3hK 0A 0�x + a3hK 0A 1�x�� ( 19)

因为 � � �x = f ( t ) , �t = f t ( t ) x + g t ( t ) , ( 20)

因此
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� � f t ( t ) = K 2( t ) f ( t ) , ( 21)

� � gt ( t ) = - K 1�x - 7K 0�
3
x + a1K 0A

2
0�x - 2a1K 0A 0A 1�x -

� � � � � � 6a2K 0A 0�
2
x - a3hK 0A 0�x + a3hK 0A 1�x�� ( 22)

解( 22)式导出

� � f ( t ) = �exp -�
t

0
K 2( s) ds , ( 23)

其中 �是任意积分常数��

根据( 15) ,可得

� � A 0( t ) = c0exp -�
t

0
K 2( s)d s , ( 24)

其中 c0是任意积分常数��
把( 18) , ( 23)和( 24)式代入( 22)式, 经一些计算后可得

� � gt ( t ) = �
t

0
- �K ( �) l ( �) - K 0( �) �

2
+ 2a2c0K 0( �) �-

� � � � � � a1 c
2
0K 0( �) + a3 c0K 0( �) �l 3( �) d�, ( 25)

其中 � � l ( �) = exp -�
�

0
K 2( s)d s , ( 26)

把( 23)式、( 24)式和 h( t ) 代入( 16) ,并和( 18)式比较,容易导得

� � c1 = (6�2+ 4a2 c0�) / ( a3- 2a1c0)�� ( 27)

于是,我们就可构造出方程( 2)的类孤波解如下

� � u( x , t ) = c0 l ( t ) + c1l ( t ) F =

� � � � � � l ( t )
2c0+ c1

2
-

c1

2
th

1
2
�l ( t ) x +

1
2
g ( t ) , ( 28)

其中 c1, l ( t ) 和 g ( t ) 分别由( 27)、( 26)和( 25)式确定�� 解( 28)与文献[ 10]给出的结果不同,是

本文首先给出的��

2 � 结 束语

值得指出的是, 方程( 2)中的 a1, a2不能同时取为零,否则(11) 式就不满足�� 当 a1, a2同

时为零,方程( 2)变为变系数 KdV方程

� � �( t ) uxxx - 3c�( t ) K 0( t ) uux + [ �( t ) + �( t ) x ] ux + 2�( t ) u + u t = 0, ( 29)

这已在文献[ 11]中所讨论,其中的系数也作了变更��

对( 29)式,根据领头项分析, 它的类孤波解已用本文类似的方法给出[ 14]��

总之,利用截断展开法可给出具有三个任意函数的变系数 KdV_MKdV方程的精确类孤波

解�� 如果变更 K 0( t ) , K 1( t ) , K 2( t ) , 则可给出不同变系数非线性演化方程的类孤波解�� 本文

给出的这种是十分有效的,可容易推广到其他更广泛的一类变系数非线性演化方程�� 对于高

维的变系数的非线性演化方程的有关工作正在研究中��
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New Truncated Expansion Method and Soliton_Like

Solution of Variable Coefficient KdV_MKdV

Equation With Three Arbitrary Functions
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( 1. In stitut e of Nonlin ea r Phy sics , Zhejian g Norm al Un iver sity ,

Jinhua , Zhejiang 321004, P . R . Chin a ;

2. Inst itute of Shan ghai Applied Ma them atics and Mechanics , Shan gha i Un iver sity ,

Shangha i 200072, P . R . China )

Abstract: The truncated expansion method for finding explicit and exact soliton_like solution of var-i

able coefficient nonlinear evolution equation was described. The crucial idea of the method was first

the assumption that coefficients of the truncated expansion formal solution are functions of time satis-

fying a set of algebraic equations, and then a set of ordinary different equations of undetermined func-

tions that can be easily integrated were obtained. The simplicity and effectiveness of the method by ap-

plication to a general variable coefficient KdV_MKdV equation with three arbitrary functions of time is

illustrated.

Key words: variable coefficient; nonlinear evolution equation; soliton_like solution; truncated expan-

sion method
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