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摘要: � 应用富里叶积分变换方法将裂纹边值问题化为对偶积分方程组, 再用定积分变换法将问

题进一步化为奇异积分方程组,求得了双材料各向异性弹塑性介质中周期性界面裂纹反平面问题

的封闭形式解,并作为特例讨论了各向同性双材料问题、各向异性单一材料问题及各向同性 � 各

向异性双材料问题�� 结果表明:裂纹尖端前沿的塑性区尺寸、裂纹的张开位移( COD)均决定于两种

材料流动极限中的较小者及裂纹的长度和相邻两裂纹的间距, 此外, COD还与材料模量有关��

关 � 键 � 词: � 周期性裂纹; � 界面裂纹; � 双材料; � 各向异性弹塑性断裂; � 反平面问题; � D_B

模型; � 张开位移

中图分类号: � O346. 1; O344. 3� � � 文献标识码: � A

引 � � 言
各向同性[ 1]、各向异性[ 2]介质的共线裂纹问题已有充分讨论,但多限于线弹性�� 对于双材

料中共线界面裂纹的弹塑性问题的分析还未见过报道�� 弹塑性界面断裂分析中存在的困难之

一是单一材料断裂的分析方法很难平行地推广用于解决界面裂纹弹塑性问题�� 最近的文献

[ 3]用余弦变换方法分析了单个界面裂纹的弹塑性问题��

本文研究周期性共线界面裂纹的弹塑性问题�� 用富里叶积分变换将周期性裂纹边值问题

化为积分方程组,然后运用定积分变换法并根据积分方程理论求得封闭形式解�� 最后,从一般

到特殊,通过调整材质参数得到各向同性介质- 各向异性介质、各向同性介质- 各向同性介质

及单一材料问题的解�� 这里的方法也适用于面内断裂问题��

1 � 问题的描述

如图 1所示,上、下半平面依次为两材质不同的 1
#
、2

#
各向异性介质所占据,右手直角坐

标系 Oxyjz j 中的x 轴在两介质的交界面上,原点 O和x 轴为两介质通用, yi轴指向第j
#
( j = 1,

2) 介质内部�� 交界面上有长为2a,间距为 2h的周期性裂纹�� 在 yj � � 处受反平面均布剪
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应力 �0 载荷的作用��

图 1 � 含间距为 2h 的周期性界面裂纹的无穷大双材料的几何形状及其坐标系

应用 D_B模型,设裂尖前缘塑性尺寸为 b- a,那么, 问题可简化为长为 2b 的加长裂纹上

有分布反平面剪应力作用、无穷远处( yj � � ) 无应力作用的边值问题��

以 z j 轴方向位移w j 表示的平衡微分方程为:

� � C55j
�2w j

�x 2 + 2C45 j
�2w j

�x�yj
+ C44j

�2w j

�y 2
j
= 0, ( 1)

其中 C44j , C 45j , C55 j 为两种材料的材质常数,属已知;下标 j 代表材料类型��

定解条件是:

� � C44j
�w j ( x , 0)

�yj + C45j
�w j ( x , 0)

�x = - �0 � � ( x � (2mh - a, 2mh + a ) ) , ( 2)

� � C44j
�w j ( x , 0)

�yj
+ C45j

�w j ( x , 0)

�x = �s - �0

� � ( x � (2mh- b, 2mh - a) � (2mh+ a, 2mh + b ) ) , ( 3)

� � w 1( x , 0) + w 2( x , 0) = 0 � � ( x � (2mh + b, 2( m + 1) h - b) ) , ( 4)

� � w j ( x , yj ) � 0, yj � � � � ( x � (- � , � ) ) , ( 5)

式中 � �s是较弱材料的屈服极限,为已知量; 0 < a < b < h, a及h已知, b 待定; m = 0, � 1,

� 2, �� 

2 � 积 分方 程

据微分方程( 1)及边界条件( 5) ,可将质点位移表示成

� � w j ( x , yj ) =
1
2��

0

- �
A
-
j ( �) exp[ ( �j + i�j ) �yj - i�x ] d�+

� � � � � � ��
�

0
A
+
j ( �) exp[ (- �j + i�j ) �yj - i�x ] d� , ( 6)

这里, i为虚数单位, A
�
j ( �) 为待法函数,

� � �j = ( C55 jC44j - C
2
45 j )

1/ 2
/ C44 j , �j = C45j / C44j�� ( 7)

将( 6)式代入应力表达式

� � �yzj ( x , yj ) = C 44j
�wj ( x , yj )
�yj

+ C45 j
�w j ( x , yj )

�x ,

得

1187肖 � � 万 � � 伸 � � � 周 � � 建 � � 平 � � � 唐 � � 国 � � 金



� � �yzj ( x , yj ) =
�j
2��

0

- �
( �j + i�j ) �A

-
j ( �) exp[ ( �j + i�j ) �yj - i�x ] d�+

� � � � � � ��
�

0
(- �j + i�j ) �A

+
j ( �) exp[ (- �j + i�j ) �yj - i�x ] d� �� ( 8)

由于问题关于直线束 x = xm = 2mh (m = 0, � 1, � 2, �) 对称,所以关于其中任一直线

为对称的两点其位移必然相等且应力分量 �yzj 也相等, 再注意到 w j ( x , 0) 取实数值,于是

� � A
m
-
j ( �) = A

m
+
j ( �) = A

m

j ( �)�� ( 9)

以未知函数 f j ( x ) 和 g j ( x ) 表示 A
m

j ( �) , 得

� � A
m

j ( �) =
1
��

2mh+ a

2mh- a
f j ( r ) [ sin( r�) - icos( r�) ] dr +

� � � � � � �
2mh- a

2mh- b
+�

2mh+ b

2mh+ a
gj ( s ) [ sin( s�) - icos( s�) ] ds �� ( 10)

记 w ( x , 0) = w 1( x , 0) + w 2( x , 0) , f ( r) = f 1( r) + f 2( r ) , g ( s) = g1( s) + g 2( s) , 将(9) , (10)

代入(6) ,并令 yj �+ 0, 有

� � w ( x , 0) = �
�

m= - �
w
m

( x , 0) =
1
� �

�

m= - � �
2mh+ a

2mh- a
f ( r)dr�

�

0

sin( r�) cos( x�)
�

d�+

� � � � �
2mh- a

2mh- b
+�

2mh+ b

2mh+ a
g( s )ds�

�

0

sin( s�) cos( x�)
�

d� �� ( 11)

由公式
[ 4]

� � �
�

0

cos( x�) sin( y�)
�

d�=
�
2
� � ( x < y ) ,

� � �
�

0

cos( x�) sin( y�)
�

d�= 0 � � ( x > y ) ,

可知( 11)式满足( 4)式��
将( 9)、( 10)代入( 8)之后令 yj �+ 0, 有

� � �
�yz1( x , 0)
�1

+
�yz2( x , 0)
�2

=

� � � � - �
�

m= - � �
2mh+ a

2mh- a

f ( r)
r - x

dr + �
2mh- a

2mh- b
+�

2mh+ b

2mh+ a

g ( s)
s - x

ds , ( 12)

其中 � � �j = C44 jC55j - C
2
45 j�� ( 13)

将( 12)代入( 2) , ( 3) ,注意到

� � f ( x + 2mh) = f ( x ) , g( x + 2mh) = g ( x ) ,

� � f (- x ) = - f ( x ) , g (- x ) = - g ( x ) ,

以及

� � �
�

m= - �

1
y - x + 2mh

-
1

- y - x + 2mh
=

� � � � �
2h

1
sin �y / 2h - sin �x / 2h

+
1

sin �y / 2h + sin �x / 2h
cos
�y
2h

,

可得奇异积分方程

� � �
A

0

F ( R)
R - X

dR +�
B

A

G ( S )
S - X

dS =
��0
�
� � ( X � (0, A ) ) , ( 14a)

� � �
A

0

F ( R)
R - X

dR +�
B

A

G ( S )
S - X

dS = -
�( �s - �0)
�

� � ( X � ( A , B ) ) , ( 14b)
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其中

� �
A = sin2

�a
2h

, B = sin2
�b
2h

, X = sin2
�x
2h

, R = sin2
�r
2h

,

S = sin2
�s
2h

, F( R ) = f
2h
�
arc sin R , G ( S ) = g

2h
�
arc sin S ,

( 15)

� � 1
� =

1
�1
+

1
�2
�� ( 16)

于是,边值问题方程( 1) ~ ( 5)就转化为与之等价的积分方程( 14)��

3 � 问 题的 解

根据积分方程理论, 可从积分方程组( 14)解出

� � F( R) = -
1
��

R
B - R

- �0�+ 2�s arc tan B - A
A

+

� � � � � � �sln

B - R
R

-
B - A
A

B - R
R

+
B - A
A

� � ( R � (0, A ) )�� ( 17a)

� � G( S) = -
1
��

S
B - S

- �0�+ 2�sarc tan B - A
A

+

� � � � � � �sln

B - A
A

+
B - S
S

B - A
A

-
B - S
S

� � ( S � ( A , B) ) , ( 17b)

由弹塑性体中应力的有界性可得

� � - �0�+ 2�s arctan
B - A
A

= 0,

从而, B = Asec2
��0
2�s

, 而塑性区尺寸为

� � b - a =
2h
�
arcsin

1
2
sin
�a
h

sec
��0
2�s

-

� � � � � � � sin
�a
2h

1 - sin2
�a
2h

sec2
��0
2�s

�� ( 18)

裂纹扩展的判据参数 � � � 裂纹张开位移依定义为
� � �= w 1(2mh � a, 0) + w2(2mh � a , 0) ,

将( 17)、( 11)及( 15)代入上式, 整理得

� � �=
h�s
�2 ��

B

A
ln

B - A
A

+
B - S
S

B - A
A

-
B - S
S

dS

(1- S ) S
�� ( 19)

4 � 讨 � � 论

式( 18)表明,无论是各向同性还是各向异性, D_B模型的塑性区尺寸 b - a 表达式在形式

上都是相同的,都与裂纹长度 2a及相邻两裂纹之间的距离2h有关�� 但各向同性与各向异性
两种情形的塑性区尺寸在本质上是有差别的�� 事实上, 在各向异性情形, 式(19) 中的屈服应
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力 �s 的大小取决于两种材料取向的组合情况�� 这反映了各向异性对于塑性区尺寸的影响��

式( 19)揭示了裂纹的张开位移 �依材质参数 �s、C44j、C55j、C45j 以及相邻两裂纹的间距 2h

变化的规律��

下面讨论一些特殊情形��

1) 单一材料

即上、下半平面都是同一材料�� 其解只需通过在( 16)式中令 �1 = �2 即可得到��

2) 各向同性材料

两种材料都是各向同性材料�� 这时在( 7)、( 13)式中令 C45j = 0, C 55j = C44j = �j (剪切模

量)即可��

3) 各向同性 � 各向异性
不妨假定上、下半平面依次为各向同性介质、各向异性介质�� 令 C451 = 0, C551 = C441 =

�1, 即可得其解��

最后,我们指出,这里考虑的是反平面断裂问题( �型) ,对于面内断裂问题( �型、�型)及

各种复杂共线裂纹问题, 本文方法也具有良好的适应性��
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Periodical Interfacial Cracks in Anisotropic

Elastoplastic Media

XIAO Wan_shen1, 2, � ZHOU Jian_ping2, � TANG Guo_jin2

( 1. Depar tm ent of Engin eer in g Mechanics , Hunan Univer sity ,

Changsha 410082, P . R . China ;

2. College of Astr on autics and Ma ter ial En gin eer ing , Nat ion al Un iver sity of Def ense Techn ology ,

Changsha 410073, P . R . China )

Abstract: By using Fourier transformation the boundary problem of periodical interfacial cracks in

anisotropic elastoplastic bimaterial was transformed into a set of dual integral equations and then it

was further reduced by means of definite integral transformation into a group of singular equations.

Closed form of its solution was obtained and three corresponding problems of isotropic bimaterial, of a

single anisotropic material and of a bimaterial of isotropy_anisotropy were treated as the specific cas-

es. The plastic zone length of the crack tip and crack openning displacement ( COD) decline as the

smaller yield limit of the two bonded materials rises, and they were also determined by crack length

and the space between two neighboring cracks. In addition, COD also relates it with moduli of thema-

terials.

Key words: periodical crack; interfacial crack; anisotropic elastoplastic fracture of bi_material; an-

tiplane problem; dugdale barenblatt model; crack openning displacement
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