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摘要:  利用加细方程的面具, 给出该方程的一个近似解, 并根据这个近似解构造出二维连续信号

的近似采样定理# 其近似采样函数是所求加细方程的近似解, 它是由加细方程的面具唯一确定的

逐段线性函数 ,且有显示的计算公式# 因此可以根据需要选择加细方程的面具, 从而达到控制近

似采样函数的衰减速度# 
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引   言

在信号的处理过程中,采样定理是最重要的数学工具之一# 最著名的采样定理是 Shannon

采样定理[ 1]# Shannon采样定理可简单叙述如下:

定理 A  如果信号或函数 f ( t ) 在带限[- B, B ] 内,即

  f ( t ) =
1

2BQ
B

- B
F (w ) e

- iwt
dw ( 1)

对某 F I L
2
(- B, B ) 成立,则 f ( t ) 可以由它在 tn = nP/ B( n = 0, ? 1, ? 2, ,) 上的函数值

通过下式重构

  f ( t ) = 6
n I Z

f ( tn)
sinB ( t - tn )

B ( t - tn)
, ( 2)

其中点列 t n 被称之为采样点,而函数Sn ( t ) = sinB( t - t n) / [ B ( t - t n) ] 称之为采样函数# 

我们知道,上面的 Sn( t ) 的衰减是很慢的,在信号处理中自然希望构造衰减较快的采样函数# 

由G. Walter[ 2]最早将 Shannon采样定理推广到小波子空间 V0 上, 给出如下结论:

定理 B  设 < I L
2
(R) H C (R) ,满足 <( t ) = O( | t |

- a
) , t y ? ] ( a > 1) ; <̂* ( w ) =

6
n I Z

<( n) e- i nw X 0, w I R# 对小波子空间 V0= 6
n I Z

cn<( t - n) : { cn } I l
2
,则存在函数序列

{ Sn ( t ) } < V0, 使得在一致收敛意义下有
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  f ( t ) = 6
n I Z

f ( n) Sn ( t )   ( Pf I V 0)# ( 3)

文献[ 3]利用加细方程给出了适合任何连续信号的近似采样定理文献; 文献[ 4]对有限区间小

波子空间进行了研究,给出了小波子空间上的采样定理# 文献[ 3]、[ 4]中采样定理的突出优点

是可以根据需要选择相应的两尺度序列,从而达到控制近似采样函数的衰减速度# 在这篇文

章中,我们将这种近似采样定理[ 3]引入到二维连续信号之中,给出二维连续信号的近似采样定

理# 当然,这种采样定理将在数字图像处理等领域中具有非常重要的作用# 

1  二维连续信号的近似采样定理

假设 + 是Z
2中的一个有序的且有限的集合# 在本文中设

  + = (0, 0) , (0, 1) , ,, (0, n2) , (1,0), (1,1), ,, (1, n2) , ,, ( n1, 0) , ( n1, 1) , ,, ( n1, n2) # 

设加细方程

  <( X) = 6
k I +

ck<(2X - k)   (X = ( t , s ) ) ( 4)

存在一个连续的 L
1 解,即 <( t , s ) I L

1 H C# 关于加细方程(4) 解的存在性问题已被很多作

者进行了详细研究并得到很好的结果(见[ 5] ~ [ 7] )# 我们知道,如果加细方程(4) 存在一个

连续的解, 则解在归一化的条件QR
2 <( X) dX = 1下是唯一的, 其支撑区间也上有限的# 容易

推出 supp < A [ 0, n1] @ [ 0, n2]# 

由文献[ 8]可知 6
k I +

ck = 4,又由文献[ 9] 可知在多大数应用中,加细方程中的序列{ ck} 还

满足 6
k I +

c2k+ l = 1, l I { (0, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (1, 1) } , 而文献[ 10]中构造出大量的紧支撑正交

连续的不可分的二维小波且满足上述要求# 在本文中我们也假设加细方程中的系数满足上式

# 

对于一个给定的函数 g, 定义一个线性算子 S:

  (Sg ) ( X) = 6
k I +

ckg(2X - k)   ( X = ( t , s) ) , ( 5)

则加细方程( 4)的解是算子 S的一个不动点# 

下面我们定义 4个矩阵如下,分别记为 T0, 0, T0, 1, T1, 0, T1, 1

  ( T0, 0) G, N = c2G- N+ (0, 0)   ( G, N I +) , ( 6)

  ( T0, 1) G, N = c2G- N+ (0, 1)   ( G, N I +) , ( 7)

  ( T1, 0) G, N = c2G- N+ (1, 0)   ( G, N I +) , ( 8)

  ( T1, 1) G, N = c2G- N+ (1, 1)   ( G, N I +)# ( 9)

下面我们用函数 g 定义一个向量值函数, 记为 F( g) = g: R y R
n
1
n
2

  g( t , s ) =

[ g( t , s ) , ,, g( t , s + n2- 1) , g ( t + 1, s) , ,,

  g ( t + 1, s + n2- 1) , ,, g( t + n1- 1, s) , ,,

  g ( t + n1- 1, s + n2- 1) ]T

  ( ( t , s ) I [ 0, 1) @ [ 0, 1) ) ,

0   ( ( t , s ) /I [ 0, 1) @ [ 0, 1) )# 

( 10)

下面在向量函数 g 上定义算子T
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  (T g) ( t , s ) =

T0, 0g(2t , 2s )   ( ( t , s ) I [ 0, 1/ 2) @ [ 0, 1/ 2) ) ,

T0, 1g(2t , 2s - 1)   ( ( t , s ) I [ 0, 1/ 2) @ [ 1/ 2, 1) ) ,

T1, 0g(2t - 1, 2s )   ( ( t , s ) I [ 1/ 2, 1) @ [ 0, 1/ 2) ) ,

T1, 1g(2t - 1, 2s - 1)   ( ( t , s ) I [ 1/ 2, 1) @ [ 1/ 2, 1) ) ,

0   ( ( t , s ) 为其它)# 

( 11)

引理 1  设 <的支撑区间是[ 0, n1] @ [ 0, n2] , F( <) = 5 由上面定义, 则 F(S( <) ) =

T( <) , 且 <是加细方程(4) 的解的充要条件是 5 = T 5# 

文献[ 5] ~ [ 7]均给出了一维情形的证明,对于二维情形可类似证明# 

引理 2  如果 6
k I +

ck = 4, 则 4是矩阵[ T0, 0+ T0, 1+ T1, 0+ T1, 1] 的左特征值,且[ 1, 1, ,,

1] 是对应的特征向量# 

如果 6
k I +

c2k+ l = 1, l = (0, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (1, 1) 则1分别是矩阵 T0, 0, T0, 1, T1, 0, T1, 1的

左特征值,且[ 1, 1, ,, 1]对应的特征向量# 

如 <( t , s ) 是线性箱样条,它满足

  <( t , s) =
1
2
<(2t + 1, 2s + 1) +

1
2
<(2t + 1, 2s) +

1
2
<(2t , 2s + 1) +

    1
2 <(2t , 2s ) +

1
2 <(2t , 2s - 1) +

1
2 <(2t - 1, 2s) +

1
2 <(2t - 1, 2s - 1) ,

相应的 T0, 0, T0, 1, T1, 0, T1, 1 如下

  T0, 0 =

1
2

0 0 0

0
1
2 0 0

0 0
1
2

0

1
2

1
2

1
2

1

, T0, 1 =

1
2

1
2

0 0

0 0 0 0

1
2

0 1
1
2

0 1
2

0 1
2

,

  T1, 0 =

1
2

0
1
2

0

1
2 1 0

1
2

0 0 0 0

0 0
1
2

1
2

, T1, 1 =

1 1
2

1
2

1
2

0
1
2

0 0

0 0
1
2

0

0 0 0
1
2

,

则 T0, 0, T0, 1, T1, 0, T1, 1 满足引理 2# 

对任意给定的函数 g ( t , s) 及区域 I ,令 g I =
1

| I |QI
g( t , s )dtds ,其中 | I | 表示区域 I 的

面积# 引入一个初始向量 v 为

  v = [ v0, 0, ,, v0, n
2
- 1, v1, 0, ,, v1, n

2
- 1, ,, vn

1
- 1, 0, ,, vn

1
- 1, n

2
- 1]

T
=

    [ <[ 0, 1] @ [ 0, 1] , ,, <[ 0, 1] @ [ n
2
- 1, n

2
] , ,, <[ n

1
- 1, n

1
] @ [ 0, 1] , ,, <[ n

1
- 1, n

1
] @ [ n

2
- 1, n

2
] ]
T# 

引理 3  设 <是加细方程(4) 的连续的 L
1解,则 v是矩阵[ T0, 0+ T0, 1+ T1, 0+ T1, 1] 的特
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征向量,对应的特征值为 4# 其中

  v = [ <[ 0, 1] @ [ 0, 1] , ,, <[ 0, 1]@ [ n
2
- 1, n

2
] , ,, <[ n

1
- 1, n

1
] @ [ 0, 1] , ,, <[ n

1
- 1, n

1
]@ [ n

2
- 1, n

2
] ]
T

证明  由( 11)式并分别考虑以下 4种情形: ( t , s ) I [ 0, 1/ 2] @ [ 0, 1/ 2] ; [ 0, 1/ 2] @ [ 1/ 2,

1] ; [ 1/ 2, 1] @ [ 0, 1/ 2] ; [ 1/ 2, 1] @ [ 1/ 2, 1] , 则有

  

<[ 0, 1/ 2] @ [ 1, 1/ 2]

,,

<[ n
1
- 1, n

1
- 1/ 2] @ [ n

2
- 1, n

2
- 1/ 2]

= T0, 0 v,

<[ 0, 1/ 2] @ [ 1/ 2, 1]

,,

<[ n
1
- 1, n

1
- 1/ 2] @ [ n

2
- 1/ 2, n

2
]

= T0, 1 v, ( 12)

  

<[ 1/ 2, 1] @ [ 0, 1/ 2]

,,

<[ n
1
- 1/ 2, n

1
] @ [ n

2
- 1, n

2
- 1/ 2]

= T1, 0 v,

<[ 1/ 2, 1] @ [ 1/ 2, 1]

, ,

<[ n
1
- 1/ 2, n

1
] @ [ n

2
- 1/ 2, n

2
]

= T1, 1 v# ( 13)

又因在任意的 [ i , i + 1] @ [ j , j + 1] 上均有

  <[ i, i+ 1/ 2]@ [ j , j+ 1/ 2] + <[ i , i+ 1/ 2]@ [ j+ 1/ 2, j ] + <[ i+ 1/ 2, i] @ [ j, j+ 1/ 2] +

    <[ i+ 1/ 2, i ] @ [ j+ 1/ 2, j ] = 4<[ i , i+ 1]@ [ j , j+ 1]# 

上式意味着引理 3成立# t

取 E1, E2, ,, Ek I {0, 1} , G1, G2, ,, Gk I {0, 1} ,分别利用它们构造两个 k 维向量e = ( E1,

E2, ,, Ek) , u = ( G1, G2, ,, Gk )# 再由这两个向量定义一个区域 I e, u为

  I e, u = [ . E1E2 ,Ek , . E1E2 ,Ek + 2- k
] @ [ . G1 G2,Gk , . G1G2 ,Gk + 2- k

] , ( 14)

其中

  . E1E2 ,Ek =
E1
2
+
E2
22
+ ,+

Ek
2k
,   . G1G2 ,Gk =

G1
2
+
G2
22

+ ,+
Gk
2k

# 

令

  
5 0( t , s) = v   ( ( t , s ) I [ 0, 1) @ [ 0, 1) ) ,

5k+ 1( t , s ) = T 5k ( t , s)   ( ( t , s) I [ 0, 1) @ [ 0, 1) )# 
( 15)

另外,定义 <0( t , s) 为

  <
0
( t , s ) =

v 0, 0     ( ( t , s ) I [ 0, 1] @ [ 0, 1] ) ,

v 0, 1     ( ( t , s ) I [ 0, 1] @ [ 1, 2] ) ,

,      ,

v 0, n
2
- 1    ( ( t , s ) I [ 0, 1] @ [ n2- 1, n2] ) ,

,      ,
vn

1
- 1, 0    ( ( t , s) I [ n1 - 1, n1] @ [ 0, 1] ) ,

,      ,

vn
1
- 1, n

2
- 1   ( ( t , s) I [ n1- 1, n1] @ [ n2- 1, n2] )# 

( 16)

再应用S算子构造如下的递推公式:

  <k+ 1( t , s) = S<k( t , s )   ( ( t , s) I [ 0, n1] @ [ 0, n2] , k = 0, 1, ,)# ( 17)

定理 1  由( 15)式和( 17)式分别定义了 { 5 k
( t , s) } 及{ <k( t , s) } , 并假设 <是加细方程(4)

的一个紧支撑的连续解, Ie , u为上面所定义,则

1) 对每对 ( t , s ) I I e, u ,均有 5 k
( t , s ) = TE

1
, G

1
TE

2
, G

2
,TE

k
, G

k
v ,

2) 对任意的 k \ 1, <k( t , s ) 是一个分段函数,且有
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  <k( t , s ) = b
k
( i , j ) , ( h, w)

(当( t , s) I $k( i , j ) , ( h, w) = [ i +
j

2k
, i +

j + 1

2k
@ [ h +

w

2k
, h +

w + 1

2k
, i = 0, 1, ,, n1- 1,

j = 1, 2, ,, 2k- 1; h = 0, 1, ,, n2- 1, w = 1, 2, ,, 2k- 1) ,

其中

  b
k
( i , j) , ( h, w) = <$k( i, j) , ( h, w) =

1
$k( i , j) , ( h, w)Q

i+
j+ 1

2
k

i+ j

2
k
Q

h+
w+ 1

2
k

h+ w

2
k

<( t , s )dtds# 

证明  用数学归纳法证明 1)# 若 ( t , s ) I I e, u有 5
k
( t , s) = TE

1
, G

1
TE

2
, G

2
,TE

k
, G

k
v成立# 

若 ( t , s) I I (0, e ) , (0, u) , 则 5k+ 1( t , s) = T( <k( t , s) ) = T0, 0TE
1
, G

1
TE

2
, G

2
,TE

k
, G

k
=

T(0, e ) , (0, u) v

同理若 ( t , s ) I I (0, e) , (1, u) , 则 5k+ 1( t , s) = T( 0, e ) , ( 1, u) v ; 若 ( t , s ) I I (1, e) , ( 0, u) , 则

5 k+ 1
( t , s) = T( 1, e) , ( 0, u) v ;若( t , s) I I (1, e ) , (1, u) ,则 5 k+ 1

( t , s ) = T(1, e) , ( 1, u) v# 从而证明了

1)# 

2) 的证明是显然的# t

定理 2  设 <( t , s) 是加细方程(4) 的一个紧支撑连续的 L
1解, { <k( t , s) } 由上面给出,则

{ <k( t , s) } 一致收敛于{ <( t , s ) }# 

证明  由于 <( t , s ) 在闭区间[ 0, n1] @ [ 0, n2] 上连续, 从而是一致连续,所以对任给 E>

0, 存在 D> 0, 当( t 1, s1) , ( t2, s2) I [ 0, n1] @ [ 0, n2] 且 ( t 1- t2)
2
+ ( s1- s2)

2
< D时有

| <( t 1, s1) - <( t2, s2) | < E# 由积分中值定理可知至少存在一个点( t
k
i, j , s

k
h, w ) I $k( i , j) , ( h, w)

使得 <( tki , j , s
k
h, w ) = b

k
( i , j ) , ( h, w)# 取K ,使得 2/ 2k < D,则任给(�t ,�s) I [ 0, n1] @ [ 0, n2] 及当

k > K 时存在一个 i , j , h , w : 0 [ i [ n1- 1, 0 [ j [ 2k , 0 [ h [ n2- 1, 0 [ w [ 2k使得(�t ,

�s ) I $k( i , j ) , ( h, w)# 则 <k(�t ,�s ) = b
k
( i, j ) , ( h, w) = <( t ki, j , s

k
h, w )# 由于 (�t ,�s ) , ( t

k
i , j , s

k
h, w ) I

$k( i , j ) , ( h, w) 及 | $k( i, j ) , ( h, w) | < D可得 | <(�t ,�s ) - <k(�t ,�s ) | = | <(�t ,�s ) - <k( t ki, j , s
k
h, w ) | < E# 

从而完成了定理 2的证明# t

给定一个区域 X = [ A1, A2] @ [ B1, B2] , A1, A2, B1, B2 I R, 定义 Km, n ( X ) = { ( k , h) I Z
2

| 2
m
A1- n1 [ k [ 2

m
A2, 2

n
B1- n2 [ h [ 2

n
B2} ,则对任意 m, n,及任意的X = [ A1, A2] @ [ B1,

B2] ,当( k , h) /I Km, n 时必有<(2m - k, 2n - h) = 0# 记

  gm, n( t , s ) = 6
( k, h) I K

m, n
( X)

f (2- m
t - k, 2- n

s - h) <(2mt - k , 2ns - h) ,

  g
j
m , n( t , s ) = 6

( k, h) I K
m, n

( X)

f (2
- m

t - k, 2
- n
s - h) <

j
(2

m
t - k , 2

n
s - h)# 

定理 3  设 f ( t , s) 是连续的, <( t , s ) 是满足加细方程(4) 的连续解, { <j ( t , s ) } 由(17) 式

定义# 则对任意给定的闭区域 X = [ A1, A2] @ [ B1, B2] 上的点( t , s ) 及 E> 0,存在 M , N >

0的 J > 0,使得当 m > M , n > N, j > J 时有

  f ( t , s ) = 6
( k, h) I K

m, n
( X)

f (2- m
t - k , 2- n

s - h) <j (2mt - k , 2ns - h) + Cm, nE,

其中 Cm, n 是一个仅依赖于m, n 的常数# 

证明  显然 supp( <) = supp( <j ) = [ 0, n1] @ [ 0, n2]# 对固定的 m, n > 0,对任意( k, h )

I K m, n ( X ) 均有下式成立:
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| 2

- m
k | [ max{ A2, n1- A1} : = L ,

| 2- n
h | [ max{ B2, n2- B1} : = H ,

显然, L , H 是两个与 m, n 无关的常量, 因此可选择一个有限闭区域 Y, 使得 (2- m
,

2- n
)
T
Km, n ( X ) G X < Y# 当然 f ( t , s) 在有限区域 Y 上一致连续,所以对任意 E> 0,存在 D

> 0,当( t 1, s1) , ( t2, s2) I Y且 ( t 1- t 2)
2
+ ( s2- s2)

2
< D时有 | f ( t1, s1) - f ( t2, s2) | < E;

另一方面,由定理 2知, vJ > 0,当 j > J 时恒有 | <j ( t , s) - <( t , s) | < E;根据上面的说明,

存在 M , N , J > 0,当 m > M , n > N , j > J 时有如下两个不等式:

  | g
j
m , n( t , s ) - gm, n( t , s ) | [ Cm, nE, ( 18)

  | gm, n( t , s ) - f m, n ( t , s ) | [ C
*
m, nE# ( 19)

结合( 18)、( 19)两式,对同一个 E, 有

  | g
j
m , n- f ( t , s ) | = | g

j
m , n( t , s ) - gm, n( t , s ) + gm, n( t , s ) - f m, n( t , s ) | [

    | g
j
m, n( t , s ) - gm, n( t , s ) | + | gm, n( t , s) - fm, n( t , s ) | [

    [ Cm, n + C
*
m, n] E

这就完成了定理 3的证明# t
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Abstract: An approximate solution of the refinement equation was given by its mask, and the approx-i

mate sampling theorem for bivariate continuous function was proved by applying the approximate solu-

tion. The approximate sampling function defined uniquely by the mask of the refinement equation is the

approximate solution of the equation, a piece_wise linear function, and posseses an explicit computa-

tion formula. Therefore the mask of the refinement equation is selected according to one. s require-

ment, so that one may controll the decay speed of the approximate sampling function.
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