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摘要:  研究了一类带非局部源的非线性退化抛物型方程# 在一定条件下, 证得方程的解在有限

时刻爆破且爆破点集为整个区域# 积分方法被用来研究解的爆破性质# 
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1  引言和主要结论

设 8 < R
N 为一个带光滑边界5 8的有界区域# 记 QT = 8 @ (0, T ] , ST = 5 8 @ (0, T ] ,

及 Q t, T = 8 @ ( t , T ] ,其中 0 < t < T < ] # 考虑如下非线性退化抛物型初边值问题:

  

u t = u
r
( $u + Q8

f ( u )dx )   ( x I 8 , t > 0) ,

u( x , t ) = 0         ( x I 5 8, t > 0) ,

u( x , 0) = u0( x )       ( x I 8 ) ,

( 1)

其中 0 < r < 1# 上述问题描述了发生在液体通过齐次的各向同性的稀疏介质的流动及人口

动力学当中的许多物理现象(见[ 1, 2] ) ,且一些文献指出在方程中利用非局部增长项可以更好

地模拟一类人口交流模型(见[ 3, 4] )# 

近几年,许多工作着力于带非局部源的半线性抛物型方程解的爆破性质的研究(参见[ 5,

6, 7, 8]及其文献)# Chadam等在[ 5]中讨论了( 1)中 r = 0的情形# 他们证得当

  f ( s ) \ 0, f c( s ) \0, f ( s ) 为凸函数, Q
] ds
f ( s)

< ]

以及 u0( x ) 充分大时解在有限时刻爆破# 然而, 对退化非局部问题, 类似的结果很少(见

[ 3] )# 本文将引入非线性项 u
r
(此时(1) 对应于慢扩散方程)# 在一些类似的假设条件下,我

们得到了与[ 5]相同的结论# 进一步,我们证得( 1)的解具有整体爆破性质(即在整个区域内同

时爆破)以及在任意紧子集上具有一致渐近性态# 这些结论均改进了 Chadam等[ 5]的工作# 文

中研究渐近性的方法为[ 6]中方法的推广,不同于[ 5]# 

在叙述主要结论之前,我们对初值 u0( x ) 和 f ( s ) 作如下假设:
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( H1) u0( x ) I C
1
( 8 ) , u0( x ) | x I 8 > 0, u0( x ) | x I 5 8 = 0及 5 u0/5M< 0, x I 5 8 ,其中

M为边界上的外法向方向;

(H2) $u0+ Q8
f ( u0)dx \0, ( x I 8 ) ;

(H3) f ( s) I C( [ 0, ] ) ) H C
2
( (0, ] ) ) 且在(0, ] ) 上 f \ 0和 fc \ 0;

(H4) f ( s) 为凸函数,Q
] 1
f ( s)

ds < ] # 

由(H3)和(H4) ,我们有 lim
s y ]

f ( s) = ] 和

  lim
sy ]

f ( s )
s

= ] ( 2)

成立# 第一个极限很显然,我们考虑第二个# 记 k = lim
sy ]
f c( s ) # 由洛比达法则,有

  lim
sy ]

f ( s )
s

= lim
s y ]

f c( s) = k ,

如果 k < ] ,则存在 s0 > 0使得对任意的 s \ s0成立 f ( s) [ 2ks # 于是

  Q
]

s
0

ds
f ( s)

\Q
]

s
0

ds
2ks

= ] ,

这与(H4)相矛盾# 

记 K1为 Dirichlet问题

  - $U( x ) = KU( x )   ( x I 8 ) ,

  U( x ) = 0   ( x I 5 8 )

的第一特征值, U( x ) 为相应的特征函数且规范化为 U( x ) > 0, x I 8 和Q8
U( x ) dx = 1# 

我们的主要结论是,

定理 1. 1  假设 u0( x ) 和 f ( s) 满足( H1) ~ (H4) , 则当 u0( x ) 充分大时( 1)的解在有限时

刻爆破# 

定理 1. 2  在定理 1的假设条件下, ( 1)的爆破点集为整个区域# 

定理 1. 1表明在 s 很大时如果f ( s) / s 是超线性的(例如 f ( s) / s ~ E( lns ) p ,其中 E> 0, p

> 1) , 则( 1)对一定的初值具有有限时刻爆破解# 

2  局部存在性

因为在边界上 u = 0, ( 1)中方程不是严格的抛物型,古典的抛物型理论不能够直接证明

( 1)的解的局部存在性# 我们将采用标准的正则化方法来克服上述困难(见[ 9] )# 

首先,我们给出一个极值原理(见[ 8, 引理 2. 1] )# 

引理 2. 1  假设 w ( x , t ) I C
2, 1
( QT ) H C ( QT ) 且满足,

  w t - d ( x , t ) $w \ c1( x , t ) w + c3( x , t )Q8
c2( x , t ) w ( x , t ) dx   ( ( x , t ) I QT ) ,

  w ( x , t ) \ 0   ( ( x , t ) I ST ) ,

  w ( x , 0) \ 0   ( x I 8 ) ,

其中 c1( x , t ) , c2( x , t ) , c3( x , t ) 均为 QT 上的有界函数, 且 c2( x , t ) \ 0, c3( x , t ) \ 0, 以及

d ( x , t ) > 0,那么在QT 上w \ 0# 

为了证明( 1)的解的存在性,我们考虑如下正则化问题

1205邓  卫  兵    刘  其  林    谢  春  红



  

uEt = ( uE)
r
( $uE+Q8

f ( uE)dx )   ( x I 8, t > 0) ,

uE( x , t ) = E  ( x I 5 8, t \ 0) ,

uE( x , 0) = u0+ E  ( x I 8 ) ,

( 3)

其中 0 < E [ 1# 

下述引理给出了问题( 3)古典解的存在唯一性# 

引理 2. 2  假设( H1)和(H3)成立# 则存在定义在 �8 @ [ 0, T *
E ) 上的最大存在时间函数

uE( x , t ) \E,其中T
*
E I (0, ] ]# 且对所有的0 < S< T < T

*
E ,某个 A I (0, 1) , uE I C ( QT )

H C
2+ A

( QS, T ) , 为问题( 3)唯一的古典解# 

该引理证明类似于[ 7]中定理A. 4的证明,略# 

利用引理 2. 1,对问题( 3) ,我们给出一个比较定理# 

引理 2. 3  假设 uE( x , t ) I C
2, 1
( QT ) H C( QT ) 为问题(3) 的古典解, 非负函数 w( x , t ) I

C
2, 1
( QT ) H C (QT ) , 且满足

  w t \ ( [ ) wr $w + Q8
f ( w )dx   ( ( x , t ) I QT ) ,

  w ( x , t ) \ ( [ ) E  ( ( x , t ) I ST ) ,

  w ( x , 0) \ ( [ ) u0( x ) + E  ( x I 8) ,

那么,在 QT 上w ( x , t ) \ ( [ ) uE( x , t )# 

利用引理 2. 3,推得 uE关于E具有如下单调性质,

引理 2. 4  假设( H1) , ( H3)成立# 设 1 \ E1 \ E2 > 0, uE
1
和 uE

2
为(3) 对应于 E1 和 E2的

古典解,那么在(0, T *
E

1
) 上 uE

1
\ uE

2
且 T

*
E

1
[ T

*
E

2
# 

由引理2. 4知 uE关于E单调,且下有界,故极限

  T
* S lim

Ey 0
T

*
E

和

  u( x , t ) S lim
Ey0
uE( x , t ) ( 4)

存在,且对任意的 ( x , t ) I QT , T < T
*
极限( 4)逐点收敛# 

要证明由( 4)定义的 u( x , t ) 为问题(1) 的古典解, 我们还需要如下引理,该引理给出 uE一

个一致下界,

引理 2. 5  假设( H1) , ( H3)成立# 令函数 <( x , t ) = ke- QtU( x ) ,其中 k 充分小使得 kU( x )

[ u0( x ),且 Q= K1( k + 1) r,那么对任意的0 < E [ 1, (3) 在(0, T *
E ) 上的解成立 uE \ <(x , t )# 

将 <( x , t ) + E代入( 3) ,由引理 2. 3易得结论,证明略# 

于是,由标准的讨论方法(见[ 9, 10] ) ,推出 uE及其二阶导数在 8 的紧子集上一致收敛到u

及其二阶导数, 且 u在边界和 t = 0处连续# 即 u 为(1) 在 �8 @ [ 0, T *
) 上的解# 

解的唯一性可由标准的方法证得(见[ 11] )# 

综上,我们有如下定理,

定理 2. 1  假设( H1)和( H3)成立# 则( 1)具有唯一的古典解 u I C
2, 1
( 8 @ (0, T *

) ) H

C (�8 @ [ 0, T *
) )# 如果 T

*
< ] 则l im sup

t yT*
max
x I �8

u( x , t ) = ] # 
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3  主要结论的证明

由引理2. 1和标准的上下解方法[ 12]可证得

引理 3. 1  假设(H1) ~ (H3)成立, uE( x , t ) 为(3) 在 �8 @ [ 0, T
*
E ) 上的解# 则在 �8 @ (0,

T
*
E ) 上 uEt \ 0# 

结合定理 2. 1得到如下结论# 

引理 3. 2  假设( H1) ~ ( H3)成立,则( 1)的解 uE( x , t ) 在 8 @ [ 0, T *
) 的任一紧子集内满

足 u t \ 0# 

定理 1. 1的证明

令H ( t) = Q8
u

1- r
Udx , 于是

  1
1 - r

Hc( t ) = Q8
$uUdx + Q8

f ( u )dxQ8
Udx =

        - K1Q8
uUdx + Q8

f ( u)dx \

        - K1Q8
uUdx + 1

C
f (Q8

uUdx ) , ( 5)

其中 C = max
x I �8

U( x ) 且用到 Jensen不等式# 由(2) 可推得,对某个 A > 2CK1,存在 s0 > 0使

得对任意的 s \ s0成立 f ( s) \ As# 如果 u0 充分大, 满足Q8
u0 Udx \ s0, 则由 ut \ 0 推出

Q8
uUdx \ s0# 于是,由( 5) ,推出

  1
1 - r

Hc( t ) \ A
2C

- K1 Q8
uUdx +

1
2C
f Q8

uUdx \

    1
2C
f Q8

uUdx ,

即

  Hc( t ) \ 1 - r
2C

f Q8
uUdx # ( 6)

在( 6)中令 v = u
1- r
, 得

  Q8
v t ( x , t ) Udx \ 1- r

2C
f Q8

v
1/ (1- r)

Udx ,

又若 u0充分大满足Q8
u

1- r
0 Udx > 1,由 1/ (1- r ) > 1, 利用 Jensen不等式推出

  Q8
uUdx = Q8

v
1/ (1- r) Udx \ Q8

vUdx
1/ ( 1- r )

\Q8
vUdx# 

结合( 6) ,推得

  Hc( t ) \ 1 - r
2C

f (H ( t ) )# ( 7)

对( 7)从 0到 T 积分得

  Q
H (T )

H (0)

ds
f ( s )

\ 1 - r
2C

T# 

即

  T [ 2C
1- rQ

]

H (0)

ds
f ( s)

< ] , ( 8)
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这表明 u 在有限时刻发生爆破# t

在下面的讨论中记

  g( t ) = Q8
f ( u)dx , G( t ) = Q

t

0
g( s )ds,

且用 C0, C1, Cc, ,代表各种不同的正常数# 另外, 我们假设(1) 的解 u ( x , t ) 在有限时刻T
*

< ] 爆破# 整体爆破结论可由如下定理推出# 

定理 3. 1  假设 u0( x ) 和 f ( s ) 满足( H1) ~ ( H4) ,则

  lim
t yT*

u
1- r
( x , t ) / (1- r )
G( t )

= lim
t yT*

| u (#, t ) | 1- r
] / (1- r )

G( t )
= 1, ( 9)

在 8 的任意紧子集上一致收敛# 

在证明定理 3. 1之前,我们先给出一些预备引理# 

引理 3. 3  在定理 1. 1的假设条件下, uE( x , t ) 为(3) 在 �8 @ [ 0, T *
E ) 上的解# 则在 �8 @

[ T
*
E / 2, T

*
E ) 上 $uE [ Cc# 

该引理的证明类似于[ 6,引理 4. 1] ,略# 

结合定理 2. 1推出# 

引理 3. 4  在定理 1. 1的假设条件下, u( x , t ) 为(1) 在 �8 @ [ 0, T *
) 上的解# 则存在 C0

> 0和 T 0 I (0, T *
) 使得在 8 @ [ T 0, T

*
) 的任意紧子集上 $u [ C0# 

引理 3. 5  在定理 1. 1的假设条件下,当 t y T
*
时 G ( t) y ] # 

证明  由( 1)中方程得

  u
- r
u t = $u + g( t )# ( 10)

在 T 0到 t I ( T 0, T
*
) 上对(10) 积分得

  u
1- r
( x , t ) / ( 1- r ) [ u

1- r
( x , T 0) / (1 - r ) +Q

t

T
0

$u( x , s)ds + G ( t )# 

于是由引理3. 4,对所有的 x I 8, T 0 < t < T
*
, 有

  u
1- r
( x , t ) / ( 1- r ) [ G( t) + C1, ( 11)

其中 C1 = sup
8
u

1- r
( x , T 0) / (1- r) + C 0T

* 有界,结论得证# t

定理 3. 1的证明

令

  z ( x , t ) = G( t ) -
1

1- r
u

1- r
( x , t )

和

  B( t ) = Q8
z ( y , t ) U( y )dy# 

由格林公式得

  Bc( t ) = Q8
( g ( t ) - u

- r
u t ) U( y )dy = - Q8

$u ( y , t ) U( y )dy =

      K1Q8
u( y , t ) U( y )dy# ( 12)

在0到 t 上对( 12)积分得

  B( t ) [ C2(1+ K1Q
t

0Q8
u ( y , s ) U( y )dyds ) , ( 13)
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由( 11)有

  inf
8
z ( x , t ) \- C1   (对任意 t I ( T 0, T

*
) )# ( 14)

记 5 ( t ) = K1Q
t

0Q8
u( y , s) U( y )dyds# 利用( 13)和( 14)推出

  Q8
| z ( y , t ) | U( y )dy [ C3(1 + 5( t ) )   (对任意 t I ( T 0, T

*
) )# ( 15)

令 KQ = y I 8; dist ( y , 5 8 ) \ Q # 我们有- $z [ C4Q
- r# 事实上,利用inf

K
Q

U\ C5Q和在

K Q上u0 \ C(K Q) U, 可得 u0 \ C6Q# 又由 ut \ 0有 u \ C6Q# 于是,

  - $z = - ru
- r- 1

| ü |
2
+ u

- r$u [ C4Q
- r
,

其中 C4 = C
- r
6 C0# 从而利用[ 6, p. 387]引理 4. 5,得到

  sup
x I K

Q

z ( x , t ) [
C7

QN+ 1+ r (1 + 5( t ) )   (对任意 t I ( T 0, T
*
) )# 

结合( 11) ,推出对任意 x I KQ和 t I ( T 0, T
*
) , 有

  -
C1

G( t)
[ 1 -

1/ (1- r) u
1- r

G ( t)
[

C7

QN+ 1+ r
(1+ 5 ( t ) )

G( t )
# ( 16)

由 f 的凸性和单调不减性假设可得

  f
1
tQ

t

0Q8
u( y , s) U( y )dyds [ 1

tQ
t

0Q8
f ( u( y , s) ) U( y )dyds [ C

t
G ( t ) ,

其中 C = max
x I �8

U( x ) # 于是 5( t ) [ tK1f
- 1
( CG( t ) / t ) ,从而推出,当 G ( t) y ] (即 t y T

*
)

时,

  5( t )
G ( t )

[ CK1
f
- 1
( CG( t ) / t )
CG( t ) / t

y 0# 

事实上,由(H3)和(H4) ,易知 f
- 1
( s) 单调不减且l im

sy ]
f
- 1
( s ) = ] 于是

  lim
sy ]

f
- 1
( s)
s

= lim
y y ]

y
f ( y )

= 0# 

从而我们证得当 t y T
* 时(1 + 5( t ) ) / G( t ) y 0# 综上,由( 16)推出( 9)成立# t

定理 3. 1表明( 1)的爆破解的渐近性态由平衡 u
- r
ut 和非局部源产生,且呈现出一个扁平

的爆破轮廓# 该结论对半线性抛物型方程,在[ 6]中已得到论证# 

定理 1. 2可由定理 3. 1和引理 3. 5直接推出# 
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The Blowup Properties for a Class of Nonlinear

Degenerate Diffusion Equation

With Nonlocal Source

DENG Wei_bing,  LIU Qi_lin,  XIE Chun_hong

( Depar tment of Mathema tics , Nan jin g Un iver sity , Nanjin g 210093, P . R . China )

Abstract: A nonlinear degenerate parabolic equation with nonlocal source was considered. It is shown

that under certain assumptions the solution of the equation blows up in finite time and the set of blow_

up points is the whole region. The integral method is used to investigate the blowup properties of the

solution.

Key words: degenerate equation; nonlocal source; blow up in finite time; global blowup
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