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重建极性连续统理论的基本定律和原理( Ó)

) ) ) Noether定理
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(辽宁大学 数学系和数学应用中心,沈阳 110036)

(我刊原编委戴天民来稿)

摘要 :  对现有的各种偶应力理论进行了认真的再研究, 目的是要提出一个耦合型的 Noether定理

并由此重新建立偶应力弹性动力学的较为完整的守恒定律和相应的均衡方程# 这里给出了新的

各种守恒定律和均衡方程的具体形式,并建立起从给定的不变性要求所得到的这类守恒定律的确

切属性# 最后,由这里的结果自然地推导出各种特殊情形;并可自然地过渡到微极连续统的结果# 
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引   言

本文是文献[ 1, 2]的直接延续# 

早在 1962年Mindlin和Tiersten [ 3]就给出了线性偶应力弹性理论的场方程# Toupin [ 4]建立

起偶应力理论# 1966年 Eringen[ 5, 6]指出弹性介质和流体的偶应力理论可以通过把微极弹性理

论和微极流体理论中的微转动矢量 <i 和 Wi 分别用经典弹性理论和流体力学中的转动矢量 Xi

和涡旋矢量ri 来代替而直接导出# 我们已在[ 2]中指出这种论断对传统的连续统理论间的归

结并不现实,只有在我们最近新建立起的耦合型微极连续统和不带微结构的连续统理论之间

才能成立# 

Atkinson和Leppington [ 7, 8]和Eshelby[ 9]没有用Noether定理导出了偶应力弹性理论的 J 积分

表达式# 

Jaric[ 10]应用Noether定理提出线性微极弹性静力学的 J 积分型守恒定律# 这个工作推广

了Knowles和 Sternberg[ 11]的思想并首次把 Noether 定理应用于微极断裂力学问题# 1981年我

们
[ 12]
把文献[ 10]和[ 11]的结果从经典弹性动力学和微极弹性静力学推广到微极弹性动力学,

并推导出与Fletzer[ 13]结果相对应的 6个守恒定律# 1983年金伏生[ 14]根据微分变分原理提出

一个非保守场的定理并导出一类连续统力学的守恒定律# 1986年我们
[ 15]
建立起微极弹性动
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力学的若干路径无关积分定理# 1989 年Vukobrat [ 16]独立地推导出我们在[ 12, 15]中已经得到

的部分结果# 由于这些理论都不够完整,所以即使可以从它们直接归结出偶应力理论的结果,

但也将是不完整的# 

最近 Lubarda 和Markenscoff[ 17]又由Knowles和 Sternberg[ 11]理论出发,从头开始建立起偶应

力弹性静力学的守恒定律# 他们得到 J 积分和L 积分是在Budiansky和 Rice
[ 18]
意义下的推广,

并证明 M 积分并不存在# 实际上,他们得出的 J 积分和L 积分只是 Jaric
[ 10]
的特殊情形# 

鉴于现有的偶应力理论均不完整的现实, 我们拟在本文中利用 Noether 定理和[ 2]的理论

重建偶应力弹性动力学的较为完整的守恒定律,由此可以推导出各种特殊情形# 

1  偶应力弹性动力学的 Noether 定理

现给出偶应力弹性动力学的Noether定理如下:

如果 ui 和 Xi 对 R中所有 NA满足 Euler_Lagrange方程

  L , u
i
-

5
5NA

L , u
i , A
- Qf i = 0, ( 1)

  L , X
i
-

5
5NAL , Xi , A- Q ( li + Eijk xj f k) = 0, ( 2)

则由下式定义的泛函

  F = QR
L dN ( 3)

是在 ( u i , Xi ) 处的无限小不变量,当且仅当

  5
5NA

( LaA+ L , u
i , A
p i + L , X

i , A
qi ) + Q[ f i pi + ( l i + Eijk xj f k ) qi ] = 0# ( 4)

与式( 4)等价的积分形式为

  d
dtQV

( L , u#
i
pi + L , X#

i
qi + La4)dV + QS

( L , u
i , j
p i + L , X

i , j
qi + L aj ) njdS +

    QV
Q[ f i pi + ( l i + Eij k xj f k) qi ] dV = 0# ( 5)

其中 ui , Xi , L , W, K , f i和 l i分别为位移矢量,转动矢量, Lagrange密度,应变能密度, 动能密度,

体力密度和体力矩密度# 这里我们有

  NA = Ni + N4, Ni = x i , N4 = t ; ( 6)

  Ni
)
= Ni + aiG+ O( G

2
) , ( 7)

  N4
)
= N4+ a4G+ O( G

2
) , ( 8)

  ui
)
= ui + biG+ O( G2) , ( 9)

  Xi
)
= Xi + ciG+ O( G

2
) ; ( 10)

  p i = bi - u i, AaA, ( 11)

  qi = c i - Xi , AaA; ( 12)

  ai =
5 Ni

)

5G G= 0
= EijkDj x k + C i + Exi , ( 13)

  a4 =
5 N4

)

5G G= 0
= C4+ Et , ( 14)

  bi =
5 ui

)

5G G= 0
= EijkDj uk + A i + Eu i , ( 15)
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  ci =
5 Xi

)

5G G= 0
= B i + Eijk Dj Xk + EXi , ( 16)

其中 Ai (刚性平移)、Bi (刚性转动)、Ci (坐标平移)、D i (坐标转动) 和 C4(时间迁移)、E (标量变

化)分别为任意常值矢量和常数# 

由于推导这个偶应力弹性动力学的 Noether定理与我们在[ 12]和 Vukobrat在[ 16]中对微

极弹性动力学的推导过程类似,因此证明从略# 

2  偶应力弹性动力学的守恒定律

对任意二次可微的矢量 ui 和 Xi , 偶应力弹性动力学的 Lagrange密度应采取下列形式

  L = W- K = [ t : ü + ( m + x @ t ) : ¨X] -

    Q
2 [ ( u

#
+ X

#
@ x )#( u

#
+ X

#
@ x ) + s#X

#
] , ( 17)

这里 s = sk gk = j kl Xl gk 可称为宏自旋密度# 

把式( 11)、( 12)、( 17)代入式( 4)和式( 5) ,并依次 ( A i X 0, B i X 0, C4 X 0, C i X 0, D i X 0,

E X 0) 取一个不等于零其余任意常数或常值矢量为零,我们即可分别得到下列偶应力弹性动

力学的微分型和积分型守恒定律:

1. 动量守恒定律 ( A i X 0)

  -
d
dt [ Q( u

#
+ X

#
@ x ) ]d V+ #̈t + Qf = 0 ( 18a)

和

  -
d
dtQV

Q( u
#
+ X

#
@ x )dV + QS

n#t dS + QV
Qfd V = 0# ( 18b)

2. 角动量守恒定律 ( Bk X 0)

  -
d
dt

Q[ s + x @ ( u
#
+ X

#
@ x ) ] + #̈( m + x @ t ) +

    Q( l + x @ f ) = 0 ( 19a)

和

  -
d
dtQV

Q[ s + x @ ( u
#
+ X

#
@ x ) ] dV + QS

n#( m + x @ t ) dS +

    QV
Q( l + x @ f )dV = 0# ( 19b)

3. 能量守恒定律 ( C4 X 0)

  d
dt

W +
Q
2

( u
#
+ X

#
@ x )#( u

#
+ X

#
@ x ) + s#X

#
- #̈[ t#u

#
+

    ( m + x @ t )#X
#
] - Q[ f#u

#
+ ( l + x @ f )# X

#
] = 0 ( 20a)

和

  d
dtQV

W +
Q
2

( u
#
+ X

#
@ x )#( u

#
+ X

#
@ x ) + s#X

#
dV - QS

n#[ t#u
#
+

    ( m + x @ t )#X
#
]dS - QV

Q[ f#u
#
+ ( l + x @ f )#X

#
]dV = 0# ( 20b)

4. 坐标平移守恒定律 ( Ck X 0)

  d
dt Q[ ( u

#
+ X

#
@ x )#( u¨) + ( s + x @ ( u

#
+ X

#
@ x ) )#( X¨) ] +
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    d
dx

[L I - t : ( u ¨) - ( m + x @ t ) : ( X¨) ] - Q[ f#( u ¨) +

    ( l + x @ f )#( X¨) ] = 0 ( 21a)

和

  d
dtQV

Q[ ( u
#
+ X

#
@ x )#( u¨) + ( s + x @ ( u

#
+ X

#
@ x ) )#( X¨) ]dV +

    QS
n#[ L I - t : ( u ¨) - ( m + x @ t ) : ( X¨) ]dS -

    QV
Q[ f#( u¨ ) + ( l + x @ f )#( X¨) ]dV = 0, ( 21b)

这里 (  ) ¨= (  ) , j̈ g i gj和I = Dij g i gj 分别是(  ) 的右梯度和二阶单位张量# 

5. 坐标转动守恒定律 ( Dj X 0)

  d
dt
[ Q ( u

#
+ X

#
@ x )#[ E#u - ( u¨)#E#x ] +

    ( s + x @ ( u
#
+ X

#
@ x ) )#[ E#X- ( X¨)#E#x ] ] -

    d
dx

[ t#[ E#u- ( u ¨)#E#x ] + ( m + x @ t )#[ E#X-

    ( X¨)#E#x ] + L E#x ] - Q f#[ E# u- ( u ¨)#E#x ] +

    ( l + x @ f )#[ E#X- ( X¨)#E#x ] = 0 ( 22a)

和

  d
dtQV

Q ( u
#
+ X

#
@ x )#[ E#u - ( u¨)#E#x ] + ( s + x @ ( u

#
+ X

#
@ x ) )#

    [ E# X- ( X¨)#E#x ] dV - QS
n# t#[ E#u - ( u¨ )#E#x ] +

    ( m + x @ t )#[ E# X- ( X¨)#E#x ] + L E#x dS -QV
Q f#[ E#u-

    ( u¨)#E#x ] + ( l + x @ f )#[ E#X- ( X¨)#E#x ] dV = 0# ( 22b)

这里 E= Eijk g i gjgk 为交替张量# 

6. 标量变化守恒定律 ( E X 0)

  d
dt
[ L t - Q ( u

#
+ X

#
@ x )#[ u - ( u¨)#x - u

#
t ] + ( s + x @

    ( u
#
+ X

#
@ x ) )#[ X- ( X¨)#x - X

#
t ] ] +

d
dx

t#[ u- ( u¨)#x -

    u
#
t ] + ( m + x @ t )#[ X- ( X¨)#x - X

#
t ] + L x +

    Q f#[ u - ( u¨)#x - u
#
t ] +

    ( l + x @ f )#[ X- ( X¨ )#x - X
#
t ] = 0 ( 23a)

和

  d
dtQV

[ L t - Q ( u
#
+ X

#
@ x )#[ u- ( u¨)#x - u

#
t ] +

    ( s + x @ ( u
#
+ X

#
@ x ) )#[ X- ( X¨)#x - X

#
t ] ] dV +

    QS
n# t#[ u- ( u¨)#x - u

#
t ] + ( m + x @ t )#[ X- ( X ¨)#x -

    X
#
t ] + L x dS + QV

Q f#[ u- ( u ¨)#x - u
#
t ] +
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    ( l + x @ f )#[ X- ( X¨ )#x - X
#
t ] d V = 0# ( 23b)

3  特 殊情 形

311  半耦合的偶应力弹性动力学

我们所推导出的偶应力弹性动力学守恒定律 ( 18) ~ ( 23) 是耦合型的, 而且是相当完整

的# 

若在前面的( 18) ~ ( 23)诸式中略去转动速度对速度的影响,即取 X
#

@ x = 0, 则可得半耦

合型的偶应力弹性动力学的守恒定律# 

312  传统的偶应力弹性动力学

若在前面的( 18) ~ ( 23)诸式中,略去转动速度对速度的影响, 并在( 20) ~ ( 23)诸式中略去

动量、面力和体力分别对动量矩、面力矩和体力矩的影响, 即得传统的偶应力弹性动力学守恒

定律# 

313  偶应力弹性静力学

在这种情况下, 位移场 u 和转动场 X均与时间无关,于是 K = 0, 和 L = W# 

另外, 如果再略去体力对体力矩以及面力对面力矩的影响,则由( 21)、( 22)和( 23)可分别

得到 3维 Jk、Lk 和M 积分如下:

  J = QS
n#PdS = 0, ( 24a)

  L = QS
n#( P#E#x + t#E#u+ m#E#X )dS = 0, ( 25a)

  M = QS
n#( P#x - t#u - m#X )dS = 0, ( 26a)

  P = WI - t#( u¨ ) - m#( X¨)# ( 27a)

或写成下列分量形式:

  J k = QS
njPjk dS = 0, ( 24b)

  Lk = QS
Ekij ( P li xj + t li uj + mli Xj ) nldS = 0, ( 25b)

  M = QS
( P lk x k - tlk uk - mlk Xk) nldS = 0, ( 26b)

  Plk = WDlk - tljuj, k - mlj Xj , k# ( 27b)

这里 P = P lk gl gk 是偶应力弹性理论的能量动量张量# 

Lubarda和Markenscoff[ 17]推广了Knowles和 Sternberg[ 11]的思想推导出守恒积分( 24)和( 25)

以及下列 M 守恒积分

  M = QS
P lk x k -

1
2
tlk uk -

3
2
mlk Xk nldS = 0, ( 28)

并证明了在偶应力弹性静力学中并不存在上列守恒积分# 

4  结 束语

由本文提出的守恒定律可以自然地推导出偶应力弹性理论的均衡方程# 

根据 Eringen
[ 5, 6]
的观点,本文给出的守恒定律和相应的均衡方程就应是我们在[ 19]中新

建立的连续统力学的结果# 
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本文给出的守恒定律可以自然地过渡到微极弹性动力学的结果# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for Polar Continuum

Theories(Ó) ) Noether. s Theorem

DAI Tian-min

( Depa rtm ent of Mathem atics & Center f or the Application of Mathem atics ,

Lia on in g Univer sity , Shenyan g 110036, P . R . China )

Abstract: The existing various couple stress theories have been carefully restudied. The purpose is to

propose a coupled Noether. s theorem and to reestablish rather complete conservation laws and ba-l

ance equations for couple stress elastodynamics. The new concrete forms of various conservation laws

of couple stress elasticity are derived. The precise nature of these conservation laws which result from

the given invariance requirements are established. Various special cases are reduced and the results of

micropolar continua may be naturally transited from the results presented in this paper.

Key words: Noether. s theorem; couple stress elastodynamics; couple stress elastostatics; conserva-

tion law

1011重建极性连续统理论的基本定律和原理( Ó ) ) Noether定理


