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摘要 : � 此工作致力于无约束各向同性弹性薄膜在表面应力发生变化时几何非线性变形分析�� 基

于能量的考虑 ,导出了曲率与表面应力变化量的关系�� 与已有线弹性分析结果的显著区别是, 当

薄膜很薄而上下表面应力差足够大时,薄膜曲率的解不再唯一,而会发生分叉��
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引 � �言
表面应力与许多细观层次的材料现象有关因而被广泛研究[ 1~ 5]��目前尽管用实验手段还

无法测量出固体表面应力的绝对值,但测量表面应力改变量的方法已经相对完备��无论薄膜

是无约束还是一端夹持的,当其上下表面之一的应力值由于物理或化学吸附等原因而产生改

变时,上下表面的应力差使得薄膜在弯矩的作用下变形弯曲��只要由弹性力学准确地给出曲

率和表面应力变化量的关系式,便能容易地将测得的曲率转换成要测的表面应力改变量��

关于表面应力导致的变形的最早的研究可以追溯到 Stoney[ 6] , 其研究对象是承受一维表

面应力的弹性各向同性梁��此后人们研究了一些更为切合实际的问题,如承受二维表面应力

的无约束或一端夹持的板[ 7~ 10]��然而它们所局限的仍然是小应变小变形情况��当板挠度大

小与板厚度相当,几何非线性的影响便凸现出来��此时,小变形分析不仅会得到不正确的应力

值,也难以准确估测出薄膜形状��

本文致力于表面应力变化影响下无约束的弹性各向同性薄膜的几何非线性分析��基于能
量最小化方法, 所得结果表明当表面应力较小而膜较厚时,变形后的形状呈球面;反之所得解

会分叉,存在3种可能的平衡状态:一种不稳定的球面和两种稳定的椭球面��对不同的情况,
本文推导出了曲率与表面应力改变量之间的解析关系式��

1 �运动学假设

考虑直角坐标系 ( x 1, x 2, x 3) 中一块厚度为 h 的无约束矩形薄膜, 其中 x 1_x 2 面与薄膜中

间层重合�� 薄膜沿 x 1和 x 2方向的侧边尺寸分别给定为 l 1和 l 2�� 为简化起见,可假设薄膜为
弹性各向同性��由此,上下表面的表面应力也均为各向同性��假想薄膜表面应力为零,则此无
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应变的薄膜是平展的��我们选择这一状态作为薄膜的参考构型��当考虑到表面应力的影响

时,薄膜仍然是平展的,这是由于其上下表面的应力完全相等��进一步地, 当某些其他材料的

原子或分子被吸附到其中一个表面上, 此面上的表面应力势必改变, 并造成薄膜的弯曲��这正

是本文将要讨论的情况��

用 �ij 和 �ij 分别表示应力和应变, 薄膜的应力_应变关系可表示为:

� � �ij =
Y

1 + �
�ij +

�
1- 2�

�kk�ij + �( �i1�j 1+ �i 2�j2) , ( 1)

式中, �= �+ �( x 3- h/ 2) + �- �( x 3+ h / 2)�� Y为弹性模量, �为泊松比, �ij 为Kronecker记

号, �( x ) 为Dirac点源函数, �
+
、�

-
分别为薄膜上下表面的表面应力, 下标取值1、2或3,重复的

下标表示求和�� 在 K�rm�n几何非线性条件下[ 11]
,应变分量与位移分量 ui 的关系为:

� � �ij =
1
2

�ui
�x i

+
�uj
�xj +

�u3
�x i

�u3
�xj �� ( 2)

由于薄膜厚度很小, 因此其位移场可用 Kirchhoff关系来近似描述[ 11] :

� � u1 = u
0
1- x 3

�w
�x 1

, u2 = u
0
2- x 3

�w
�x 2

, u3 = w , ( 3)

u
0
1 和 u

0
2 为面内位移, w 为中面挠度��将( 3)代入( 2)可得到应变场得

� � �11 = �011- x 3
�2w
�x 21

, �22 = �
0
22 - x 3

�2w
�x 22

, �12 = �
0
12- x 3

�2w
�x 1x 2, ( 4)

�
0
11, �

0
22和 �

0
12定义为:

� �

�011 =
�u01
�x 1

+
1
2
�w
�x 1

2

, �022 =
�u02
�x 2

+
1
2
�w
�x 2

2

,

�012 =
1
2

�u01
�x 2

+
�u02
�x 1

+
�w
�x 1
�w
�x 2
��

( 5)

考虑到薄膜关于 x 1和 x 2 轴的对称性,其挠度可表示作:

� � w ( x , y ) =
1
2
( �11x

2
1 + �22x

2
2) , ( 6)

�11, �12分别表示弯曲的薄膜对于 x 1, x 2轴的曲率�� 此形式的位移表达式曾经用于研究复合层

压板的热变形[ 12, 13]�� 式(6) 包括了4种可能的薄膜形状:球面( �11= �22) ;鞍状( �11 = - �22) ;

以及两种椭球面状( �11 > �22, �22 � 0与 �11 < �22, �11 � 0)�� 设应变分量 �011, �022为

� � �011 = a1+ a2x
2
1 + a3x

2
2, �

0
22 = b1+ b2x

2
2+ b 3x

2
1, ( 7)

a1、a2、a3和 b1、b2、b 3是一组常数��将上式积分并运用对称关系可得到:

� �
u
0
= a1x 1+

a2
3
x
3
1 + a3x 1x

2
2-
�211
6
x
3
1,

v
0
= b1x 2 +

b2
3
x
3
2+ b3x 2x

2
1-
�222
6
x 2,

( 8)

进而给出

� � �0xy = a3+ b3+ 0. 5�11�22 x1x 2�� ( 9)

2 �平 衡解

薄膜平衡状态的形状可从系统能量最小化确定��系统能量 U包含体应变能和表面能,

即:
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� � U = �VedV +�S�dS , ( 10)

e = �ij �ij / 2为体积 V 内的单位应变能密度, �为表面S 上的单位表面能�� �的大小取决于弹

性应变,一阶近似下可表示为 �� = ��0 + �
�
( �11+ �22)�� �+ 和 �- 分别为上下表面的单位表面

能,其在无应变状态下值为 �+0 和 �
-
0��

代入式( 1)、( 4)和( 6)后,能量表达式( 10)可写作在整个中面上的积分形式:

� � U = �A
Yh

2(1 - �2) ( �
0
11)

2
+ ( �

0
22)

2
+ 2(1 + �) �

0
11�

0
22+

� � � � 2(1 - �) ( �022) 2+
h
2

12
( �211�

2
22) +

h
2

12
(1 + �) �11�22 +

� � � �N ( �011+ �
0
22) + M( �11+ �22) + �

+
0 + �

-
0 dA , ( 11)

式中 � � N = �++ �- , M =
h
2
( �+- �- )�� ( 12)

对能量 U取变分并令其为零可得

� � �U�ai =
�U
�bi =

�U
��11 =

�U
��22 = 0�� ( 13)

由此给出一组包含 8个未知数的 8个独立方程��经过数学运算可知曲率应满足如下关系:

� �
(1 - �) �

2
11�22+ �Q�11+ Q�22 = 2PQM ,

(1 - �) �11�
2
22+ Q�11+ �Q�22 = 2PQM ,

( 14)

式中 � � P =
6(1 - �

2
)

Yh
3 , Q = 12Gh2, G =

2
l
2
1 l
2
2
+

5
1+ �

1

l
4
1
+
1

l
4
2
�� ( 15)

可见薄膜曲率仅与表面应力引起的力矩 M 有关,而与合力 N 无关�� 由( 14)式,可推得

� � ( �11- �22) ( �11�22- Q) = 0�� ( 16)

由此得出两个模式的解, 代表两种可能的弯曲形式��前者是 �11 = �22 = �, 代表球面的弯曲

形状��此时( 14)中两式变为

� � �3+ 2( 1+ �) Q
1 - �

�-
2PQM
1 - �

= 0, ( 17)

显然,此一元三次方程至少存在一个实根��后者对应于 �11�22= Q及�11 � �22, 代表椭球面的
弯曲形状��此时由( 14)式得到

� � �11 = PM � P
2
M
2
- Q, �22 = PM � P

2
M
2
- Q�� ( 18)

在满足条件 P
2
M
2
> Q的情况下,上式表示的曲率存在实数解�� 当 P

2
M
2
< Q 时, (18) 式只

有虚数解,薄膜的可能的形状只有由(17) 式给出的一种, �11 = �22�� 当 P
2
M
2
= Q, (18) 式变

成 �11 = �22 = PM, 因此仍是球面形状�� 可见, P
2
M
2
= Q代表了曲率的解由 1个向 3个转变

的分叉点��

3 �实例与讨论

为阐明形状分叉的现象,现着重考虑正方形薄膜 l 1 = l 2 = l 的情况��从上一章节的分析
可知,分叉点对应于

� � | �
+
- �

-
| =

2 Yh3

(1 - �
2
) l
2

2(6 + �)
3(1 + �)

�� ( 19)

这一值由薄膜的弹性模量,泊松比, 厚度及侧向尺寸决定��当两表面应力差值小于它, 薄膜的
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变形呈球面��若表面应力变化大于此值,则可能呈现的薄膜形状有 3种:一种球面形状和两种

椭球面形状��

图1的曲线表示的是表面为( 1 1 1)面的单晶铜薄膜曲率与表面应力变化的关系��薄膜厚

度 h = 10 �m, 正方形侧边尺寸 l = 1 cm�� 弹性模量和泊松比分别取作 Y = 130 GPa和 �=

0�5[ 14]�� 分叉点对应的表面应力差为 | �� | = | �+- �- | = 5. 892 N/ m�� 当 | �� | < 5. 892

N/ m,在表面应力作用下薄膜为球面; 当 | ��| > 5. 892N/ m,可能呈现的形状有3种:一种球面

形状和两种椭球面形状�� 实际中使铜的(1 1 1) 面上的表面应力的改变量的绝对值达到5. 892

N/ m 是可能的, 比如在单晶铜的(1 1 1) 面上吸附单层的铂原子可令其表面应力下降 8. 28

N/ m,吸附单层的银原子可令其表面应力下降 15. 19 N/m
[ 14]��

图 1� 1 cm� 1 cm� 10 �m的铜薄膜曲率� � 图 2� 上表面吸附单层金原子的 1 cm� 1 cm� 10�m

随上下表面应力差变化的曲线 的铜薄膜曲率随薄膜厚度的变化

图 2是表面为( 1 1 1)的单晶铜薄膜在表面应力差等于 ��= - 12. 92N/ m时曲率随薄膜自

身厚度不同的变化曲线��这一表面应力变化对应于其上表面吸附一层金原子后的情况[ 15]��

当厚度不小于 13 �m时,薄膜弯曲呈球面;反之,小于 13 �m的薄膜可能是球面形状,也可能是

另两种椭球面形状��

目前以薄膜弯曲为实验手段的测量技术中,需借助于以下 Stoney公式将测得曲率转化为

表面应力改变量

� � ��= Yh
2�/ 6(1- �)�� ( 20)

此公式是在小变形的线弹性条件下导出的,变形的膜始终被认为是球面的,排除了分叉的可能

性��事实上,这一假设只在薄膜的表面应力变化很小时成立��当形状分叉发生后,测得某单个

曲率是无法表示薄膜具体的形状,而由 Stoney公式所换算出的表面应力变化值必定难以精确,

特别是当两个主曲率差别较显著时��鉴于本文所列举实例表明, 形状分叉对于承受表面应力

下的薄膜是极有可能的, 在应用Stoney 公式来测量表面应力时应尤为小心��
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Shape Bifurcation of an Elastic Wafer

Due to Surface Stress
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Abstract: A geometrically nonlinear analysis was proposed for the deformation of a free standing e-

lastically isotropic wafer caused by the surface stress change on one surface. The link between the

curvature and the change in surface stress was obtained analytically from energetic consideration. In

contrast to the existing linear analysis, a remarkable consequence is that, when the wafer is very thin

or the surface stress difference between the two major surfaces is large enough, the shape of the

wafer will bifurcate.

Key words: elastic wafer; curvature; surface stress; geometric nonlinearity
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