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摘要 :  应用泛函分析算子理论的方法研究了 Hilbert空间中二阶广义分布参数系统的谱分布问

题,利用有界线性算子的广义逆给出了所讨论问题的解及解的构造性表达式# 这对研究二阶广义

分布参数系统的镇定及渐进稳定性问题都有重要的理论价值# 
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引   言

广义分布参数系统是比分布参数系统更广泛的一类系统,如复合材料中的温度分布、电缆

系统中的信号传播、电磁耦合超导线路中的电压分布、波导线等[ 1~ 3] ,它与分布参数系统有着

本质的区别# 关于广义分布参数系统的研究仅有 10余年历史,研究的内容主要集中在系统建

模、求解、稳定性、极点配置和变结构控制上[ 1~ 9]# 因此研究广义分布参数系统的谱分布问题

是一类有重要意义的问题# 本文讨论二阶广义分布参数系统的谱分布问题, 应用有界线性算

子的广义逆给出了问题的解及解的构造性表达式# 

设H 是复的可析的Hilbert空间, A 0是闭稠定可逆线性算子, E 0是有界线性算子, E 0和 A 0

仅有有限广义特征值,且 E0A
1/ 2
0 = A

1/ 2
0 E0, b 0 I H , u( t ) 是数值函数# 在工程控制中,一类重

要的控制系统是由如下的二阶广义分布参数系统描述的:

  E0
d
2
x

dt 2
= A 0x + b0u( t ) , x (0) = x 0,

dx (0)
dt

= x 1# ( 1)

令

  u( t ) = 3E0
dx
dt

, g04, ( 2)

其中 g0 I H , g0 X 0, 3#, #4表示H 中的内积# 把( 2)代入( 1)可得闭环二阶广义分布参数系

统
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  E0
d
2
x

dt 2
= G 0

dx
dt

+ A 0x , x (0) = x 0,
dx (0)
dt

= x 1, ( 3)

其中 G0满足: G0x = 3E0x , g04b 0# 要研究的问题是: 任给一组复数 Ki
N
1 , 寻找 g 0 I H ,使系

统(3) 具有预先给定的广义点谱 Ki
N
1# 

令

  E1 =
I 0

0 E0
, A 1 =

0 A
1/ 2
0

A
1/ 2
0 0

, G1 =
0 0

0 G0
,

  v =
v1

v2
, v1 = A

1/ 2
0 x , v2 =

dx
dt

,

由( 3)可得:

  E1
dv
dt = ( A 1+ G1) v , v0 =

A
1/ 2
0 x 0

x1
# ( 4)

系统( 3)和( 4)相应的广义特征值问题是:

  K
2
E0x = KG0x + A 0x , ( 5)

  KE 1v = ( A 1 + G1) v# ( 6)

不难证明如下的引理:

引理 1  设 A 0 是闭稠定可逆线性算子, E0 是有界线性算子, E0 和 A 0 仅有有限广义特征

值,且 E0A
1/ 2
0 = A

1/ 2
0 E 0# 若( K, x ) 为方程(5) 的一个解,

  v =
v1

v2
=

A
1/ 2
0 x

Kx
,

则 ( K, v ) 是方程(6) 的解;若( K0, v 0) 是方程( 6)的解,

  v0 =
v1

v2
=

A
1/ 2
0 x 0

K0x 0

,

则 ( K0, x 0) 是方程( 5)的解# 

根据引理 1,要研究的问题变为:任给一组复数 Ki
N
1 ,寻找 g0 I H ,使 Ki

N
1 < Rp ( E1, A 1

+ G1) ,其中 Rp( E1, A 1+ G1) = K: K为E1 和 A 1+ G 1的广义特征值 为系统( 4)的有限广义

点谱# 

本文应用Hilbert空间中有界线性算子的广义逆给出了 g0 的构造性表达式# 

1  预 备知 识

以下, E
*
表示 E 的共轭算子, Rp ( E, A) = K: K是E 和A 的广义特征值 表示E 和A 的

有限广义点谱, Q( E, A ) = A: ( AE - A) 是正则算子 ;对 A I Q( E, A ) , R( AE , A) = ( AE -

A)
- 1

, I 表示恒等算子# 

定义 1[ 10]  设 B (H ) 表示H上有界线性算子全体所构成的Banach代数,对A I B (H ) ,若

存在 A
+ I B(H ) , 使AA

+
A = A, A

+
AA

+
= A

+
, ( A

+
A)

*
= A

+
A, ( AA

+
)
*
= AA

+
,则A

+
称

为有界线性算子 A 的一个广义逆# 

引理 2
[ 10]  若 A

+
存在, 则 A

+
唯一, 且存在( A

*
)
+
满足( A

+
)
*

= (A
*
)
+ # 

引理 3[ 10]  设 x , a I H , A I B (H ) , A
+ 存在, 若Ax = a 可解,则其通解为: x = A

+
a +
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( I - A
+
A) c,其中 c 为H 中任一元# 

假设(S)  设 A 0是一个闭稠定可逆线性算子, E 0为有界线性算子, E0和A 0仅有非零有限

广义点谱 Kk
]
1 , 任一 Kk 都是单重的,且相应的广义特征向量为 Uk ,即 KkE 0Uk = A 0 Uk , Wk

]
1

表示满足�KkE
*
0 Wk = A

* Wk( k = 1, 2, ,) 的 E
*
0 和 A

*
0 的广义特征向量,并形成H 中的一个无

条件基的子集, 且 E0 Uk
]
1 和 Wk

]
1 满足如下关系:

  3E0 Uk , Wl4 =
1   k = l

0   k X l
 ( k , l = 1, 2, ,)# 

不难证明如下的引理:

引理 4  设 E0和A 0满足假设(S) ,且 R = R( K2E 0, A 0) ,则 KI Q( E1, A 1) 当且仅当 K2 I
Q( E0, A 0) ,且

  R( KE1, A 1) = ( KE 1- A 1)
- 1

=
KE0R A

1/ 2
0 R

A
1/ 2
0 KR

# 

引理 5  设 E0和A 0满足假设(S) ,且 A2 /I Rp ( E0, A 0)# 则 A I Rp ( E 1, A 1+ G 1) 当且仅当

  3E1R ( AE 1, A 1) b1, g14= 1, 其中 b1 =
0

b 0
, g1 =

0

g0
# 

证明  令 A I Rp ( E1, A 1+ G1) 且 W X 0满足 AE1 W= (A 1+ G1) W, 则

  AE 1W= A 1W+ G1W= A 1W+ 3E1W, g14b1,

从而 ( AE1- A 1) W= 3E1 W, g14b1# 由引理 4可得 A I Q( E1, A 1)# 从而

  W= ( AE1- A 1)
- 13E1W, g14b1, ( 7)

因此   E1W= E 1( AE1- A 1)
- 13E1W, g14b1,

从而   3E1 W, g14 = 3E1W, g143E1( AE 1- A 1)
- 1

b 1, g14# ( 8)

把( 8)代入( 7)可得

W= R ( AE1, A 1)3E 1W, g143E1R ( AE1, A 1) b1, g14b 1 = 3E1R ( AE 1, A 1) b1, g14W
由于 WX 0可得3E 1R ( AE1, A 1) b 1, g14= 1# 

由引理4可得 A I Q( E1, A 1) ,令 W0 = R ( AE1, A 1) b 1, 则 W0 X 0# 因此

  [ AE1- (A 1+ G1) ] W0 = ( AE1 - A 1) W0- 3E 1W0, g14b1 =

    ( AE1- A 1) R( AE1A 1) b1- 3E1R ( AE 1, A 1) b1, g14b1 = 0,

从而引理 5成立# 

2  主要结果及证明

定理 1  设系统( 1)满足假设( S) , JN = ? 1, ? 2, ,, ? N , dk = 3b0, Wk4/ 2 X 0( k I

JN ) , Ai i I J
N
满足Ai X Aj ( i X j ; i , j I JN ) ,

  Ai /I Rp( E1, A 1) , Ai = Li   ( i = ? (N + 1) , ? (N + 2) , ,) ,

且

  Li =
- Ki   ( i = 1, 2, ,) ,

Ki    ( i = - 1, - 2, ,) ,

其中 Ki = K- i ( i = 1, 2, ,)# 如果 E
+
0 存在,且

  ci = ( Ai - Li ) F
j I J

N
j X i

Aj - Li
Lj - Li

  i I JN
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满足 ci = c- i ( i = 1, 2, ,, N) ,则存在 g0 I H 使 Ai i I J
N
< Rp ( E1, A 1+ G1) ,且 g0的表达式

为

  g0 = 6
k I J

N

�c k

2�dk

( E
*
0 )

+
E

*
0 Wk + [ I - ( E

*
0 )

+
E

*
0 ] a0,

其中 a0为 H 中任一元# 

证明  令

  ul =
1

2Kl

sgn( l ) A 1/ 2
0 Ul

KlUl
, vl =

1

2K
-

l

sgn( l ) ( A *
0 )

1/ 2Wl

K
-

lWl
,

其中 Ul = U- l , Wl = W- l , l I J , J = ? 1, ? 2, , , 则

  LlE1u l =
Ll

2Kl

I 0 0

0 E 0

sgn( l ) A 1/ 2
0 Ul

KlUl
=

Ll

2Kl

sgn( l ) A 1/ 2
0 Ul

KlE0 Ul
=

    1

2Kl

KlA
1/ 2
0 Ul

sgn( l ) A 0 Ul
=

1

2Kl

0 A
1/ 2
0

A
1/ 2
0 0

sgn( l ) A 1/ 2
0 Ul

KlUl
= A 1ul# 

类似的可得: �LlE
*
1 vl = A

*
1 v l , 且

  3E1ui , vj 4=
1

2 Ki Kj 3
sgn( i ) A 1/ 2

0 Ui

KiE0 Ui
,

sgn( j ) ( A *
0 )

1/ 2Wj

K
-

jWj
4=

    1

2 Ki Kj
[ Ki Kj 3E0 Ui , Wj 4+ sgn( i ) sgn( j )3Ui , �KjE*

0 Wj4] =

    1

2 Ki Kj
[ Ki Kj 3E0 Ui , Wj 4+ sgn( i ) sgn( j ) Kj3E 0Ui , Wj4] =

    
1   ( i = j ) ,

0   ( i X j )# 

应用定理 5[ 11] ,存在 g1 I H @ H 使 Ai i I J < Rp ( E1, A 1+ G1) ,且 g1的表达式为

  g1 = 6
k I J

N

�ck
�dk

( E
*
1 )

+
E

*
1 v k + [ I 1- ( E

*
1 )

+
E

*
1 ] a1,

其中 a1为 H @ H 中任一元# 由于 ck = c- k ,且

  E
*
1 v k =

1

2K
-

k

I 0

0 E
*
0

sgn( i ) ( A
*
0 )

1/ 2
Wk

K
-

kWk
=

1

2K
-

k

sgn( k ) ( A
*
0 )

1/ 2
Wk

K
-

kE
*
0 Wk

,

  [ I1 - ( E
*
1 )

+
E

*
1 ] a =

0

[ I - (E
*
0 )

+
E

*
0 ] a0

,

从而   g1 =
0

g0
,

其中

  g0 = 6
k I J

N

�c k

2�dk

( E
*
0 )

+
E

*
0 Wk + [ I - ( E

*
0 )

+
E

*
0 ] a0,

其中 a0为 H 中任一元# 从而定理 1得证# 

定理 2  设系统( 1)满足假设( S) , E
+
0 存在
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  J = ? 1, ? 2, ,, ? n, , , Ln =
Kn    ( n = 1, 2, ,) ,

- Kn   ( n = - 1, - 2, ,) ,

其中 Kn = K- n( n = - 1, - 2, ,) ,且

1) dk =
1

2
3b 0, Wk4 X 0 ( k = ? 1, ? 2, ,) , Wk = W- k( k = - 1, - 2, ,) ;

2) inf
i X j

| Ki - Kj | \ D> 0;

3) Ai i I J 满足 Ai X Aj ( i X j ) , Ai /I Rp ( E 1, A 1) , 且

  6
i I J

Ai - Li
1

2
3b0, Wi4

2

( 9)

收敛# 

如果   ci = ( Ai - Li ) 7
j I J
j X i

Aj - Li
Lj - Li

  i I J

满足 ci = c- i , i I J ,则存在 g0 I H 使 Ai i I J < Rp( E1, A 1 + G1) 且 g 0的表示式为

  g0 = 6
k I J

- �c k

2�dk

Wk + [ I - (E
*
0 )

+
E

*
0 ] a0,

其中 a0为 H 中任一元# 

证明  令

  ul =
1

2Kl

sgn( l ) A 1/ 2
0 Ul

KlUl
, vl =

1

2K
-

l

sgn( l ) ( A *
0 )

1/ 2Wl

K
-

lWl
,

其中 Ul = U- l , Wl = W- l , 则

  KlE1ul = A 1ul , K
-

lE
*
1 vl = A

*
1 v l

且    3E1ul , v k4 =
1   ( l = k ) ,

0   ( l X k )# 
3b1, v k4 =

1

2
3b0, Wk4 = dk# 

令    f ( z ) = F
i I J

z - Ai
z - Li

# ( 10)

由( 9)收敛, 可得 f ( z ) 是以 Li为极点的半纯函数,且 l imz y ] [ f ( z ) / z ] = 0# 由复分析的结果

知, f ( z ) 可表示为:

  f ( z ) = f (0) + 6
n I J

cn
1

z - Ln
+

1
Ln

,

在公式( 10)中,令 z /I Rp ( E 1, A 1) 且 z y ] ,则 1 = f (0) + 6 n I J ( cn / Ln)# 因此

  f ( z ) = 1 + 6
n I J

cn
z - Ln

# ( 11)

由 f ( z ) 的定义可得 cn 的表达式:

  cn = ( An- Ln) F
j I J
j X n

Aj - Ln
Lj - Ln

  ( n I J )# 

由公式( 10)可得, Ai为f ( z ) 的一个零点# 由( 11) 式可得: 1 = 6 n I J
[- cn / ( Aj - Ln ) ] ( j I

J )# 令 $i = F j I J , j X i
[ ( Aj - Li ) / ( Lj - Li ) ] ( i I J ) ,则
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| $i | [ F
j I J
j X i

1 +
Ai - Lj
Lj - Li

[ exp 6
j I J
j X i

Ai - Lj
Li - Lj

[ exp
1
D 6j I J

j X i

Ai - Lj
dj

| dj | [

  exp
1
D 6

j I J
j X i

Ai - Lj
dj

2 1/ 2

6
j I J
j X i

| dj |
2 1/ 2

= M < ]   ( i I J ) ,

从而   6
i I J

ci

d i

2

= 6
i I J

Li - Ai
d i

$i

2

[ M
2 6
i I J

Li - Ai
d i

2

,

即 6
i I J

ci
di

2

收敛# 令 g1 = 6 i I J
(- �ci / d i ) v i + [ I 1- ( E

*
1 )

+
E

*
1 ] a,其中 a是H @ H 中任一

元,则 g1 I H @ H ,且

  3E1R ( Aj E1, A 1) b 1, g14= 6
i I J

- ci

d i
3R( Aj E1, A 1) b1, E

*
1 vi4=

    6
i I J

- ci
d i ( Aj - Li )

3R( Aj E 1, A 1) b1, (�Aj E
*
1 - A

*
1 ) vi4=

    6
i I J

- ci

d i ( Aj - Li )
3b1, vi4=

    6
i I J

- ci
d i ( Aj - Li ) 3

0

b0
,

1

2K
-

i

sgn( i ) ( A
*
0 )

1/ 2
Wi

K
-

iWi
4=

    1

2
6
iI J

- ci

di(Aj - Li)
3b0, Wi4= 6

i I J

- ci

Aj - Li
= 1# 

由引理5可得 Ai I Rp ( E1, A 1+ G1)# 从而 Ai i I J < Rp( E1, A 1 + G1)# 由

  g1 =

0

6
i I J

- �ci

2�d i

Wi + [ I - (E
*
0 )

+
E

*
0 ] a0

可得   g0 = 6
i I J

- �c i

2�d i

Wi + [ I - ( E
*
0 )

+
E

*
0 ] a0,

其中 a0是 H 中任一元# 

3  举   例

考虑如下的二阶广义分布参数系统

  

I 11 0

I 11 0

d
2
x 1/ dt

2

d2x 2/ dt
2

=
A 11 0

A 21 A 22

x 1

x 2
+

b1

0
u( t ) ,

x 1(0)

x 2(0)
=

x 10

x 20

,
dx 1/ dt

dx 2/ dt t = 0

=
x 11

x 21

,

( 12)

其中 I11 为H 上的恒等算子, A 21、A 22为H 上的线性算子, A 21 = A 11- A 22, A 22可逆, A
1/ 2
22 存在,

x 1, x 2, b1 I H ;

  
d2x 1

dt 2
= A 11x 1+ b1u( t ) , x 1(0) = x 10,

dx 1

dt t = 0
= x 11

为满足文献[ 12]中条件的二阶分布参数系统# 则可直接验证系统( 12)是满足本文条件的本质

二阶广义分布参数系统# 
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Spectrum Distribution of the Second Order

Generalized Distributed Parameter Systems

GE Zhao_qiang1,  ZHU Guang_tian2,  MA Yong_hao3

( 1. Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Xi. an Jia oton g Un iver sity ,

Xi. an 710049, P . R . China ;

2. Inst itute of Sy stems Sci ence , Chin ese Academ y of

Sciences , Beijin g 100080, P . R . China ;

3. Depar tment of Mathema tics , Southwest Texas Sta te Un iv er sity , Texa s 78666, USA )

Abstract: Spectrum distribution of the second order generalized distributed parameter system was

discussed via the functional analysis and operator theory in Hilbert space. The solutions of the problem

and the constructive expression of the solutions are given by the generalized inverse one of bounded

linear operator. This is theoretically important for studying the stabilization and asymptotic stability of

the second order generalized distributed parameter system.

Key words: second order generalized distributed parameter system; spectrum distribution; Hilbert

space; generalized inverse one of bounded linear operatiors
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