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轴向复合载荷作用下变截面悬臂弹性
立柱后屈曲分析
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摘要:  基于轴线可伸长弹性杆的几何非线性理论, 建立了同时作用端部轴向集中荷载和沿轴线

作用分布轴向载荷的变截面弹性悬臂柱的后屈曲控制方程# 采用打靶法直接求解了所得强非线

性边值问题,给出了截面线性变化的圆截面柱的二次平衡路径及其过屈曲位形曲线# 
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引   言
自从 Euler[ 1]、Lagrange[ 2]、Love[ 3]等研究细长柱的弹性线( elastica)问题以来,弹性梁(柱)的

后屈曲问题作为结构稳定性基本问题之一,始终受到人们的重视# 如今,柔韧性杆(柱)被广泛

地用作弹簧、连接件、机器人手臂以及发射和接收天线等# 因此, 柱的过屈曲行为的研究在今

天更具有广泛的工程和应用背景# 在轴线不可伸长假设下, T imoshenko 等[ 4]研究了两端简支

压杆的过屈曲问题, 给出了椭圆积分形式解; Wang[ 5]分别采用摄动法和打靶法研究了一端固

定,另一端可移简支压杆的屈曲问题# 关于轴线不可伸长杆的最新的研究可见 Plaut[ 6]以及

Lee[ 7]等人的工作# 当考虑轴线的伸长时, 由于弹性线的弧长元与变形前的轴线元素不相等,

即d s X dx , 从而使弹性线的弧长或轴线的伸长率成为问题的基本未知量之一# 这就大大增

加了问题的求解难度[ 8]# 本文作者首先基于轴线可伸长杆的理论[ 8]和文[ 9]中所提出的分支

分析与计算的框架和观点,采用打靶法研究了可伸长杆的后屈曲问题,并对轴线不可伸长假设

所引起的误差进行了定量分析[ 10]# 接着,基于[ 8]和[ 9]中同样的理论和方法, 又分别研究了

变截面压杆屈曲[ 11]及轴向不可移杆在升温载荷下的热过屈曲[ 12~ 14]# 关于轴线可伸长杆屈曲

的进一步研究可参考 Coffin
[ 15]
和Filipich

[ 16]
近期的研究工作# 本文拟在文[ 10~ 14]的基础上,

研究变截面悬臂立柱同时受自由端集中力和轴向分布载荷联合作用下的后屈曲问题# 该问题

具有广泛的实际工程背景,例如,高耸烟筒、水塔、电视塔、大型接收和发送天线等悬臂结构均

应考虑其变截面和自重分布载荷对其稳定性的影响# 首先基于可伸长杆的几何非线性理
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论[ 8] ,建立问题的控制方程# 然后,采用打靶法数值求解所得强非线性边值问题,获得相应的

屈曲位形和平衡路径,并讨论载荷参数、截面变化参数等对屈曲响应的影响# 

1  问题的控制方程

一端固定、一端自由的立柱,长为 l ,截面沿轴线非均匀变化,受轴线方向的分布载荷 q 和

集中荷载P 作用,如图 1所示# 设杆进入后屈曲状态后, 弹性曲线 xOy 在平面内# 记杆未变

形时轴线上一点为 C ( x , 0) ,过屈曲后该点移到 Cc( x + u , w ) ,其中 u , w 分别为C点的纵向和

横向位移, 如图2所示# 采用轴线可伸长杆的大变形理论[ 8, 10~ 15]
, 可以得到以下几何方程和

平衡方程,

图 1结构及载荷示意图       图 2  结构变形及描述

  ds
dx

= R,
du
dx

= R cosH- 1,
dw
dx

= RsinH, ( 1)

  M ( x ) = P[ w ( 0) - w ( x ) ] + Q
s

0
qc( N) dN[ w ( G) - w ( x ) ] , ( 2)

  N ( x ) = - P + Q
s

0
qc( N) dN cosH, ( 3)

其中 s( x ) 为弹性线的弧长, R ( x ) 为轴线的伸长率( stretching) , H( x ) 为轴线切线与 x 轴正向

的夹角# P 为端部集中力, qc( N) 为变形以后杆内分布载荷集度,这里0 [ N [ s , 0 [ G [ x# 

设材料为线性弹性的,物理方程可以表示为以下形式

  N = EA( R - 1) , M = EI
dH
dx

, ( 4a, b)

其中 A , I 分别为截面的面积和惯性矩,可看作 x 的函数, E 为材料弹性模量# 

假设过屈曲前后有Q
s

0
qc( N) dN= Q

x

0
q ( G) dG,其中 q ( x ) 为物质坐标系下的分布载荷,并将

方程( 4)代入( 2) ~ ( 3)可得位移形式的平衡方程

  EI
dH
dx

= P[ w ( 0) - w ( x ) ] + Q
x

0
q ( G) dG[ w ( G) - w ( x ) ] , ( 5)

  R = 1- cosH P + Q
x

0
q ( N) dN / EA# ( 6)

对( 5)式两边关于 x 再求一次导数得
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  EI
d

2
H

dx
2 = - E

dI
dx

dH
dx

- P + Q
x

0
q( G) dG dw

dx
# ( 7)

问题的边界条件可记为

  s = 0, H= B,
dH
dx

= 0   (在 x = 0处) , ( 8a)

  u = 0, w = 0, H= 0   (在 x = l处) , ( 8b)

其中自由端的转角 B为柱的过屈曲控制参数,对确定的过屈曲构形 B为确定量# 

引入无量纲量:

  X = x / l , S = s/ l , U = u/ l , W = w / l , ( 9a)

  p = Pl
2
/ ( EI 0) , �q = ql

3
/ ( EI 0) , K 1( X ) = A/ A 0, K 2( X ) = I / I0# ( 9b)

其中 A 0, I0 分别为 x = 0处的横截面面积和惯性矩# 利用( 9)式方程( 1) , ( 6) , ( 7)简化为

  dS
dX

= R ,
d U
dX

= R cosH- 1,
dW
dX

= RsinH, ( 10)

  d2H
dX

2 = -
1

K 2

dK 2

dX
dH
dX

-
1

K 2
p +

1
K2Q

X

0
�q ( G) dG dW

dX
# ( 11)

  R = 1- p + Q
X

0
�q ( G) dG cosH/ K 1K

2
0, ( 12)

其中 K2
0 = l

2
A 0/ I 0# 相应的无量纲边界条件为

  S = 0, H= B,
dH
dx

= 0   (在 X = 0处) , ( 13a)

  U = 0, W = 0, H= 0   (在 X = 1处)# ( 13b)

2  非线性边值问题的求解

由于方程 ( 10) ~ ( 13) 的强非线性, 其解析解难以求得, 这里采用打靶法求其数值

解[ 8, 9, 14, 17]# 设均布载荷有形式 �q = �q0f ( X ) ,其中 f ( X ) 是X 的已知函数, �q0为某一常数# 考

虑初值问题

  d Y
dX

= H( X , Y) , ( 14)

  Y( 0) = 0 v1 v2 B 0 v3
T
, ( 15)

其中

  Y = S U W H dH/ dX �q0
T

= y 1 y 2 y 3 y4 y 5 y 6
T
,

  H = R R cosy 4 - 1 R siny 4 y 5 <+ U 0 T
,

  < = -
1

K2

dK 2

dX
y 5, U= -

1
K 2

R siny 4 p + Q
X

0
y 6f ( N) dN ,

V = v1 v 2 v3
T
为使初值问题( 14) ~ ( 15)有意义的任意初始参数向量# 如果对于确定的

杆端转角 B,有初始参数 V
*

= v
*
1 v

*
2 v

*
3

T
使得初值问题( 14) ~ ( 15) 的解 Y= Y( X ; B,

V) 解能满足 X = 1处的边界条件( 13b) ,则可得边值问题( 10) ~ ( 13)的解为

  Y = Y( X ; B, V*
)# ( 16)

3  算例及数值结果

作为算例, 考虑一横截面直径沿轴线线性变化的圆截面立柱,于是有
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  K 1( X ) = 1+
k
2
K0X

2

, K 2 = [ K 1( X ) ]
2
, ( 17)

其中 k = ( d1 - d0) / ( 2l ) = tanA, A为锥度角, d0, d 1分别为悬臂柱在 x = 0和 x = 1处的横

截面直径, 且假定 d 0 [ d1# 将轴向分布载荷 �q ( X ) 看作柱的自重, 则有 �q ( X ) = A ( X ) C=

K 1( X ) A 0C# 令 �q 0 = A 0C, f ( X ) = K 1( X ) ,其中 C为材料容重,则有

  R = 1- p + �q 0X 1+
1
2

kK0X +
1

12
k

2K0
2
X

2 cosy 4/ K 1K0
2
, ( 18)

  �q ( X ) = K 1�q0, < = -
2

K 2
1 +

1
2

kK0X
3

kK0
dH
dX

# ( 19)

  U= -
1

K 2
p +

1
K2
�q 0X 1+

1
2

kK0X +
1

12
k

2K0
2
X

2 dW
dX

# ( 20)

  表 1 不同的 A所对应的�q *
0cr和 p cr 值

A 0b 0. 5b 1b 1. 5b 2b 2. 5b

�q*
0cr 7. 835 7 23. 884 51. 348 91. 158 144. 77 212. 81

p cr 2. 467 8 7. 919 1 17. 517 31. 791 51. 068 75. 557

  表 2 不同的 p , A所对应的�q 0cr 值

 
p

0 0. 05 0. 1 0. 2 1 2

A = 0b 7. 835 7 7. 538 9 7. 240 2 7. 230 9 4. 768 8 1. 557 8

A = 1b 51. 348 51. 079 50. 949 50. 711 48. 749 46. 351

A = 2b 144. 77 144. 67 144. 56 144. 37 143. 14 140. 70

  表 3 本文及文献[ 7]中等截面立柱的过屈曲数值解

B/ (b)

本文数值解 文献[ 7]中的椭圆积分解

可伸长杆 不可伸长杆 不可伸长杆

p W( 0) 1 - U( 0) p W( 0) 1 - U( 0) p W(0) 1 - U( 0)

0 2. 467 8 0 1 2. 467 8 0 1 2. 467 4 0 1

20 2. 505 7 0. 219 3 0. 969 6 2. 505 3 0. 219 3 0. 969 8 2. 504 4 0. 220 0. 970

40 2. 624 7 0. 422 0 0. 881 2 2. 624 3 0. 422 0 0. 881 3 2. 622 8 0. 422 0. 881

60 2. 8417 0. 593 0 0. 741 2 2. 841 3 0. 593 0 0. 741 3 2. 842 4 0. 593 0. 741

80 3. 191 9 0. 719 2 0. 559 7 3. 191 6 0. 719 3 0. 559 8 3. 190 3 0. 719 0. 560

100 3. 744 8 0. 791 4 0. 349 5 3. 744 7 0. 791 4 0. 349 5 3. 745 5 0. 792 0. 349

120 4. 646 7 0. 803 2 0. 123 8 4. 647 0 0. 803 2 0. 123 9 4. 648 6 0. 803 0. 121

140 6. 263 6 0. 750 7 - 0. 106 2 6. 264 8 0. 750 7 - 0. 106 1 6. 269 7 0. 750 - 0. 107

160 9. 914 9 0. 625 4 - 0. 339 6 9. 919 2 0. 625 3 - 0. 339 3 9. 941 1 0. 625 - 0. 340

在整个计算过程中, 相对误差控制在10
- 5
以内# 给定柱的长细比参数 K0 = 120# 首先分析了

柱的临界失稳问题# 根据微分方程边值问题的理论,方程( 10) ~ ( 13) 的线性化问题的最小特

征值即为柱失稳的临界载荷# 现有两个载荷参数 �q 0和 p ,他们构成一载荷空间, 所有特征值

的点在载荷空间构成一系列特征值曲线,其中与载荷坐标轴围成面积最小的一条特征值曲线
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即为临界载荷曲线,记为(�q 0cr, p cr) 通常称为稳定边界( stability boundary)# 它将载荷空间(�q 0,

p ) 分为两部分,即稳定性区域和不稳定性区域# 数值计算结果表明,对于给定的几何参数 K0

和 A, 临界载荷曲线为近似的直线,而且可表示为

  
�q 0cr

�q *
0cr

+
p cr

p
*
cr

= 1# ( 21)

其中, �q*
0cr和 p

*
cr 分别为�q 0和 p 单独作用时的临界载荷值# 在给定不同截面变化参数 A时,将

计算所得�q *
0cr和 p

*
cr 值列在表1中# 其中每组(�q*

0cr, p
*
cr ) 值都对应形如( 21)的临界载荷曲线# 

对于 A= 1b, 2b和3b的变截面柱,表 2中给出了给定载荷 p 时的临界载荷�q 0cr, 经检验这些数据

都近似满足直线( 21)# 

图 3  A = 1b, p = 1 时立柱过屈曲位形     图 4  A= 0b, p = 0 时立柱过屈曲位形

图 5 A= 0b时立柱过屈曲平衡路径     图 6  A= 1b 时立柱过屈曲平衡路径

然后,采用解析延拓法[ 10~ 14]得到了后屈曲状态解# 表 3列出了只作用端部集中力的等截面立

柱在 B取不同值时的自由端载荷参数p 和变形参数( 1- U( 0) ) 及 W( 0)# 为了比较,表中还列

出不可伸长杆的数值结果以及文献[ 7] 的结果# 显然在轴线不可伸长时( R = 1) 本文数值结
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果与已有结果吻合较好, 而且轴线伸长对于细长柱的变形影响很小# 在给定截面变化参数 A

= 1b和轴向集中荷载为 p = 1时, 图 3 中绘出了对应于不同杆端转角 B的屈曲位形( ( X +

U( X ) , W( X ) ) ) 曲线# 在图4中绘出了等截面立柱( A= 0b) 只在轴向分布荷载荷�q作用( p =

0) 时对应于不同 B值的过屈曲位形曲线# 显然由于截面的变化和轴向集中荷载的作用对杆

件的变形有较大的影响# 

图5和图 6中,分别给出 A= 0b和A= 1b时杆的过屈曲平衡路径曲线�q 0 - W( 0)# 由此

可见, 随着 A值的增加, 柱的刚度显著增加# 另外, 随集中力 p 的增加, 屈曲载荷�q 0逐步减

少# 

4  结   论

采用可伸长杆的非线性理论, 推导出了一端固定另一端自由,受自由端轴向集中荷载和沿

轴线的分布荷载共同作用下的变截面杆的后屈曲控制方程.采用打靶法和解析延拓法获得了

问题的数值解# 其中引入弧长 x ( x ) 作为基本未知量后, 不但精确的计算了杆的轴线伸长,同

时也使控制方程的求解区域仍保持为杆的原始长度# 文中可伸长梁(杆)大变形数学模型及其

数值求解方法不仅具有一定的理论意义,而且对一些柔性和超柔性材料结构的分析和计算具

有实际应用价值# 
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Post_Buckling of a Cantilever Rod with Variable

Cross_Sections Under Combined Load

WU Ying,  LI Shi_rong,  TENG Zhao_chun

( School of Sciences , Lan zhou Un iver sity of Technology ,

Lanzhou 730050, P . R . China )

Abstract: Based on the geometrically non_linear theory of axially extensible elastic rods, the govern-

ing equations of post_buckling of a clamped_free rod with variable cross_sections, subjected to a com-

bined load, a concentrated axial load P at the free end and a non_uniformly distributed axial load q,

are established. By using shooting method, the strong nonlinear boundary value problems are numer-i

cally solved. The secondary equilibrium paths and the post_buckling configurations of the rod with lin-

early varied cross_sections are presented.

Key words: rod with variable cross_section; axial extensibility; post_buckling; shooting method; nu-

merical solution

990 轴向复合载荷作用下变截面悬臂弹性立柱后屈曲分析


