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摘要 : � 基于 Riccati传递矩阵法,给出了一维不确定参数结构系统振动特征问题的二阶摄动计算

方法,该方法适用于一般的一维结构系统的实数和复数特征问题的分析, 并给出了结构振动特征

的灵敏度计算公式�� 算例对转子的陀螺特征值问题进行了摄动分析,摄动结果和精确计算结果吻

合良好��
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引 � � 言

不确定参数结构系统在工程中十分普遍�� 有关不确定参数结构系统动力学问题的研究,

文[ 1]作了比较全面的回顾和总结�� 摄动矩阵法,作为研究不确定参数结构系统动力学问题的

有效手段,在理论和工程中都得到了广泛的研究和应用[ 2~ 4]��

一维结构系统作为一类特殊的结构在工程中也十分普遍[ 3~ 9] , 传递矩阵法就是研究这一

类结构系统动力学问题的有效手段[ 4~ 8]�� 典型的传递矩阵计算方法有Myklestad_Prohl传递矩

阵法和 Riccati传递矩阵法�� 前者结构型式简单、易于计算机程序的实现,但随着自由度数的

增加和分析频率的提高, 会出现数值不稳定现象[ 6~ 8] ,而后者,保留了传递矩阵法的全部优点,

且计算精度高, 数值也比较稳定[ 6]��

本文基于 Riccati传递矩阵法,给出了一维不确定参数结构系统振动特征问题的二阶摄动

计算方法,该方法适用于一般的一维结构系统的实数和复数特征值问题的分析,避免了基于有

限元素法的矩阵摄动方法所带来的模态截断误差问题, 以及复特征值问题摄动时所带来的一

些其它问题
[ 2]�� 文中还给出了基于该方法的结构动特性的灵敏度计算公式, 从而为一维结构

的优化设计、参数识别、随机特征值问题的分析以及可靠性分析提供了新的途径[ 5, 7~ 9] �� 算例

对转子的陀螺特征值问题进行了摄动分析,摄动结果和精确计算结果吻合良好,表明该方法能
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够满足工程实际的需要��

1 � Riccati传递矩阵法的摄动公式

根据起始截面的边界条件,可以把一维结构系统第 i 截面的状态向量分解成两个列向量

f i和 e i ,其元素都是 r ,且满足边界条件 f 1= 0 , e 1 � 0 �� 用Riccati传递矩阵法,

可以得到各截面状态向量间的传递关系如下[ 6~ 7] :

� � f i = [ S ] i e i , ( 1)

� � [ S] i+ 1 = [ u11S + u12] i [ u21S + u22]
- 1
i , ( 2)

� � e i = [ u21S + u22]
- 1
i e i+ 1, ( 3)

其中, [ S ] i 就是所谓的 Riccat i传递矩阵, [ u11] i、[ u12] i、[ u21] i、[ u22] i 是由第 i 个单元两端的

状态向量间的传递关系导出的分块矩阵
[ 6~ 7]��

假定 bj ( j = 1, �, m) 是系统的不确定参数,这些不确定参数可以表示为:

� � bj = bj 0(1+ �j ) � � ( j = 1, �, m ) , ( 4)

其中, bj0是不确定参数的初值, | �j | < 1 ,是小参数��

由于系统参数的不确定, 必然导致系统特征值 �的不确定, 这种不确定性可根据Taylor展

开式,表示为 �j 的函数(只取前两阶)

� � �= �, 0+ �
m

j = 1
�, j�j + �

m

j= 1
�
j

k= 1
�, jk�j�k , ( 5)

其中, �, 0是指 bj = bj0( j = 1, �, m ) 时系统的特征值, �, j、�jk分别是由不确定参数产生的系统

特征值的一、二阶摄动��

其它传递参数的二阶摄动表达式亦可分别表示为:

� � [ S] i = [ S ] i, 0+ �
m

j = 1

[ S] i , j �j + �
m

j= 1
�
j

k= 1

[ S ] i , jk �j �k �� ( 6)

� � e i = e i , 0+ �
m

j= 1

e i, j �j + �
m

j= 1
�
j

k= 1

e i, jk�j �k �� ( 7)

� � f i = f i , 0+ �
m

j= 1
f i , j �j + �

m

j= 1
�
j

k= 1
f i, jk�j �k , ( 8)

其中, [ S] i, 0是指 bj = bj 0( j = 1, �, m) 是第 i个单元的Riccati传递矩阵, [ S ] i , j、[ S ] i, jk分别

是Riccat i传递矩阵的一、二阶摄动�� 其它参数的意义类似,这里不再赘述��

把( 6)、( 7)、( 8)式代入( 1) , 展开, 略去三次以上的高阶项,并取的同次幂项系数相等,得

� � f i, 0 = [ S] i , 0 e i , 0, ( 9a)

� � f i, j = [ S ] i, 0 e i, j + [ S] i , j e i, 0 , ( 9b)

� � f i, jk = [ S ] i, 0 e i, jk + [ S] i , j e i, k + (1- �jk) [ S ] i , k e i, j + [ S] i, jk e i, 0 ,

( 9c)

其中, �jk是克罗奈克尔符号��

用同样的方式, 由( 2)式和( 3)式可以分别导出 Riccati传递矩阵和略载面状态向量间的摄

动递推关系�� 限于篇幅, 这里不再详述��

2 � 一维结构系统振动特征问题的求解

当 i = N + 1 , 即传递推到最后一个截面时, ( 8)式和( 9)式可以分别写成
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� � f N+ 1 = f N+ 1, 0 + �
m

j= 1

f N+ 1, j �j + �
m

j= 1
�
j

k= 1

f N+ 1, jk �j �k , ( 10)

� � f N+ 1, 0 = [ S ] N+ 1, 0 e N+ 1, 0, ( 11a)

� � f N+ 1, j = [ S ] N+ 1, 0 e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, j e N+ 1, 0�� ( 11b)

� � f N+ 1, jk = [ S ] N+ 1, 0 e N+ 1, jk + [ S ] N+ 1, j e N+ 1, k +

� � � � � � � (1- �jk ) [ S ] N+ 1, k e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, jk e N+ 1, 0�� ( 11c)

把不同的末端边界条件代入( 10)和( 11)式,可以得到不同的关于 �, 0, �, j �, jk的频率方程�� 若

结构的两端有相同的边界条件,即 f N+ 1 = 0 , e N+ 1 � 0 ,由( 10)式, 必须有

� � f N+ 1, 0 = f N+ 1, j = f N+ 1, jk = 0 �� ( 12)

把( 12)式代入( 11a) , 得到关于 �, 0的频率方程为:

� � � = | S | N+ 1, 0 = 0�� ( 13)

用该频率方程可以搜索出 �的零阶摄动量�, 0, 这里得到的矩阵[ S] N+ 1, 0是奇异矩阵�� 对其作

奇异值分解有:

� � [ S] N+ 1, 0 = [ U] [ D] [ �V]
T
, ( 14)

其中, [ U] 和[ V] 都是酉矩阵,即:

� � [ U] [ �U]
T
= [ I ] , ( 15)

� � [ V ] [ �V]
T
= [ I ]�� ( 16)

[ D] 是对角矩阵,且最后一个元素为零,即[ D ] 有如下型式:

� � [ D] = diag[ d1, �, d r- 1, 0] �� ( 17)

把( 12)和( 14)式代入( 11a)

� � [ U] [ D] [ �V]
T

e N+ 1, 0 = 0 , ( 18)

令:

� � �e N+ 1, 0 = [ �V]
T

e N+ 1, 0, ( 19)

把( 19)代入( 18)式,并在方程两边乘以矩阵 [ �U]
T ,得到:

� � [ D] �e N+ 1, 0 = 0 �� ( 20)

解得 �e N+ 1, 0 的非零解:

� � �e N+ 1, 0 = 0, �, 0, 1
T �� ( 21)

把( 21)代入( 19)式,并在等式两边左乘以矩阵 [ V ] ,即得到最后一个截面的特征向量

� � e N+ 1, 0 = [ V] �e N+ 1, 0 = Vr , ( 22)

其中, Vr 是由矩阵[ V ] 的最后一列元素组成的向量��

把( 14)和( 12)式代入( 11b)

� � [ U] [ D] [ �V]
T

e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, j e N+ 1, 0 = 0 �� ( 23)

令:

� � �e N+ 1, j = [ �V]
T

e N+ 1, j�� ( 24)

把( 24)代入( 23)式,并在方程两边乘以矩阵 [ �U]
T
,得到:

� � [ D] �e N+ 1, j + [ �U]
T
[ S ] N+ 1, j e N+ 1, 0 = 0 �� ( 25)

根据( 17) , 由于 [ D] 的最后一个元素为零, ( 25)式成立的首要条件是其最后一个等式成立,

即:

� � ê
r
N+ 1, j = [ �U]

T
[ S] N+ 1, j e N+ 1, 0 r = 0�� ( 26)

710 一维不定参数结构系统振动特征问题的摄动传递矩阵法



这就是关于 �的一阶摄动 �, j ( j = 1, �, m) 的频率方程�� 其中 � r 代表向量的第 r 个元素��

搜索出 �, j ( j = 1, �, m) 后,代入( 25)可求出:

� � �elN+ 1, j = -
1
d l
ê
l
N+ 1, j � � ( l = 1, �, r - 1) , ( 27a)

� � �erN+ 1, j = 0, ( 27b)

其中, �elN+ 1, j 代表向量 �e N+ 1, j 的第 l个元素�� 再把( 27)代入( 24)可求出最后一个截面上特征

向量的一阶摄动为:

� � e N+ 1, j = [ V] �e N+ 1, j�� ( 28)

把( 14)和( 12)式代入( 11c)

� � [ U] [ D] [ �V]
T

e N+ 1, jk + [ S ] N+ 1, j e N+ 1, k +

� � � � ( 1- �jk) [ S ] N+ 1, k e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, jk e N+ 1, 0 = 0 �� ( 29)

令:

� � �e N+ 1, j k = [ �V]
T

e N+ 1, jk�� ( 30)

把( 30)代入( 29)式,并在方程两边乘以矩阵 [ �U]
T
,得到:

� � [ D] �e N+ 1, jk + [ �U]
T [ S] N+ 1, j e N+ 1, k +

� � � � ( 1- �jk) [ S ] N+ 1, k e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, jk e N+ 1, 0 = 0 �� ( 31)

根据( 17) , 由于 [ D] 的最后一个元素为零, ( 31)式成立的首要条件是其最后一个等式成立,

即:

� � ê
r
N+ 1, jk = [ �U]

T
[ S ] N+ 1, j e N+ 1, k +

� � � � � � (1 - �jk) [ S ]N+ 1, k e N+ 1, j + [ S ] N+ 1, jk e N+ 1, 0 r = 0�� ( 32)

这就是关于 �的二阶摄动�, jk ( j = 1, �, m ; k = 1, �, j ) 的频率方程�� 其中 � r代表向量的

第 r 个元素��

搜索出 �, jk ( j = 1, �, m; k = 1, �, j ) 后,代入( 31)可求出:

� � �elN+ 1, jk = -
1
d l
ê
l
N+ 1, jk � � ( l = 1, �, r - 1) , ( 33a)

� � �erN+ 1, jk = 0, ( 33b)

其中, �elN+ 1, jk 代表向量 �e N+ 1, jk 的第 l个元素�� 再把( 33)代入( 30)可求出最后一个截面上特

征向量的一阶摄动为:

� � e N+ 1, j k = [ V] �e N+ 1, jk�� ( 34)

3 � 灵敏度分析

求得特征值和特征向量的各阶摄动量后,可以很容易计算出它们对各不确定参数的灵敏

度�� 假定要计算特征值对 bs 的灵敏度,根据灵敏度的定义

� � ��� bs
=
��
��s
��s
� bs

=
1
bs0

��
��s

, ( 35)

把( 5)代入( 35)

� � ��� bs
=

1
bs0
�, s + 2�, ss�s+ �

s- 1

j = 1

�, sj �j + �
m

j = s+ 1

�, sj �j , ( 36)

同理,可以得到特征量对 bs 的灵敏度为

� �
� e i

�bs
=

1
bs0

e i , s+ 2 e i , ss�s + �
s- 1

j= 1

e i, sj �j + �
m

j= s+ 1

e i , sj �j , ( 37)
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� �
� f i

� bs
=

1
bs0

f i , s+ 2 f i, ss�s + �
s- 1

j= 1

f i, sj �j + �
m

j= s+ 1

f i, js �j �� ( 38)

公式( 36) ~ ( 38)不仅给出了系统特征值和特征向量对参数 bs 的灵敏度, 并且给出了其它不确

定参数改变时对这些灵敏度影响的效果��

4 � 算 � � 例

图1所示的是一个双圆盘的转子系统,圆盘的质量 m1 = m2 = 102kg,两圆盘的极转动惯

量分别是 Jp1 = 12. 754 � (1 + �1)kg �m2
、Jp2 = 12. 754 � (1 + �2)kg �m2

,两圆盘的直径转动

图 1� 双圆盘转子模型

惯量分别是 Jd1 = 6. 337 � (1+ �3)kg �m2、J d2 =

6. 337 � (1 + �4) kg �m2
,不计转轴的质量,其弯曲

刚度EI = 6. 136 � 104N�m2
,支点和圆盘间的距离

a = 40 cm�� 当转子以 � = 300 rad/ s的速度转动

时,把转子分成二十个传递单元,不计不确定参数

�1、�2、�3 和 �4 的影响,计算得到的转子系统的各

阶正向和反向涡动的固有频率列在表 3、4的�初

值�栏��

表 1 一阶正向涡动固有频率的一、二阶摄动

�, 0= 159. 860 8( rad/ s) j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

一阶摄动 �, j 0. 334 0 37. 601 0 - 0. 089 0 - 10. 018 2

二阶摄动 �, j k

k = 1 - 0. 147 2

k = 2 - 0. 096 4 - 30. 539 3

k = 3 0. 078 3 0. 004 8 - . 010 4

k = 4 0. 004 8 13. 917 1 0. 004 3 - 1. 540 1

� � 表 2 四阶正向涡动固有频率的一、二阶摄动

�, 0= 802. 031 5( rad/ s) j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

一阶摄动 �, j 449. 047 0 24. 307 6 - 600. 249 8 - 32. 492 4

二阶摄动 �, j k

k = 1 233. 937 0

k = 2 - 320. 286 3 152. 873 9

k = 3 - 961. 488 2 409. 940 8 867. 236 8

k = 4 409. 940 8 - 409. 683 8 - 523. 658 0 274. 474 3

表1、表 2分别列出了第一、四阶正向涡动固有频率的一、二阶摄动量�� 表 3、表 4分别列出了

�1 = �2 = �3 = �4 = 0. 2和 �1= �2 = �3 = �4 = 0. 5时的各阶固有频率摄动分析结果, �计算

值�一栏列出的是摄动参数改变后的实际计算分析的结果�� 从表 3和表 4的数据可以看出:一

阶摄动的精度较低, 二阶摄动的精度较高;正向涡动固有频率的摄动计算精度较高, 反向涡动

固有频率的摄动计算精度较低;当摄动变量的增量达到 50%时, 各阶正向涡动固有频率的二

阶摄动误差都不超过 1. 5% ,这个精度是能够满足工程实际的需要的;反向涡动固有频率的摄

动误差虽然较大,但工程中并不关心这些值��
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表 3� � �1= �2= �3= �4= 0. 2 的各阶固有频率摄动分析结果

� 初值 �0 / ( rad/ s)
一阶摄动 二阶摄动

估算值 �� / ( rad/ s) 误差( % ) 估算值( rad/ s) / �� 误差( % )
计算值 �/ ( rad/ s)

正

向

涡

动

1 159. 860 8 165. 426 4 0. 40 164. 693 4 - 0. 05 164. 775 0

2 330. 612 5 333. 007 4 0. 05 332. 809 9 0. 00 332. 824 7

3 726. 419 7 705. 632 9 - 0. 43 709. 194 3 0. 08 708. 661 4

4 802. 031 5 770. 154 0 - 0. 59 775. 485 5 0. 10 774. 698 4

反

向

涡

动

1 - 22. 096 9 - 18. 188 3 - 3. 04 - 18. 852 1 0. 50 - 18. 7587

2 - 186. 044 3 - 156. 814 6 - 2. 52 - 161. 521 9 0. 41 - 160. 865 4

3 - 227. 747 7 - 222. 407 9 - 0. 37 - 223. 389 7 0. 07 - 223. 242 9

4 - 383. 035 7 - 376. 809 9 - 0. 34 - 378. 419 4 0. 09 - 378. 092 4

� � 表4 � � �1 = �2 = �3 = �4 = 0. 5 的各阶固有频率摄动分析结果

� 初值 �0/ ( rad/ s)
一阶摄动 二阶摄动

估算值 �� / ( rad/ s) 误差( % ) 估算值 �� / ( rad/ s) 误差( % )
计算值 �/ ( rad/ s)

正

向

涡

动

1 159. 860 8 173. 774 7 2. 04 169. 193 7 - 0. 65 170. 292 7

2 330. 612 5 336. 599 8 0. 31 335. 365 7 - 0. 06 335. 573 3

3 726. 419 7 674. 452 7 - 2. 24 696. 711 1 0. 98 689. 929 3

4 802. 031 5 722. 337 7 - 3. 12 755. 659 5 1. 35 745. 624 0

反

向

涡

动

1 - 22. 096 9 - 12. 325 3 - 9. 25 - 16. 474 4 7. 93 - 15. 263 30

2 - 186. 044 3 - 112. 970 1 - 15. 63 - 142. 3905 6. 34 - 133. 900 3

3 - 227. 747 7 - 214. 398 3 - 1. 94 - 220. 534 5 0. 86 - 218. 648 4

4 - 383. 053 7 - 367. 471 2 - 1. 64 - 377. 530 7 1. 05 - 373. 607 2
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Abstract: A general method based on RICCATI transfer matrix is presented to calculate the 2nd order

perturbations of eigendatas for one_dimensional structural system with parameter uncertainties. The

method is applicable to both real and complex eigendatas of any one_dimensional structural system.

The formulas for calculating the sensitivity derivatives of eigendatas based on this method are also pre�

sented. The method is applied to the perturbation analysis for the eigendatas of a rotor with gyroscopic

moment, and the differences between the perturbation results and the accurate calculating results are

small.

Key words: eigendata; perturbation; transfer matrix; sensitivity derivative
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