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摘要:  在更一般的条件和在更一般的形式下对 Reich 提出的公开问题给出一个肯定的答复# 同

时也推广和改进了 Reich, Shioji, Takahashi和Wittmann 等人的一些最新成果# 
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1  引言及预备知识

本文处处设 E 是一实的Banach空间, E
* 是 E 的对偶空间, D是E之一非空子集, J : E y

2E
*

是由下式定义的正规对偶映象:

  J ( x ) = f I E
*
: 3x , f 4= +x + +f +, +x + = +f +   x I E# ( 1)

定义 1  设 T : D y D 是一映象# 

1. T 称为渐近非扩张的[ 1]
,如果存在一序列 kn < [ 1, ] ) , lim

n y ]
kn = 1使得

  +T
n
x - T

n
y + [ kn +x - y +   Px , y I D , n \ 1;

2. T 称为非扩张的,如果上式中的序列 kn 是一常数序列 1 # 

定义 2  设 U = x I E : +x + = 1 # E的范数称为一致G½teaux可微的,如果对每一 y

I U ,下面的极限

  lim
t y0

+x + ty + - +x +
t

对 x I U一致地成立# 

如所周知下面的命题成立# 

命题 1[ 2, 3]  设 E 是一 Banach空间,其范数是一致G½teaux可微的, 则由(1) 式定义的正规

对偶映象 J : E y 2E
*

是单值的, 而且在 E 的每一有界集上是由E 的强拓扑到E
* 的弱* 拓扑是

一致连续的# 

定义 3  设 D 是E 之一非空闭凸集, x I D 是一给定点, T : D y D 是一映象# 

1. 当T 是具序列 kn < [ 1, ] ) , kn y 1的渐近非扩张映象时, 则由下式定义的序列 x n :
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x0 I D,

xn+ 1 = Anx + (1 - An) T
n
yn   n \ 0,

yn = Bnx n + ( 1- Bn ) T
n
x n

( 2)

称为第一型的修正的 Reich序列,其中 An 、 Bn 是[ 0, 1]中的两个数列;

2. 在( 2)中, 如果 Bn = 1, Pn \ 0,则 yn = x n# 于是由下式定义的序列 xn :

  
x0 I D,

xn+ 1 = Anx + (1 - An) T
n
x n   n \ 0

( 3)

称为第二型的修正的 Reich序列,其中 An 是[ 0, 1]中的数列;

3. 当 T 是一非扩张映象时,则由下式定义的序列 x n :

  

x0 I D,

xn+ 1 = Anx + (1 - An) Ty n   n \ 0,

yn = Bnx n + ( 1- Bn ) Txn

( 4)

及由下式定义的序列 xn :

  
x0 I D,

xn+ 1 = Anx + (1 - An) Tx n   n \ 0
( 5)

都称为Reich序列,其中 An 、Bn 是[ 0, 1]中的两个数列# 

关于由( 5)式定义的Reich序列 x n 的收敛性问题, Reich提出下面的公开问题:

公开问题( Reich[ 4] )  设 E 是一 Banach空间# 问是否存在这样的数列 An < [ 0, 1] ,使

得对 E 中任意的关于非扩张映象具不动点性质的弱紧凸子集D,及对任意的非扩张映象 T: D

y D 和任意的 x I D,由(5) 式定义的序列 x n 收敛于T 之一不动点?

关于上述公开问题,尽管 Reich
[ 5, 4]
在 E是一致光滑的Banach空间且 An = n

- a
, 0 < a

< 1的条件下曾给出一个肯定的答复,但这一问题一般来说仍未解决# 

1992年Wittmann
[ 6]
在 E 是Hilbert空间且 An 满足

  0 [ An [ 1, lim
n y ]

An = 0, 6
]

n= 0

An = ] , 6
]

n= 0

| An+ 1- An | < ] ( 6)

的条件下也给出一个肯定的答复# 

1997年 Shioji, Takahashi
[ 7]
把Wittmann 的结果推广到具一致 G½teaux 可微范数的 Banach空

间# 

本文的目的是研究由( 2)和( 3)所定义的第一型和第二型的修正的 Reich序列 xn 及由

( 4)和( 5)所定义的 Reich序列的收敛性问题# 所得结果不仅在更一般的条件和更广泛的形式

下,对 Reich的公开问题给出肯定的答复,而且也推广和改进了Reich[ 4, 5] , Shioji, Takahashi[ 7,

8]和Wittmann[ 6]中的相应的结果# 

本文的主要结果是下面的:

定理 1  设 E 是一实Banach空间,且 E的范数是一致G½teaux可微的# 设 D 是E之一非

空闭凸子集, T : D y D是具序列 kn < [ 1, ] ) , kn y 1, 6
]

n= 1

( kn- 1) < ] 的渐近非扩张映象,

且 T 在D 中的不动点集F (T ) X ª# 设 An 、 Bn 是[ 0, 1]中的二序列满足下列条件:

  An y 0  ( n y ] ) ; 6
]

n= 0

An = ] # ( 7)
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对任给的 x I D及对任一n \ 1,定义一压缩映象 Sn : D y D 如下:

  Sn ( z ) = (1 - dn) x + dnT
n
z ,

其中

  dn =
t n
kn

  ( n = 1, 2, ,) tn I (0, 1) , t n y 1 ( n y ] ) # 

设 zn 是Sn 的唯一不动点,即 z n 满足:

  z n = Sn ( zn ) = (1- dn ) x + dnT
n
z n   n \ 1# ( 8)

如果 zn 当n y ] 时强收敛于 T 的某一不动点 z I F (T) ,则由(2) 定义的第一型的修正的

Reich序列 xn 强收敛于T 的不动点 z 的充分必要条件是:由(2) 式定义的序列 y n 是有界的# 

定理 2  如果定理 1 中的条件被满足, 则由( 3) 式定义的第二型的修正的 Reich 序列

x n 强收敛于T 的不动点 z 的充分必要条件是 xn 有界# 

定理 3  设 E 是一实Banach空间,其范数是一致G½teaux 可微的# 设 D是E之一非空闭凸

子集, T : D y D是一非扩张映象且T 的不动集F (T ) X ª# 设 An , Bn 是[ 0, 1] 中的两个序

列且满足条件( 7)# 设 x I D# 定义一压缩映象 S t : D y D 如下:

  St ( z ) = (1- t) x + tTz   z I D,

其中

  0 < t < 1, t y 1 - # 

设 z t是S t的唯一不动点# 如果当 t y 1- 时, zt强收敛于某一z I F( T) , 则由(4) 或( 5) 所定

义的 Reich序列 x n 都强收敛于不动点z # 

下面的两个引理在证明本文主要结果时起到重要的作用# 

引理 1( Chang[ 9] )  设 E是实Banach空间,设 J : E y 2E
*

是正规对偶映象,则对任意的 x ,

y I E , 下列不等式成立:

( a) +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4, Pj ( x + y ) I J ( x + y ) ;

( b) +x + y +2 \ +x +2
+ 23y , j ( x )4, Pj ( x ) I J ( x ) # 

为了完全起见, 我们给出其证明# 

事实上,由一已知结果(见,Asplund[ 3] ) , J 可以等价地定义为泛函W( x ) = +x +2
/ 2的次

微分,即 J ( x ) = 5 W( x ) , 故对任意的 j ( x + y ) I J ( x + y ) 有

  +x +2

2
-

+x + y +2

2
\3x - ( x + y ) , j ( x + y )4= - 3y , j ( x + y )4# 

从而得知结论( a)成立# 

类似地,对任一 j ( x ) I J ( x ) 有

  +x + y +2

2
-

+x +2

2
\3( x + y ) - x , j ( x )4 = 3y , j ( x )4# 

故结论( b)也成立# 证毕# 

引理 2[ 10]  设 an , bn , cn 是3个非负序列满足条件: 存在正整数 n0,当 n \ n0时有

  an+ 1 [ (1- Kn) an + bn + cn   Pn \ n0,

其中 Kn 是[ 0, 1] 中的序列, 6
]

n= 0

Kn = ] , bn = 0( Kn) , 6
]

n = 0

cn < ] ,则 an y 0( n y ] ) # 

2  主要结果的证明

定理 1的证明
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/必要性0  设 x n 强收敛于z I F( T)# 于是由(2) 和 T 的渐近非扩张性知

  +yn - z + = +Bn ( x n - z ) + (1- Bn) ( T
n
xn - z ) + [

    Bn +x n- z + + (1 - Bn) kn +x n - z + [

    kn +x n- z + y 0   ( n y ] ) # ( 9)

故 yn y z ( n y ] )# 因而 y n 是一有界列# 

/充分性0  设 yn 是有界的# 于是由 kn y 1( n y ] ) 知数列 kn 也是有界的# 又由

( 2)知

  +xn+ 1- z + = +An( x - z ) + (1- An) ( T
n
y n- z ) + [

    An +x - z + + (1- An) kn +y n- z + [ M   P n \ 0, ( 10)

其中 M = max +x - z + , sup
n \0

kn# +yn - z + ;另因

  +T
n
xn - z + [ kn +x n- z +   Pn \ 0; ( 11)

  +T
n
yn - z + [ kn +y n- z +   Pn \ 0# ( 12)

故 x n , T
n
xn , T

n
yn 均是有界列# 

另由假定条件, E 的范数是一致 G½teaux 可微的, 于是由命题 1知正规对偶映象 J : E y

2E
*

是由 E 的强拓扑到E
* 的弱* 拓扑一致连续# 因此对任意的 n \0 ,由( 2)和引理1( a)有

  +xn+ 1- z +2
= +(1- An) ( T

n
yn - z ) + An ( x - z ) +2 [

    ( 1- An)
2 +T

n
yn - z +2

+ 2An3x - z , J ( x n+ 1- z )4 [

    ( 1- An)
2
k
2
n +yn - z +2

+ 2An3x - z , J ( x n+ 1- z )4# ( 13)

现考察( 13)式右端第 1项# 由( 9)有

  (1 - An )
2
k
2
n +y n - z +2 [ (1 - An ) k

4
n +xn - z +2

=

    ( 1- An) +xn - z +2
+ ( k

4
n - 1) (1- An) +x n - z +2 [

    ( 1- An) +xn - z +2
+ ( kn - 1)#M1, ( 14)

其中 M 1 = sup
n \0

( k
3
n+ k

2
n + kn + 1) # sup

n \0
+xn - z +2 # 

下面考察( 13)式右端第 2项# 由( 8)知

  x n - zm = (1 - dm) ( x n - x ) + dm( xn - T
m
zm)

                P n \ 0及 Pm \ 1# ( 15)

于是由引理1( b)和( 15)有

  d
2
m +x n- T

m
zm +2

= +( x n - zm) - (1 - dm) ( x n- x ) +2 \

    +x n- z m +2
- 2(1 - dm)3x n - x , J ( xn - zm)4=

    +x n- z m +2
- 2(1 - dm)3x n - zm + zm - x , J ( xn - zm)4=

    ( 1- 2(1- dm) ) +xn - zm +2
+ 2(1 - dm)3x - zm , J ( xn - zm)4# 

移项化简得

  
d
2
m

1 - dm
+xn - T

m
zm +2

+
1- 2dm

1- dm
+xn - zm +2 \

    23x - z m, J ( xn - zm)4# ( 16)

由假定, zm y z I F(T ) ,于是有

  lim
m y ]

+T
m
zm - z + [ lim

m y ]
km +zm - z + = 0,
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即 T
m
z m y z ( m y ] ) # 因而

  lim
m y ]

+xn - zm + = lim
my ]

+x n- T
m
zm + = +xn - z + # ( 17)

现在( 16)式两端让 m y ] 取极限# 利用( 17) ,于是( 16)式左端的极限为

  lim
m y ]

d
2
m

1- dm
+xn - T

m
z m +2

+
1- 2dm

1 - dm
+xn - zm +2

=

    lim
m y ]

d
2
m + (1- 2dm)

1 - dm
+x n - zm +2

=

    lim
m y ]

(1 - dm) +x n- z m +2
=

    0# +x n- z +2
= 0   (因 dm y 1) # ( 18)

利用正规对偶象 J 的强弱* 的一致连续性, ( 16)式右端的极限为

  lim
m y ]

23x - zm , J ( x n- z m)4 = 23x - z , J ( xn - z )4# ( 19)

于是由( 16) , ( 18)和( 19)有

  3x - z , J ( x n - z )4 [ 0   Pn \ 0# 

从而有

  lim sup
n y ]

3x - z , J ( x n - z )4 [ 0# ( 20)

于是对任给的 E> 0, 存在正整数 n0,当 n \ n0时

 3x - z , J ( xn - z )4<
E
2

# 

于是当 n \ n0时有

  2An3x - z , J ( x n - z )4 < An#E# ( 21)

令 bn = 2Anmax 3x - z , J ( x n - z )4, 0 # 于是由( 21)知

  bn = 0( An) # ( 22)

把( 14)和( 22)代入( 13)化简得

  +xn+ 1- z +2 [ (1 - An ) +xn - z +2
+ bn+ cn   Pn \ 0,

其中 cn = ( kn - 1)M1 ,因

  6
]

n= 0
cn = 6

]

n= 0
( kn- 1) M1 < ] , bn = 0( An ) , 6

]

n= 0
An = ] # 

令    an = +x n- z +2
, Kn = An ,

由引理2知 an y 0( n y ] ) ,即 xn y z ( n y ] ) # 

定理 1证毕# 

定理 2的证明

在( 2)中取 Bn = 1, Pn \ 0,于是 yn = x n, P n \ 0# 因而由( 2)式所定义的第一型的修

正的Reich序列 xn ,就化为由(3) 定义的第二型的修正的Reich序列 x n # 于是定理2的结

论由定理 1直接可得# 

定理 3的证明

因 T: D y D 是非扩张映象,故 T 是具常数列 kn = 1 的渐近非扩张映象且 kn 满足条

件 6
]

n= 1
( kn- 1) = 0 < ] # 

为了证明定理 3的结论, 我们只需证明由( 4)式所定义的序列 xn 、 y n 及(5) 式所定
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义的序列 xn 都是有界的即可# 为简单起见,我们只证由(4) 式所定义的 x n 、 y n 是有界

的# 

事实上,令

  M = max +x 1- z +, +x - z + , ( 23)

其中 x I D, z I F(T ) 是定理 3中给定的点# 下面用归纳法证明

  
+x n- z + [ M   P n \ 1,

+y n- z + [ M   P n \ 1# 
( 24)

事实上,当 n = 1时,由( 23)有

  +x 1- z + [ M ;

而且

  +y 1- z + = +B1( x 1- z ) + (1 - B1) ( Tx 1- z ) + [

    B1 +x 1- z + + (1- B1) +x1 - z + [ M # 

故当 n = 1时, ( 24)的结论成立# 

设当 n = k 时, (24) 的结论成立,下证当 n = k + 1时( 24)的结论也成立# 

由( 4)有

  +xk+ 1- z + = +Ak( x - z ) + (1 - Ak) ( Tyk - z ) + [

    Ak +x - z + + (1 - Ak ) +yk - z + [ M;

  +yk+ 1- z + = +Bk+ 1( x k+ 1- z ) + (1 - Bk+ 1) ( Txk+ 1- z ) + [

    Bk+ 1 +x k+ 1 - z ++ (1 - Bk+ 1) +x k+ 1 - z + [ M # 

这表明( 24)的结论为真,故 x n 和 y n 都是有界的# 故定理 3的结论可以用类似于在定理 1

和定理2证明中所使用的方法直接可得# 

定理 3得证# 

注 1 在 Reich[ 5]及Takahashi[ 8]中的均指出: 如果定理3 中的集合 D 还满足附加条件: / D 是E 中的弱紧

凸集0 , 则序列 z t 其满足下列条件:

  z t = tx + (1- t) Tzt   t I ( 0, 1)

强收敛于 T 之一不动点 z I D # 

注 2 定理 3 不仅在更一般的形式和在更一般的条件下对 Reich 的公开问题给出了一个肯定的答复, 而

且在下列几方面推广和改进了Wittmann[ 6] , Shioji, Takahashi[ 7]中的相应的结果:

1) 放弃了 Shioji, Takahashi[ 7]及Wittmann[ 6]中的条件 6
]

n= 0

| An+ 1- An | < ] ;

2) 把由( 5)式定义的序列 x n 推广到由(4) 式定义的序列 x n # 

3) 在证明方法上也与[ 4, 6, 7]中的方法迥然相异# 

注 3 定理 1 也是一个新结果, 它不仅对第一型的修正的 Reich 序列的收敛性给出一个充分必要条件, 而

且在证明方法上也与 Reich[ 4] , Shioji,Takahashi[ 7]和Wittmann[ 6]中的迥异# 
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