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摘要 :  研究了一类广义耦合的非线性波动方程组关于时间周期解的问题# 首先利用 Galerkin 方

法构造近似时间周期解序列,然后利用先验估计和 Laray_Schauder 不动点原理, 证明近似时间周期

解序列的收敛性,从而得到该问题时间周期解的存在性# 
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引   言

文[ 1]给出了如下非线性方程组的光滑解的存在性

  ut = uxxx + buux + 2vvx , ( 1)

  vt = 2( uv) x# ( 2)

该方程组描述了内长波相互作用的过程# Ito M. 提出了一个构造循环算子的方法[ 2]
, 由此推

出方程( 1) ~ ( 2)具有无穷多个对称和运动常数# P. F. He[ 3]得到了耦合非线性 KdV方程组[ 4]

的光滑解的存在性

  ut = a( uxxx + buux ) + 2bvvx , ( 3)

  vt = - v xxx - 3uvx , ( 4)

其中 a 和 b 是常数# 

我们注意到 M. E. Schonbek[ 5]对于类似的耦合非线性方程系统[ 6]

  ut = uxxx - uux - vx , ( 5)

  vt = - ( uv) x ( 6)

使用抛物正则化方法和 L
1里弱紧集的 Dunford定理证明了它的弱解的整体存在性# 

本文,我们研究了如下具有周期边界条件的耗散耦合非线性波动方程的时间周期解

  ut + f ( u ) x - Auxx + Buxxx + 2vvx = G1( u, v) + h1( x ) , ( 7)
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v t - Cvxx + ( 2uv ) x + g( v) x = G2( u, v ) + h2( x ) , ( 8)

u ( x , t + X) = u( x , t ) , v ( x , t + X) = v( x , t )       x I R, t I R, ( 9)

u ( x + D, t ) = u( x - D, t ) , v( x + D, t ) = v( x - D, t )   x I R, t I R, ( 10)

其中 X> 0、D > 0、A> 0、B X 0、C> 0是实数# 函数 u( x , t )、v( x , t ) 是关于时间 t的周期

函数, 其周期同为 X; 并且关于空间变量 x , 函数 u( x , t )、v( x , t ) 也是周期的, f ( u)、g( v)、

G1( u, v)、G 2( u , v ) 为已知的实值函数# 我们证明了非线性波动方程组( 7) ~ ( 10)时间周期强

解的存在性# 

为方便起见, 我们用 +#+表示 +# +L
2,用 +#+ p 表示 +#+L

p ,用 +# +m表示 +#+H
m ,

8 = (- D, D) , t \ 0, X > 0# 

本文中, L 2( 8) 是具有如下内积

  ( u, v) = Q8
uvdx

的Hilbert空间# 

设 X 是 Banach空间,我们定义 C
K
( X, X ) 是 X 中具有 1到 K 阶导数的周期函数(周期为

X) , 其范数定义如下:

  +u +C
K
( X, X ) = sup

0 [ t [ X 6
K

i= 1
+D

i
t u +X # 

用 Lp ( X, X ) (1 [ p < ] ) 表示 X 中具有模

  +u +L
p
( X, X) = Q

X

0
+u +p

X

1/ p

[ ]   (1 [ p < ] ) ,

  +u +L
]
( X, X) = sup

0[ t [ X
+ u +X

的时间周期为 X的函数的集合# 

1  近似解的存在性

我们运用 Galerkin方法和 Laray_Schauder 不动点定理证明方程( 7) ~ ( 10)的近似时间周期

解的存在性# 

设 Xj ( x ) ( j = 1, 2, ,) 为方程 $Xj + Kj Xj = 0具有周期边界条件(9)、(10) 对应于特征值

Kj ( j = 1, 2, ,) 的标准特征函数# 在 L
2
中生成标准正交基 Xj ( x ) # 

设问题( 7) ~ ( 10)的近似时间周期解 uN ( x , t ) , vN ( x , t ) 具有如下形式

  uN ( x , t ) = 6
N

j = 1

AjN ( t ) Xj ( x ) , vN ( x , t ) = 6
N

j= 1

BjN ( t ) Xj ( x ) , ( 11)

其中 AjN ( t ) , BjN ( t ) ( j = 1, 2, ,, Nj ; N = 1, 2, ,) 是变元 t I R
+
的系数函数# 按照Galerkin

方法,系数 AjN ( t )、BjN ( t ) 必须满足如下的方程( 12) ~ ( 13) :

  ( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx -

    G1( uN , vN ) - h1( x ) , Xj ( x ) ) = 0, ( 12)

  ( vNt + g ( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , Xj ( x ) ) = 0# ( 13)

这是一个一阶非线性常微分方程组,我们用 Laray_Schauder不动点定理来证明问题( 12) ~ ( 13)

的近似时间周期解的存在性# 

对于任意的自然数 N , 设 HN 是由 X1, X2, ,, XN 张成的子空间, 记为 HN = span X1,

X2, ,, XN # 
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设  NN ( x , t ) = 6
N

j = 1

DjN ( t ) Xj ( x ) , GN ( x , t ) = 6
N

j= 1

CjN ( t ) Xj ( x ) # ( 14)

我们定义算子 TK: ( NN , GN ) y ( uN , vN ) (0 [ K [ 1) # 

显然对任意 ( NN , GN ) I C
1
( X, HN ) ,如下的常微分线性方程组存在唯一的以 X为周期的

解( uN , vN ) I C
1
( X, HN ) :

  ( uNt - AuNxx + BuNxxx + KM1( NN , GN ) - h1( x ) , Xj ( x ) ) = 0, ( 15)

  ( vNt - CvNxx + KM2( NN , GN ) - h2( x ) , Xj ( x ) ) = 0, ( 16)

其中

  M 1( NN , GN ) = f ( NN ) x + 2GNGNx - G 1( NN , GN ) ,

  M 2( NN , GN ) = g ( GN ) x + 2( NNGN ) x - G2( NN , GN )# 

显然映射 TK: ( NN , GN ) y ( uN , vN ) 在 C
1
( X, HN ) 中是连续且紧的# 当 K= 0, 线性方程( 15) ~

( 16)有唯一解

  ( uN , vN ) = ( DjN ( t ) , CjN ( t ) ) I C
1
( X,HN ) # 

因此, T 0有唯一不动点( uN , vN ) 在C
1
( X, HN ) 中# 要运用 Leray_Schauder不动点定理证明映射

TK中存在不动点,我们只需要证明当用 KM1( NN , GN )、KM2( NN , GN ) 替代非线性项 M1( uN , vN )、

M2( uN , vN ) 时方程( 15) ~ ( 16)的所有可能的解都满足下面不等式,

  +uN +2
+ +vN +2 [ 1

X
+ 1 E1, ( 17)

其中 E1是与 K、N 无关的常数, 仅依赖于 A、B、C、+h1 +和 +h2 + # 
引理 1. 1  设

1) G i (0, 0) = 0 ( i = 1, 2) , ( N, G)
- G1u - G2u

- G1v - G2v

N

G
\ b0( | N|

2
+ | G |

2
) ,

( N, G) I R
2
, b0 > 0是常数# 

2) hi ( x ) I L
2
( 8 ) ( i = 1, 2) , 8 = (- D, D) # 

3) uN ( x , t ) , vN ( x , t ) I C
1
( X,HN ) # 

则有不等式( 17)成立# 

证明  问题( 15) ~ ( 16)能写为如下的等价形式

  ( uNt + Kf ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2KvNvNx -

    KG1( uN , vN ) - h1( x ) , Xj ( x ) ) = 0, ( 18)

  ( vNt + Kg ( vN ) x - CvNxx + 2K( uNvN ) x - KG2( uN , vN ) - h2( x ) , Xj ( x ) ) = 0# ( 19)

用 AjN ( t )、BjN ( t ) 分别乘以(18)、(19) , 从1到 N 对j 求和, 有

  ( uNt + Kf ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2KvNvNx -

    KG1( uN , vN ) - h1( x ) , uN ) = 0, ( 20)

  ( vNt + Kg ( vN ) x - CvNxx + 2K( uNvN ) x - KG2( uN , vN ) - h2( x ) , vN ) = 0# ( 21)

其中

  ( uN , vN ) = Q
D

- D
uN ( x , t ) vN ( x , t ) dx , ( uN , Kf ( uN ) x ) = 0,

  ( uN , - AuNxx ) = A+uNx +2
, ( vN , - CvNxx ) = C+vNx +2

,

  ( uN , BuNxxx ) = 0, ( vN , Kg ( vN ) x ) = 0,

  ( uN , 2KvNvNx) + ( vN , 2K( uNvN ) x ) = 2KQuNvNvNx dx - 2QuNvNvNx dx = 0,
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  ( uN , KG1( uN , vN ) ) + ( vN , KG 2( uN , vN ) ) =

    K( ( uN , G1u
N
uN + G1v

N
vN ) + ( vN , G2u

N
uN + G2v

N
vN ) ) =

    K( uN , vN )
- G 1u

N
- G2u

N

- G1v
N

- G2v
N

uN

vN
[ - b0K( +uN +2

+ +vN +2
) ,

  ( uN , h1( x ) ) [
b0
2

+ u +2
+

1
2b0

+ h1+2
,

  ( vN , h2( x ) ) [
b0
2

+v +2
+

1
2b0

+ h2+2# 

( 20)和( 21)相加, 得

  1
2
d
dt
( +uN +2

+ +vN +2
) + A+uNx +2

+ C+vNx +2
+

    b 0(2K- 1) ( + uN +2
+ +vN +2

) [ 1
2b0

( +h1+2
+ +h2 +2

) # ( 22)

在 0, X 上对( 22)积分,有

  Q
X

0
( +uN (#, t ) +2

+ +vN (#, t ) +2
)dt [

    X
b
2
0(2K- 1)

( +h1( x ) +2
+ +h2( x ) +2

) = E1 # ( 23)

因此,存在一个 t
* I 0, X , 使得

  +uN (#, t * ) +2
+ +vN (#, t * ) +2 [

    1

b
2
0(2K- 1)

( +h1( x ) +2
+ +h2( x ) +2

) =
E 1

X
# ( 24)

对( 22)再次积分从 t
* 到 t + X( t I 0, X ) , 可得

  +uN (#, t ) +2
+ +vN (#, t ) +2 [ ( +uN (#, t * ) +2

+ +vN (#, t * ) +2
) +

    X
b
2
0(2K- 1)

( +h1( x ) +2
+ +h2( x ) +2

) =
1
X
+ 1 E1, ( 25)

故    +uN (#, t ) +2
+ +vN (#, t ) +2 [ 1/ X+ 1 E1,

即存在一个确定的与 K、N 无关的常数E1 # 

因此,由Laray_Schauder不动点定理,我们知道方程( 15) ~ ( 16)的解属于 C
1
( X, HN ) , 当 K

= 1,我们得到在 C
1
( X, HN ) 中存在方程(15) ~ (16) 的解( uN , vN ) # 引理证完# 

定理 1. 1  对任意的自然数 N , 方程 (15) ~ (16) 存在有近似时间周期解 ( uN , vN ) I

C
1
( X, HN ) # 

2  一致性先验估计

在第 1节里,我们得到了方程( 7) ~ ( 10)的近似时间解序列 ( uN , vN )# 本节, 我们将

证明这个解序列( uN , vN ) 是收敛的, 而且它的极限就是问题( 7) ~ ( 10)的时间周期解# 

为了这个目的, 我们需要证明方程( 7) ~ ( 10)关于时间近似周期解的一致性先验估计# 

引理 2. 1( Sobolev. s不等式[ 8] )  设 u I L q( 8 ) ,其中 1 [ r , q < ] , 8 I R
n# 存在常数

C > 0 ,使得

  +D
j
u +L

p
( 8) [ C +D

m
u +a

L
r
( 8) +u +1- a

L
q
( 8 ) ,

其中   0 [ j [ m, j / m [ a [ 1, 1 [ p [ ]

和    1/ p = j / n + a 1/ r - m / n + (1- a) / q # 
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引理 2. 2  在引理 1. 1的条件下,我们设

1) f ( u) I C
1
, g ( v ) I C

1
, G i ( u, v ) I C

1
( i = 1, 2) ;

2) | f ( u) | [ A | u |
5- D

, | g( v) | [ B | v |
6- D

, A > 0, B > 0, D\ 0, | G i | [ C i ( | u |
5

+ | v |
5
) , Ci > 0# 

则关于方程( 7) ~ ( 10)的近似时间周期解,我们有如下估计

  +uNx +2
+ +vNx +2 [ 1/ X+ 1 E2, ( 26)

其中常数 E2不依赖于 N # 

证明  考察下列方程
  ( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , X

d
j ) = 0, ( 27)

  ( vNt + g ( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , X
d
j ) = 0# ( 28)

用 AjN 乘以(27) , 对 j 从 1到 N 求和, 有

  ( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , uNxx) = 0, ( 29)

其中

  ( uNxx , uNt ) = -
1
2

d
dt

+uNx +2
,

  ( uNxx , f ( uN ) x ) = - ( uNxxx , f ( uN ) ) =

    1
B
( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , f ( uN ) ) =

    1
B
d
dtQF( uN )dx -

A
B
( uNxx , f ( uN ) ) +

2
B
( vNvNx , f ( uN ) ) -

    1
B
( G 1( uN , vN ) + h1( x ) , f ( uN ) ) # 

由Sobolev插值不等式,得到

  | ( uNxx , f ( uN ) ) | [ +uNxx +#+f ( uN ) + [ A +uNxx +# +uN +5- D
10- 2D [

    B
12

+uNxx +2
+ C( +uN +) ,

  2
B | ( vNvNx , f ( uN ) ) | [ 2

| B| +vN +4 +vNx + +f ( uN ) +2 [

    A
12

+uNxx +2
+

C
8

+vNxx +2
+ C ( +uN + , +vN +) ,

  1
B
( G1( uN , vN ) , f ( uN ) ) [

4C1
| B |

( +uN +10- D
10- D+ +vN +5- D

10- 2D+ +vN +5
10) [

    A
12

+uNxx +2
+

C
8

+vNxx +2
+ C ( +uN + , +vN +) ,

  | ( uNxx , h1) | [ +uNxx +# +h1 + [ A
12

+uNxx +2
+

3
A

+ h1 +2
,

  ( uNxx , - AuNxx ) = - A+ uNxx +2
, ( uNxx , BuNxxx ) = 0# 

根据( 29) ,有

  1
2
d
dt

+uNx +2
-

2
BQF( uN )dx +

7A
12

+uNxx +2
- 2( uNxx , vNvNx ) [

    - ( uNxx , G 1( uN , vN ) ) +
C
4 +uNxx +2

+
3
A+h1 +2

+ C # ( 30)

用 BjN 乘以(28) ,关于 j 从 1到 N 求和, 有

  ( vNt + g ( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , vNxx) = 0, ( 31)

其中
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  ( vNxx , vNt ) = -
1
2
d
dt

+vNx +2
, ( vNxx , - CvNxx) = - C+vNxx +2

,

  | ( vNxx , g( vN ) x ) | [ C +vNxx +# +g( vN ) x + [ C
16

+vNxx +2
+ C ,

  | ( vNxx , h2) | [ +vNxx +# +h2+ [ C
16+vNxx +2

+
4
C+h2 +2

,

  | 2( uNxx , vNvNx) + 2( vNxx , ( uNvN ) x) | = 3 QuNxv2Nxdx [

    3+ uNx +2 +vNx +2
4 [ A

24
+uNxx +2

+
C
16

+vNxx +2
+ C ,

  ( uNxx , G1( uN , vN ) ) + ( vNxx , G2( uN , vN ) ) =

    - ( uNx , G 1x ( uN , vN ) ) - ( vNx , G2x ( uN , vN ) ) =

    - ( uNx , G 1u
N
uNx + G1v

N
vNx ) - ( vNx , G2u

N
uNx + G 2v

N
vNx) =

    - ( uNx , vNx)
G 1u

N
G2u

N

G1v
N

G2v
N

uNx

vNx
[

    - b0( +uNx +2
+ +vNx +2

) # 

不等式( 30)和( 31)相加,得到

  d
dt
<( t ) + 2b0<( t ) + A+ uNxx +2

+ C+vNxx +2 [

    3
A

+h1 +2
+

4
C

+h2 +2
+ C, ( 32)

其中   <( t ) = +uNx +2
+ +vNx +2

-
2
BQF ( uN )dx # 

在 0, X 上对( 32)积分,注意到

  2
BQ8

F( u )dx [ A + u +6- D
6- D [ 1

2
+ uxx +2

+ C,

因此我们得到

  Q
X

0
( +uNx +2

+ +vNx +2
) dt [ X

2b0
3
A

+h1 +2
+

4
C

+h2 +2
= E2# ( 33)

故存在一个 t
* I 0, X ,使得

  +uNx(#, t * ) +2
+ +vNx (#, t * ) +2 [ 1

2b0

3
A

+h1 +2
+

4
C

+ h2 +2
=

E 2

X
# ( 34)

对( 32)再次积分,从 t
* 到 t + X( t I 0, X ) , 得到

  +uNx(#, t ) +2
+ +vNx(#, t ) +2 [

    + uNx (#, t * ) +2
+ +vNx (#, t* ) +2

+ E2 [ 1/ X+ 1 E 2, ( 35)

即有( 26)成立# 引理证完# 

引理 2. 3  在引理 2. 2的条件下,设

1) f ( u) I C
2
, g ( v ) I C

2
, G i ( u, v ) I C

2
( i = 1, 2) ;

2) hi ( x ) I H
1
( 8) ( i = 1, 2) # 

则关于方程( 7) ~ ( 10)的近似时间周期解,我们有如下估计

  +uNxx +2
+ +vNxx +2 [ 1

X
+ 1 E3, ( 36)

其中 E3是不依赖于 N 的常数# 

证明  考察下列方程
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  ( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , X
(4)
j ) = 0, ( 37)

  ( vNt + g ( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h1( x ) , X
( 4)
j ) = 0# ( 38)

用 AjN 乘以(37) , 对 j 从 1到 N 求和, 得到

( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , uNxxxx ) = 0, ( 39)

其中

| ( uNxxxx , f ( uN ) x) | = | uNxxx , f d( uN ) u2N ( x ) + f c( uN ) uNxx | [

  +f d( uN ) + ] +uNxxx + + uNx +2
4+ +f c( uN ) + ] +uNxxx + +uNxx + [

  A
10

+uNxxx +2
+ C,

| ( uNxxxx , - AuNxx) | = A+uNxxx +2
, ( uNxxxx , BuNxxx ) = 0,

| ( uNxxxx , 2vNvNx ) | = | ( uNxxx , 2( v
2
Nx + vNvNx ) ) | [ C

8
+vNxxx +2

+
A
10

+ uNxxx +2
+ C ,

| ( uNxxxx , h1) | [ + uNxxx + +h1x + [ 5
A

+h1x +2
+

A
10

+uNxxx +2# 

用 BjN 乘以(38) ,对 j 从 1到 N 求和,得到

( vNt + g( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , vNxxxx ) = 0, ( 40)

注意到

| ( vNxxxx , - CvNxx ) | = C+vNxxx +2
,

| ( vNxxxx , 2( uNvN ) x ) | = | ( vNxxx , 2( uNxvN + uNvNx ) x) | =

  | ( vNxxx , 2( uNxxv + 2uNxvNx + uNvNxx ) ) | [

  C
16

+vNxxx +2
+

A
10

+ uNxxx +2
+ C ,

| ( vNxxxx , g( vN ) x) | = | ( vNxxx , gd( vN ) v2Nx + gc( vN ) vNxx) | [

  +gd( vN ) + ] +vNxxx + +vNx +2
4+ +gc( vN ) + ] +vNxxx + +vNxx + [

  C
16 +vNxxx +2

+ C ,

| ( vNxxxx , h2) | [ +vNxxx + +h2x + [ 2
C

+h2x +2
+

C
8

+uNxxx +2
,

( uNxxxx , G 1( uN , vN ) ) + ( vNxxxx , G 2( uN , vN ) ) =

  ( uNxx , G 1u
N
uNxx + G1v

N
vNxx + G1u

N
u
N
u
2
Nx + G1v

N
v
N
v
2
Nx + 2G1u

N
v
N
uNxvNx) +

  ( vNxx , G2u
N
uNxx + G2v

N
vNxx + G 2u

N
u
N
u
2
Nx + G2v

N
v
N
v
2
Nx + 2G2u

N
v
N
uNxvNx) [

  - b0( +uNxx +2
+ +vNxx +2

) +
C
8 +vNxxx +2

+
A
10 +uNxxx +2

+ C,

其中常数 C 依赖于 +uN +H
1 和 +vN +H

1# 由( 39)和( 40) , 得到

d
dt
( +uNxx +2

+ +vNxx +2
) + A+uNxxx +2

+ C+vNxxx +2
+

  2b0( +uNxx +2
+ +vNxx +2

) [ 5
A

+ h1x +2
+

2
C

+h2x +2
+ C# ( 41)

在 0, X 上,对不等式( 41)积分, 因此有

Q
X

0
( + uNxx +2

+ +vNxx +2
)dt [ X

2b0

5
A

+h1x +2
+

2
C

+h2x +2
+ C = E3 , ( 42)

即,存在一个 t
* I 0, X ,使得

+uNxx (#, t * ) +2
+ +vNxx(#, t * ) +2 [ 1

2b0
5
A

+h1x +2
+

2
C

+h2x +2
=

E3
X

# ( 43)
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对( 41)再次积分从 t
* 到 t + X( t I 0, X ) ,有

+uNxx (#, t ) +2
+ +vNxx (#, t ) +2 [

  +uNxx (#, t * ) +2
+ +vNxx(#, t * ) +2

+ E3 [ 1
X
+ 1 E3, ( 44)

故( 36)成立# 引理证完# 

引理 2. 4  在引理 2. 3的条件下,我们设

1) f ( u) I C
3
, g ( v ) I C

3
, G i ( u, v ) I C

3
( i = 1, 2) ;

2) hi ( x ) I H
3
( 8) ( i = 1, 2) # 

则关于方程( 7) ~ ( 10)的近似时间周期解,我们有如下估计

+uNxxx + + +vNxxx + [ 1/ X+ 1 E 4, ( 45)

其中 E4是与 N 无关,而与 +u +H
3、+v +H

3、+h i +H
3( i = 1, 2) 有关# 

证明  考察下列方程
( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , X

(6)
j ) = 0, ( 46)

( vNt + g( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , X
(6)
j ) = 0# ( 47)

用 AjN 乘以(46) , 对 j 从 1到 N 求和, 有

( uNt + f ( uN ) x - AuNxx + BuNxxx + 2vNvNx - G1( uN , vN ) - h1( x ) , 2uNx 6) = 0# ( 48)

用 BjN 乘以(47) ,对 j 从 1到 N 求和,有

( vNt + g( vN ) x - CvNxx + 2( uNvN ) x - G2( uN , vN ) - h2( x ) , 2vNx 6) = 0# ( 49)

由于

( uNx 6, uNt ) =
1
2
d
dt +uNxxx +2

+ +uNxxx +2
,

( vNx 6, vNt ) =
1
2

d
dt

+vNxxx +2
+ +vNxxx +2

,

使用 Sobolev 不等式有

+f ( u) + k [ C( + u + ] + +u + k- 1
] + 1) max

1 [ p [ k
| D

p
f ( u ) | +u + k ,

其中常数 C 不依赖于f 和u, 有

| ( uNx 6, f ( uN ) x ) | [ C +uNxxx + +uNxxxx + [ A
8

+uNxxxx +2
+ C( + uNxxx +2

+ 1) ,

| ( vNx 6, g( vN ) x ) | [ C +vNxxx + +vNxxxx + [ C
8 +vNxxxx +2

+ C( +vNxxx +2
+ 1) ,

| ( uNx 6, G1+ h1) | [ A
8

+uNxxxx +2
+ C,

| ( vNx 6, G2+ h2) | [ C
8

+vNxxxx +2
+ C,

| ( uNx 6, 2vNvNx) | = | ( uNxxxx , 6vNxvNxx + 2vNvNxxx ) | [

  A
8

+uNxxxx +2
+

C
8

+vNxxxx +2
+ C ,

| ( vNx 6, 2( uNvN ) x) | = | ( vNxxxx , 2( uNxxxv + 3uNxxvNx + 3uNvNxx + uNvNxxx) ) | [

  A
8

+uNxxxx +2
+

C
8

+vNxxxx +2
+ C ,

其中常数 C、C1 依赖于 +uN +H
3、+vN +H

3 ,我们得到

d
dt
( +uNxxx +2

+ +vNxxx +2
) + A+uNxxxx +2

+ C+vNxxxx +2
+

  C ( +uNxxx +2
+ +vNxxx +2

) [ C1# ( 50)
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在 0, X 上,对( 50)积分,有

Q
X

0
( + uNxxx +2

+ +vNxxx +2
)dt [ XC 2 = E4 , ( 51)

其中 C2( C, C1) 是常数# 因此,存在一个常数 t
* I 0, X , 使得

  +uNxxx(#, t * ) +2
+ +vNxxx (#, t

*
) +2 [ C1/ C # 

对( 50)再次积分从 t
* 到 t + X( t I 0, X ) ,有

  +uNxxx(#, t ) +2
+ +vNxxx(#, t ) +2 [

    + uNxxx (#, t * ) +2
+ +vNxxx (#, t * ) +2

+ E4 [ 1/ X+ 1 E 4, ( 52)

故( 45)成立# 引理证完# 

3  X周期解的存在性

使用近似时间周期解的存在性和上面的一致性先验估计,我们能够证明如下的定理

定理 3. 1  如果存在一个确定的常数 N ,使得

  +u ++ +v + [ E ,

则方程( 7) ~ ( 10)有一个时间周期解 ( u, v ) I C
1
( X, H 2

) # 

证明  对于任意自然数 N, 我们证明方程(7) ~ (10) 有一个近似解( uN , vN ) , 即方程(12)

~ (13) 的解,并且,我们有一些关于( uN , vN ) 的范数估计# 对一个固定的 t ,在空间H
1
中的一

致有界范数( +uN +H
1, +vN +H

1) 使得我们能够找到一个子序列( uN , vN ) 弱收敛于( u, v) I

H
1# 下面,我们将证明( u , v ) 是方程( 7) ~ ( 10)的解# 

事实上,在 H
1中, ( uN , vN ) 弱收敛于( u , v ) ,对任意的 t I 0, X ,有如下结论:

  ( uN ( t ) , vN ( t ) ) _ ( u ( t ) , v ( t ) ) 在 L
2
中弱* 收敛, ( 53)

  ( uNxxx( t ) , vNxxx( t ) ) _ ( uxxx ( t ) , vxxx ( t ) ) 在 L
2中弱* 收敛, ( 54)

  ( uNt ( t ) , vNt ( t ) ) _ ( u t ( t ) , vt ( t ) ) 在 L
2
中弱* 收敛# ( 55)

由于H
1
是紧嵌入在 L

2
( 8) 中,我们能够找到一个子序列( uN ( t ) , vN ( t ) ) 使得对任意的 t

I 0, X ,有

  ( uN ( t ) , vN ( t ) ) y ( u( t ) , v( t ) ) 在 L
2中强收敛, ( 56)

  ( uNt ( t ) , vNt ( t ) ) y ( u t ( t ) , v t ( t ) ) 在 L
2中强收敛# ( 57)

由引理1. 1和引理 2. 2~ 2. 4,对任意的 t I 0, X , ( uN ( t ) , vN ( t ) ) 在H
2
中是一致有界

的# 因此,我们找到一个子序列( uN ( t ) , vN ( t ) ) ,使得( uN ( t ) , vN ( t ) ) 在H
2
( 8 ) 中

弱收敛# 特别,对任意的 t I 0, X ,有

  f ( uN ) x _ f ( u) x 在L
2中弱* 收敛, ( 58)

  g( vN ) x _ g( v) x 在L
2
中弱* 收敛, ( 59)

  uNvNx _ uvx 在L
2 中弱* 收敛, ( 60)

  ( uNvN ) x _ ( uv) x 在L
2
中弱* 收敛, ( 61)

  Gi ( uN , vN ) _ Gi ( u , v ) ( i = 1, 2) 在 L
2中弱* 收敛, ( 62)

且函数 ( u, v) 满足( u, v) I C
1
( X, L 2) # 

在这里, ( 53) ~ ( 62)是显然的且( 57)是一致收敛的# 事实上, 我们能够证明

  | ( uNt ( t + h) - uNt ( t ) , Xj ) | [ C (E 1, E 2, E3, E4) | h |
1/ 2 +Xj + # 

其中,如上述所述 Xj ( j = 1, 2, ,) 是HN 中完全正交系统且$是它的特征函数# 因此,使用对

603一类广义耦合的非线性波动方程组时间周期解的存在性



角化法则, 我们最终总能找到一个子序列( uN t , vNt ) , 使得( uN t , vNt ) 在HN 中对所

有的 t I 0, X 弱收敛于一个元# 因此,由引理 2. 1~ 2. 4的有界性,我们能得到( 57)是成立

的# 

综合引理 1. 1和引理 2. 1~ 2. 4,对任意的 Xj I HN , 根据前面得到的估计, ( u , v ) 是方程

( 7) ~ ( 10)的解# 

定理 3. 1的证明完成# 
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The Existence of Time Periodic Solutions for a Damped

Generalized Coupled Nonlinear Wave Equations

FANG Shao_mei1, 2,  GUO Bo_ling3

( 1. Depa rtm ent of Mathema tics , Shaoguan Un iver sity ,

Shaoguan , Guangdong 512005, P . R . Chin a ;

2. Graduate School , China Academ y of Engineer in g Phy sics ,

P . O . Box 2101, Beijin g 100088, P . R . China ;

3. In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

P . O . Box 8009_28, Beijing 100088, P . R . Chin a )

Abstract: The time periodic solution problem of damped generalized coupled nonlinear wave equa-

tions with periodic boundary condition was studied. By using the Galerkin method to construct the ap-

proximating sequence of time periodic solutions, a priori estimate and Laray_Schauder fixed point theo-

rem to prove the convergence of the approximate solutions, the existence of time periodic solutions

for a damped generalized coupled nonlinear wave equations can be obtained.

Key words: nonlinear wave equations; priori estimate; time periodic solution
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