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板弯曲断裂计算的边界配置解法
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摘要:  采用复变函数理论和边界配置方法, 分析计算了 Kirchhoff板的弯曲断裂问题# 假设了位

移及内力的复变函数式,它们能满足一系列的基本方程和支配条件, 例如域内的平衡方程、裂纹表

面的边界条件、裂纹尖端的应力奇异性质# 这样, 仅板边界的边界条件需要考虑# 它们可用边界

配置法和最小二乘法近似满足# 对不同边界条件和载荷情形进行了分析计算# 数值算例表明, 本

文方法精度较高,计算量小, 是一种有效的半解析、半数值计算方法# 
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引   言
板是航空、土木、机械、化工等工程领域常见的结构形式# 由于制造、使用等原因, 板中常

出现裂纹# 为了保证板结构的安全使用,避免低应力脆断和疲劳破坏, 以及安全设计、合理选

材等目的,必须进行板弯曲问题的断裂分析# 

板弯曲断裂问题远比平面断裂问题复杂[ 1, 2]# 首先,板弯曲问题存在不同的分析理论,例

如应用最广泛的 Kirchhoff经典板理论与考虑了横向剪切变形的 Reissner 板理论# Kirchhoff板

理论在工程中的应用非常广泛,在该理论上建立的断裂分析方法较为成熟和简单,但也存在理

论缺陷# Reissner板理论克服了Kirchhoff板的理论缺陷,能够较好地描述裂纹尖端的应力场的

性质,但其微分方程阶数较高,计算较困难# 

另一方面, 板的弯曲断裂分析远没有平面断裂力学成熟# 平面断裂分析的原理和方法已

经建立,分析结果已详尽地载入了应力强度因子手册
[ 3, 4]# 对于板弯曲断裂问题,求解分析的

方法和结果都很少# 以Kirchhoff板弯曲断裂为例, Sih等采用积分变换法计算了一些含裂纹的

无限大板问题[ 5]# 对于有限大板,通常采用有限元法进行计算[ 6~ 8]# 其主要问题是数据准备

工作量大,而精度往往不能满足要求# 

在工程实际中大量遇到的是有限大薄板的弯曲断裂问题# 同时,当板厚趋于零时, Kirch-

hoff理论和Reissner 理论计算的应力强度因子值具有相关性
[ 2]# 因此,本文采用 Kirchhoff板理

论对有限大裂纹板进一步进行分析计算# 类似平面断裂问题的边界配置解法[ 9] ,本文采用复

变函数理论和边界配置法进行弯曲裂纹板的断裂分析# 这是一种半解析、半数值计算方法,适
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用于不同的边界条件和载荷情形# 

1  基 本公 式

1. 1  挠度和内力

Kirchhoff板的挠度可用弹性曲面方程对应的齐次方程的通解和一个特解之和来表示# 其

通解可以用两个解析函数 U( z ) 和 W( z ) 表示
[ 2, 10, 11]

:

  w = Re[�z U( z ) + V ( z ) ] , ( 1)

式中 Re表示取函数实部,上方横线表示取共轭# 

根据横向载荷, 可确定板挠度的特解# 对于受均布载荷 q 的情形,特解可表示为[ 2, 12] :

  w
*
=

q
64D

z
2�z 2, ( 2)

式中 D 为板的弯曲刚度,并且 D = Eh
3
/ 12(1 - M2) ,其中 E 为弹性模量, M为泊松比# 

对于集中力 P 作用在 z 0的情形, 特解为
[ 12]

:

  w
*
=

P
16PD

( z - z0) (�z - �z 0) ln[ ( z - z 0) (�z - �z 0) ]# ( 3)

在直角坐标系, 由式( 1)所表示的挠度通解对应的板的内力公式为
[ 2]
:

  

Mx + My = - 2(1 + M) D[ Uc( z ) + Uc( z ) ] ,

My - Mx + 2iMxy = - 2(1 - M) D[�zUd( z ) + Wc( z ) ] ,

Qx - iQy = - 4DUd( z )# 

( 4)

1. 2  边界条件

以 s、n 表示边界切线和法线,板的边界条件分别为:

1) 简支边

  w = �w , Mn = �Mn, ( 5)

式中 �w 和�Mn 表示边界挠度和法向弯矩的指定值, 通常为零# 

2) 固支边

  w = �w ,
5w
5 n = �A, ( 6)

式中�A表示边界法向转角的指定值,通常为零# 

3) 自由边

  Mn = �Mn , Mns = �Mns, Qn = �Qn, ( 7)

式中 �M n、�Mns 和�Qn 表示边界弯矩、扭矩和剪力的指定值# 虽然式( 7)后面两个式子可归并为一

个条件,但在后面将采用最小二乘法,因此仍用式( 7)所表示的 3个自由边的边界条件# 

1. 3  应力函数

考察含一条长度为 2a的裂纹板,取直角坐标系的原点在裂纹中心, x 轴与裂纹重合# 设

裂纹面无外力作用, 并注意到裂纹尖端处应力的奇异性质, 可以假设应力函数为以下形式:

  
QU( z )dz = ( z

2
- a

2
)
3/ 2 6

M

k= 1

A k z
k- 3

+ 6
M

k= 1

Bk z
k+ 1
,

QX( z )dz = J ( z
2
- a

2
)
3/ 2 6

M

k= 1
A k z

k- 3
- 6

M

k= 1
Bk z

k+ 1
,

( 8)

式中 A k、Bk是待定的复常数, J= - (3+ M) / (1- M) ,其中 M为材料的泊松比# 
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对式( 8)的两式求导, 可得 U( z ) 和 X( z )# 再求导,可得 5( z ) = Uc( z ) , 8( z ) = Xc( z )# 

以下仅列出 5( z ) 的表达式:

  5( z ) = 6
M

k= 1
A k

1

z
2
- a

2
z
k- 1

k - ( k - 3)
a
z

2

+ z
2
- a

2
z
k- 3

k( k - 2) -

    ( k - 3) ( k - 4)
a
z

2

+ 6
M

k= 1

Bkk ( k + 1) z k- 1# ( 9)

设:

  W( z ) = �X( z ) - z 5 ( z ) , ( 10)

则有:

  QW( z )dz = Q�X( z ) dz - zU( z ) + QU( z )dz , ( 11)

  7 ( z ) = Wc( z ) = �8 ( z ) - 5( z ) - z 5c( z ) , ( 12)

则用两个应力函数 U( z )、W( z ) 表示的挠度式(1) ,及 U( z )、W( z ) 的导数表示的内力式(4) ,可

以用 U( z )、X( z ) 及其相应导数 5( z )、8( z ) 来表示# 

1. 4  应力强度因子

当应力函数中的系数 A k、Bk确定后, 可由式(9) 计算裂纹尖端 z = ? a 处的应力强度因

子
[ 5]
:

  K Ñ - iK Ò = -
12 2PD(3+ M)

h
2 lim

z y ? a
( z ºa) 5( z ) =

    -
36 PD(3 + M)

h
2 6

M

k= 1

A ka
k- 1. 5

, ( 13)

式中 h 表示板的厚度# 

2  算   例

2. 1  对边承受弯矩的中心裂纹板

如图 1所示, 长、宽为2H @ 2W的矩形板, 含一条长为2a的中心裂纹, 对边受弯矩M0作

用# 

图 1  对边承受弯矩的中心裂纹板     图 2  K Ñ / K0 ~ a/ W 变化曲线   

在本例中, 板面无载荷作用,因此可取位移特解 w
*
= 0# 设在板边界共取 N 个点, 每点
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由式(7) 可得 3个实系数方程, 共得 3N 个方程# 

在 x = ? W 的边界点,有:

  Mx = 0, Mxy = 0, Qx = 0# 

在 y = ? H 的边界点,有:

  My = M0, Mxy = 0, Qy = 0# 

如果应力函数式( 8)中求和项数为 M,则共有4M 个待定实系数# 对于N个边界点和M个

求和项,可以得到包含 4M 个待定实系数的 3N 个边界方程为:

  A 3N @ 4M X 4M = F 3N , ( 14)

式中 A 3N @ 4M 由边界点坐标确定, F 3N 由边界条件确定, X 4N 是待求的A k、Bk 的实系

数# 采用最小二乘法求解式(14) , 可确定应力函数 A k、Bk , 则应力强度因子可由式( 13)计

算# 

作为第一个例子,考察图 1所示含中心裂纹的矩形板,在边界 y = ? H 受弯矩M0作用# 

对于 W = H 情形,选取的计算参数为:边界点数 N = 80,求和项数 M = 20# 对于不同裂纹长

度比 a/ W, 计算的 Ò型应力强度因子 K Ò = 0, Ñ型无量纲应力强度因子K Ñ / K 0(其中 K0 =

M0 Pa/ h2) 如图2所示# K Ñ / K 0随着 a/ W的增加而增加# 当 a/ W较大时, K Ñ / K 0增加速

度逐渐加快# 

图2中同时列出有限元法计算结果[ 8] 以进行比较# 由图可见,在 a/ W [ 0. 5范围,两种

不同方法所得结果符合得很好# 特别地,当 a/ W y 0时, 即无限大板含中心裂纹情形, Sih等

人无限大板含裂纹的结果为[ 5]
K Ñ / K 0 = 6# 由图 2可以见到本文计算曲线的这种趋势# 

改变配点个数 N 和应力函数项数M ,计算表明本文方法具有良好的收敛性# 

2. 2  受均布载荷的简支板

如图 3所示含中心裂纹的简支板,受均布载荷 q 作用,板的挠度通解和特解如式( 1)、( 2)

所示# 

在 x = ? W ,边界条件为

  w + w
*
= 0, Mx + M

*
x = 0,

式中 w 和Mx 为按挠度通解计算的挠度和弯矩, w
*
和 M

*
x 为按挠度特解计算的挠度和弯矩# 

在 y = ? H ,边界条件为

  w + w
*
= 0, My + M

*
y = 0# 

在板的理论中, 由挠度对 x、y 求导,推导出弯矩的公式 # 本文给出的挠度特解为复变函

数,因此要将对 x、y 的求导变换为对z、�z 的求导[ 12]# 

计算中取H = W,对应不同裂纹长度比 a/ W,有 K Ò/ K 0 = 0, K Ñ / K 0如图 4所示# 由图

可见,当 a/ W开始增加时, K Ñ / K 0值缓慢减小;当a / W较大( > 018) ,并进一步增加时, K Ñ / K 0

将迅速减小直至零# 

2. 3  受均布载荷的固支板

将如图 3所示受均布载荷的板, 改为四周边固支, 板的挠度通解和特解仍如式( 1)、( 2)所

示# 

在 x = ? W ,边界条件为

  w + w
*
= 0,

5w
5x +

5w *

5x = 0# 
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图 3 简支的受均布载荷的中心裂纹板  图 4  简支板 K Ñ / K 0 随 a/ W的变化曲线

图 5  固支板 K Ñ / K0 随

a/ W 的变化曲线

在 y = ? H ,边界条件为

  w + w
*
= 0,

5w
5y +

5w *

5 y = 0# 

计算中取 H = W, 对应不同的裂纹长度比

a / W, 都有 K Ò/ K 0 S 0, K Ñ / K 0的变化如图 5所

示# 由图可见, 随着 a/ W的增加, K Ñ / K 0逐渐减

小,其减小速度要比简支板快 # 当 a/ W = 015
时, K Ñ / K 0接近为零# 如 a/ W继续增大,计算的

K Ñ / K 0将为负值# 这是由于固定边界的影响,当

裂纹长度较大时,裂纹尖端不可能张开的缘故 # 

因此,计算仅适用于 a/ W [ 015情形# 

3  结   论

1) 本文根据 Kirchhoff板的复变函数理论, 构造了计算板挠度和内力的复变函数, 采用边

界配置法计算了含裂纹板的应力强度因子# 

2) 讨论了自由、简支、固支等不同条件下含裂纹板的弯曲特征# 本文方法可进一步应用

于其他边界形状和边界条件情形# 

3) 给出了典型算例# 对于已有解情形, 本文结果与之相比具有很好的精度# 本文方法

可用于更一般、更复杂的情形# 

4) 本文方法计算量小,精度较高,是一种有效的半解析、半数值计算方法# 
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Fracture Calculation of Bending Plates

by Boundary Collocation Method

WANG Yuan_han,  WU You_lun,  YU Fei

( School of Civil Engineer in g , Hua zhong Un iv er sity of Sci ence and Technology ,

Wuhan 430074, P . R . Chin a )

Abstract: Fracture of Kirchhoff plates is analyzed by the theory of complex variables and boundary

collocation method. The deflections, moments and shearing forces of the plates are assumed to be the

functions of complex variables. The functions can satisfy a series of basic equations and governing

conditions, such as the equilibrium equations in the domain, the boundary conditions on the crack

surfaces and stress singularity at the crack tips. Thus, it is only necessary to consider the boundary

conditions on the external boundaries of the plate, which can be approximately satisfied by the collo-

cation method and least square technique.

Different boundary conditions and loading cases of the cracked plates are analyzed and calculat-

ed. Compared to other methods, the numerical examples show that the present method has many ad-

vantages such as good accuracy and less computer time. This is an effective semi_analytical and semi_

numerical method.

Key words: Kirchhoff plate; fracture; boundary collocation method; complex variables function;

stress intensity factors
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