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非线性弹性梁中的混沌带现象
X
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摘要:  研究了非线性弹性梁的混沌运动, 梁受到轴向载荷的作用# 非线性弹性梁的本构方程可

用三次多项式表示# 计及材料非线性和几何非线性,建立了系统的非线性控制方程# 利用非线性

Galerkin 法, 得到微分动力系统# 采用M elnikov 方法对系统进行分析后发现,当载荷 P0 和 f 满足一

定条件时,系统将发生混沌运动, 且混沌运动的区域呈现带状# 还详尽分析了从次谐分岔到混沌

的路径,确定了混沌发生的临界条件# 
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引   言

固体力学中的混沌现象引起越来越多的学者的兴趣# 1998年 F. C. Moon
[ 1]
率先用实验的

方法研究了梁的混沌行为, 实验中使用的梁是线弹性的, 受到横向周期载荷的作用# 近几年

来,国内外的许多学者也研究了线性阻尼梁的混沌运动[ 2, 3] # 工程实际问题中非线性阻尼的

影响往往不可忽略, 故本文中研究了非线性阻尼、非线性本构材料的梁在受到横向载荷 P =

DP0( f + cosXt )sin(Px / l ) 作用下的动力响应# 利用Melnikov方法确定了混沌发生的临界条件# 

分析结果可见, 混沌区域是一个有限的带状区域# 

1  基 本方 程

本文研究简支非线性弹性梁的动力学行为# 梁两端施加压缩载荷N ,梁长度是 l , 梁材料

的本构关系满足:

  R = EE(1 + E1E
2
) , ( 1)

此处, E 和E1 是材料常数# 

假设屈曲后梁的变形仍是小变形, 则梁的屈曲载荷是:

  N cr =
P2
EI 1A 1

l
2
(1+ E0)
, ( 2)

上式中, A 1 = 1 + 3E1E0
2# I1 是惯性矩, I 1 =QAy 2dA# A 是梁的横截面积# E0是中性面上的
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应变 ,满足:

  E1E04
+ E1E0

3
+ 1-

3P2
E1I 1

Al
2 E0

2
+ E0-

P2
I 1

Al
2 = 0, ( 3)

压缩载荷作用下屈曲的梁受到横向载荷P = DP 0(f + cosXt ) sin(Px ) / l的作用, 此时,系统的控

制方程为

  52
M

5x 2
+ N

52
w

5x 2
+ m

52
w

5 t 2
= DP 0( f + cosXt ) sin

Px
l
- DL

5w
5 t

5w
5 t , ( 4)

此处, DL是非线性阻尼系数, m 是梁单位长度质量# 

  系统的边界条件可表示为:

  w (0) = w ( l ) = 0, ( 5)

  wd(0) = wd( l ) = 0 # ( 6)

下面表示距中性面 y 处的点的应变:

  E= E0- y
5H
5x , ( 7)

H是在x 处横截面的转角, 可用下式表示:

  sinH= 1
1 + E0

5w
5x # ( 8)

将几何关系和物理关系代入方程( 4)后,略去三次以上的非线性项, 得到用位移表示的控制方

程:

  C1
54
w

5x 4
+ C2 2

52
w

5x 2
3

+ 6
5w
5x

52
w

5x 2
53
w

5x 3
+

5w
5x

2 54
w

5x 4
-

    C3 6
53
w

5 x3
2 52
w

5x 2
+ 3

52
w

5x 2
2 54
w

5x 4
+
N
EI1
+
m
EI 1

52
w

5t 2
=

    D
EI
P 0( f + cos Xt ) sin

Px
l
- L

5w
5 t

2

, ( 9)

使用无量纲量 �x = x / l , �w = w / l , S= X0t , �X= X/ X0, X0 = EI / ml
4
将方程( 9)转化为无

量纲方程# 

  根据边界条件( 5)和( 6) ,可假设位移模态的形式:

  �w = U( S) sinP�x , ( 10)

对无量纲控制方程应用非线性 Galerkin法,得到微分动力系统:

  
ÛU= W,

ÛW= - AU- BU3
+ D P 0(f + cos�Xt ) - �LW2
,

( 11)

此处

  A= P
2
- �N + C1P

2
,  B= P6
C2- 3C 4P

2
,

  C1 =
A 1

1+ E0
,  C2 =
A 1

2(1+ E0)
3,  C4 =

3E1I 2

2I 2(1 + E0)
3
l

2,

  �L =
Ll 5 X0

2

EI 1
,  P0 =
P 0l

3

EI 1
,  �N = Nl

2

EI 1
,

若动力系统不受扰动,则 D= 0 # 那么系统( 11)成为可积的 Hamilton系统:

  
ÛU= W,
ÛW= - AU- BU3# 

( 12)

无扰系统的Hamilton函数实质是系统的动能与势能之和,同一条轨道上的能量保持常数:
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  h = W
2

2
+
AU

2

2
+
BU

4

4
= const# ( 13)

无扰系统的相轨迹用下式确定:

  dU
dS
= ? 2h - AU2
-
BU

4

4
, ( 14)

式( 14)表明相轨迹与 A, B的值密切相关# 本文仅限于研究具有稳定后屈曲路径的系统( A>

0, B< 0) # 

2  动力学分析

在实 空间 内, 无 扰系 统 有 三 个平 衡 态, ( 0, 0 ) 是 中心, - A/ (- B) , 0 和

A/ (- B) , 0 是双曲鞍点# 通过两个鞍点的异宿轨道是:

  
U0( S) = ?

A
- B

th 2AS
2
,

W0( S) = ? A
2

2
- B

sech2 2AS
2

# 

( 15)

异宿轨道的Melnikov函数用下式计算:

  M ( S0) =Q
]

- ]
W - �LW

2
+ P0 f + cos�X( S+ S0) dt =

      - �LK0 + P0 K1 + K2cos�XS0 , ( 16)

其中

  K0 =Q
+ ]

- ]
ÛU3dS = ? A3

2B
-

2
BQ

]

0
sech6 2A

2 S dS = º8A2

15B
-

A
B

, ( 17)

  K1 =Q
+ ]

- ]
ÛUdS= 2 -

A
B
, ( 18)

  K2 = P�X -
2
B

sh P�X
2

2
A

( 19)

由方程( 16)可见,外载荷 f 和加载频率�X对系统中存在的 Smale马蹄的条件有重大影响# 

1) 当 Af > 1时 ,Melnikov 函数有简单零点的条件是:

  
K0

2fK1+ K2
<
P0

�L
<

K0

2fK1 + K2
( 20)

或者表示为

  R1 <
P 0
�L
< R2 , ( 21)

此处

  R1 =
-

8A2

15B A

2 Af + 2P�Xcosech 2
2 P�X

,

  R2 =
-

8A
2

15B
A

2 Af - 2P�Xcosech 2
2
P�X

# 

方程( 20)表示混沌发生的区域, 可见它在 P0/ L~ X平面上是一个带状区域, 它表明当 R1
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< P0/ �L < R2 时 ,系统可能存在Smale 马蹄意义下的混沌# 

2) 当 0 < f < 1/ A时,存在一个 �X* , 它应满足:

  1
2

2
A
P�X* cosech 2

2
P�X* = f # 

a) 若 0 [ �X [ �X*
,则混沌发生的临界条件是:

  P0/�L > R1 # ( 22)

上式表明混沌区域是半无限区域# 

b) 若 �X > �X* ,则混沌发生的阈值与表达式( 20)相同# 
以上分析说明,动力系统中存在Smale马蹄的临界条件与加载方式和加载频率密切相关# 

3  通向混沌的道路

无扰系统中围绕中心( 0, 0)有一族周期轨道:

  Uk( S) = ? 2Ak2

- (1+ k2) B
sn A

1+ k2
S, k ,

  W
k
( S) = ? kA

1 + k
2 -

2
Bcn A

1 + k 2
S, k dn A

1+ k2
S, k # ( 23)

周期是:

  T = 4 1+ k2

A
K ,

此处 K 是第一类 Jocabi椭圆积分# 

次谐轨道的 Melnikov函数是

  Mm/ n ( S0) =Q
nT

0
Wk - �L( W
k
)

2
+ P0(f + cos�X( S- S0) ) dS =

      - Q0( m , n)�L+ P0Q2( m, n) cos�XS0, ( 24)

  Q0( m, n) =
16A2

15B
2A
- B
nk

3
(5 - k 2)

(1+ k2) 2/ 5
, ( 25)

  Q2( m, n) =

0   ( n X 1或 m 是偶数) ,

P2
m
K
-

2
B

A
1 + k

2 sh
PmKc
K

  ( n = 1且 m 是奇数) ,
( 26)

此处 Kc= k 1- k2 # 
奇阶次谐分叉发生的阈值是:

  
P0
�L
>

8k 3A5/ 2
(5- k2)

15BP�X(1+ k2) 5/ 2
sh
mPKc

2K
= Rm , ( 27)

当 m y ] ,即 k y 1时 ,可得以下公式:

  lim
m y ]
Rm = R 0 = -

4 2A5/ 2

15BP�X
sh 2

2
P�X # ( 28)

将 R1, R2 与 R 0比较后可知:

  R0 > R1, R0 > R 2,
所以系统将通过奇阶次谐分叉进入混沌状态# 

4  结   论

1) 只有当无扰动力系统存在异宿轨道时,扰动系统中才可能发生混沌带现象# 
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2) 混沌区域不仅受到常载荷与周期载荷幅值的影响,而且受到加载频率 X的影响# 如果常

载荷大于周期载荷的幅值,则在任何加载频率下, 混沌区域都是带状的# 如果常载荷小于周

期载荷的幅值,那么当 �X> �X
*
时, Smale马蹄发生的区域仍是带状的;但是当0 [ �X [ �X*

时,

混沌发生的阈值是混沌区域的下限# 

3) 如果常载荷等于零,则混沌发生的区域是半无限的# 

4) 系统通过有限的奇阶次谐分叉进入混沌态# 
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Chaotic Belt Phenomena in Nonlinear Elastic Beam

ZHANG Nian_mei,  YANG Gui_tong

( In stitute of Applied Mechan ics , Ta iyuan Univer sity of Techn ology , Ta iyuan 030024, P . R . China )

Abstract: The chaotic motions of axial compressed nonlinear elastic beam subjected to transverse

load were studied. The damping force in the system is nonlinear. Considering material and geometric

nonlinearity, nonlinear governing equation of the system was derived. By use of nonlinear Galerkin

method, differential dynamic system was set up. Melnikov method was used to analyze the characters

of the system. The results showed that chaos may occur in the system when the load parameters P 0

and f satisfy some conditions. The zone of chaotic motion was belted. The route from subharmonic b-i

furcation to chaos was analyzed. The critical conditions that chaos occurs were determined.

Key words: chaos; subharmonic bifurcation; heteroclinic orbit; periodic orbit
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