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关于不可压、无粘流体的 Euler方程
初值问题的适定性( Ò)

X

沈  臻

(上海大学 理学院 数学系, 上海 200436)

(戴世强推荐)

摘要:  以分层理论为基础, 讨论了不可压、无粘流体的 Euler方程的形式可解性,并给出了各类不

适定初值问题存在形式解的条件与计算方法# 并讨论了超曲面上和超平面上初值问题的适定性

并给出了存在不唯一解的例证# 
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中图分类号:  O175. 29    文献标识码:  A

引   言
对于 Euler方程的初、边值问题适定性的研究,以不同的方法,在不同的函数中有许多重要

的结果[ 1] ~ [ 4]# 在5关于不可压、无粘流体的 Euler方程初值问题的适定性( Ñ )6一文中,讨论

了超曲面 2: t = t
( 0)
+ g ( x ) , g( x ) X 常数, g (0) = 0 A R

4的 Cauchy 问题不适定情况,并

给出了在 2: { t = 0} 上满足相同条件的初值问题的两个不同的形式解, 以及给出了如何计算

形式解的计算公式# 在本文中,给出了Euler方程另外两类不适定的初值问题# 一类是在超

曲面 2: x = x
(0)
+ h ( x 2, x 3, t ) , h (0) = 0 A R

4上的Cauchy问题不适定的各种可能以及判

别方法,给出了 2 上不适定 Cauchy 问题形式解的计算方法, 并对某些初值问题给出了这种解

的有限形式# 另一类是在[ 5] 之后,在超曲面 t = t
(0)
+ g ( x ), g (0) = 0, g 不等于常数 A R

4上

给出了 2上不适定 Cauchy问题形式解的计算方法,并对某些初值问题给出了这种解的有限形

式# 

Euler方程的原型如下[ 6] :

  D
5 u
5 t + ( u # )̈ u = -

1
Q

P̈ + F( x, t ) ,

divu = 0 ,

其中 ( x, t ) = ( x 1, x 2, x 3, t ) I R
3 @ R= V,记 Z = R

3 @ R
+
,流体速度 u( x, t ) = ( u1( x, t ) ,

u2( x, t ) , u3( x , t ) ) I R
3
和压力 P I R+ 是未知函数,外力 F( x, t ) = ( F1( x, t ) , F2( x, t ) ,

F3( x, t ) ) (本文中设 F i I C
]
, i = 1, 2, 3) , 密度 Q> 0是常数# 
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文中涉及的符号请参看[ 5]# 

1  初值问题存在形式解的条件

设 R
3 @ R = V, R

3 @ R+ = Z, V 上的 Euler方程D看成 Ehresmann空间 J
1
( V, Z ) 的局部

坐标,可将其写成以下形式(为方便起见设 x 4 = t , u4 = P ) :

  D  

f 1: p
1
4+ u1p

1
1+ u2p

1
2+ u3p

1
3 +

1
Q
p

4
1- F 1 = 0,

f 2: p
2
4+ u1p

2
1+ u2p

2
2+ u3p

2
3 +

1
Q
p

4
2- F 2 = 0,

f 3: p
3
4+ u1p

3
1+ u2p

3
2+ u3p

3
3 +

1
Qp

4
3- F 3 = 0,

f 4: p
1
1+ p

2
2+ p

3
3 = 0,

( 1)

并分别记上述各式的左端为 f 1, f 2, f 3, f 4, C
] 对应 f i : J

1
( V, Z ) y R( i = 1, 2, 3, 4) ,则(1) 式可

记为 D = V(f 1, f 2, f 3, f 4) A J
1
( V , Z) # 

已知结果是:

第一: D 的本方程

  D * = G
k
D k   ( k = - 1, 0, 1, 2, ,) ,

  D- 1 = V = R
4
, D0 = J

0
( V , Z) , D1 = D = V(f 1, f 2, f 3, f 4) ,

  D k = V( ei
1
i

2
, i

k- 1
(f j ) , ei

1
i

2
,i

k- 2
(f j ) , ,, ei

1
(f j ) , f j )

    ( k \ 2; j , i 1, i 2 ,ik- 1 = 1, 2, 3, 4, i 1 [ i 2 [ , [ ik- 1)

第二: Q3, k- 1: E3, k- 1( D) y W3, k- 1( V , Z) 的分层

  W3, k- 1( V, Z) = S
t
3, k- 1(D ) G S

1
3, k- 1( D) G S

2
3, k- 1( D) G T 3, k- 1(D ) ,

这里 E3, k- 1( V, Z ) A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V , Z) ) @ J

k- 1
( V, Z) J

k
( V, Z) ,

  W3, k- 1( V, Z) = lmp 1( E l , k- 1( V , Z) ) A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V, Z ) ) # 

纤维空间:

  Q
2
3, k- 1: E

2
3, k- 1(D ) y S

2
3, k- 1( D) ,

其纤维维数为 2# 

以上结果可参看[ 1]# 

对于所讨论的 D 的不适定问题,其分析过程类似于[ 5] , 得到如下结果:

( � )  两类初值问题形式解的存在条件

设 x
(0) I V = R

3 @ R, D 的一组初始条件( R0, C0) I I ] ($3, D) ,

1) 对于初值问题 ( C4)

  
Rg( N) = ( x 1, x 2, x 3, x 4) = ( x

(0)
1 + N1, x

( 0)
2 + N2, x

(0)
3 + N3, x

(0)
4 + g( N) ) ,

Cg( N) = ( Rg ( N) , u1( N) , u2( N) , u3( N) , u4( N) ) ,
( 2)

这里 N= ( N1, N2, N3) I $3是 $3 上的重心坐标,对应 g : $3 y R, g I C
]
,并且 g(0) = 0# 

在给定初始条件 ( Rg , Cg ) 之后,要决定相对应于( Rg , Cg ) 的形式解, 其充分必要条件是存

在 C
]
嵌入序列{ C

(4)
k } , k \ 1, (见[ 7] )

  C( 4)
k : $3 y J

k
( V, Z )

  C( 4)
k ( N) = ( x 1( N) , x 2( N) , x 3( N) , x 4( N) , ui ( N) , p

i
j
K
, | K| ( N) , p

i
j
L
, | L| ( N) )
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            ( i , j = 1, 2, 3, 4; | K| [ k - 1; | L | = k) ,

使得

图  1

  Ak0 . C(4)k = Cg ,

  A
k
- 1 . C

(4)
k = Rg,

  A
k
k- 1 . C

(4)
k- 1 = C

(4)
k ,

  C( 4)
k

* X = 0 PX I I k( V , Z) ,

  C( 4)
k ($3) A D k A J

k
( V, Z ) ,

  Ak- 1 . C(4)k = Rg,

  Ak0 . C(4)k = Cg ,

如图 1所示:根据序列 { C(4)k } ,即可写出以幂级数形式表现的

形式解其各阶系数# 

2) 对于初值问题( C1 ) :

Rh ( N) = ( x 1, x2, x 3, x 4) =

  ( x
( 0)
1 + h( N) , x (0)2 + N2, x

(0)
3 + N3, x

( 0)
4 + N4) ,

Ch ( N) = ( Rh( N) , u1( N) , u2( N) , u3( N) , u4( N) ) ,

这里 N= ( N2, N3, N4) I $3 是 $3 上的重心坐标,对应 h: $3 y

R, h I C
]
,并且 h(0) = 0# 

在给定初始条件 ( Rh , Ch ) 之后, 如何求其相对应的形式

解,其分析类似于( 1)# 

( � )  初值问题 ( C 4) 的适定性分析

该初值问题的计算均在 W3, k- 1( V , Z) A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V ,

Z ) ) 的开覆盖{ Ui } ( i = 1, 2, 3, 4) 中的第四开集 U4中进行# 

设 S I U4, S由J
k- 1
( V , Z) 在点 p ( S) 的三个切向量生成:

  p ( S) = ( x 1, x 2, x 3, x 4, ui , p
i

j
K
, | K|

) I J
k- 1

( V , Z) ,

  

G1 = (1, 0, 0, D1, ûi (1) , p̂
i
j
K
, | K| (1) ) ,

G2 = (0, 1, 0, D2, ûi (2) , p̂ ij K, | K| (2) ) ,

G3 = (0, 0, 1, D3, ûi (3) , p̂ ij K, | K| (3) ) , ( i = 1, 2, 3, 4, | K| [ k - 1, k \1)# 

根据分层结果[ 1] ,则得到 S I U4 H S
2
3, k- 1( D) 的充要条件是:

  
D2 Û

(4)
1, k- 1 = D1 Û

(4)
2, k- 1, D3 Û

( 4)
1, k- 1 = D1 Û

(4)
3, k- 1,

D2
1+ D2

2+ D2
3 X 0, D= 1- D1u1- D2u2- D3u3 = 0,

( 3)

此即末方程 E ( S
2
3, k- 1( D) )

其中

  Û(4)i , k- 1( S) = 5̂ ( 4)
i , k- 1- u1p

i
4
k- 1(1) - u2p

i
4
k- 1(2) - u3p

i
4
k- 1 (3) -

1
Q
p

4
4
k- 1( i )

                    ( i = 1, 2, 3, k = 1, 2, ,)# ( 4)

( 4) 中 5̂
( 4)
i, k- 1的计算公式如下:

  5̂ (4)i , k- 1 =
5k- 1

F i

5 xk- 1
4

- C
1
k- 1 p

1
4p

i
14

k- 2 + p
2
4p

i
24

k- 2 + p
3
4p

i
34

k- 2 -
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    C
2
k- 1 p

1
4

2p
i
14

k- 3 + p
2
4

2p
i
24

k- 3+ p
3
4

2p
i
34
k- 3 - ,-

    C
l
k- 1 p

1
4cp

i
14

k- 1- l + p
2
4cp

i
24

k- 1- l + p
3
4cp

i
34

k- 1- l - ,-

    C
k- 2
k- 1 p

1
4
k- 2p

i
14+ p

2
4
k- 2p

i
24+ p

3
4
k- 2p

i
34 -

    p
1
4
k- 1p

i
1+ p

2
4
k- 1p

i
2+ p

3
4
k- 1p

i
3 , ( 5)

其中 i = 1, 2, 3, k = 1, 2, ,

这里带C的符号表示的是一般意义下的情况# 

定理 1  设 C
] 超曲面 2: t = t

(0)
+ g ( x 1, x 2, x 3) A R

4
, g(0) = 0, g( x 1, x 2, x 3)不等于

常数,并在其上给出初始条件 ui | 2 , P | 2 ( i = 1, 2, 3) , 则此初值问题存在形式解的充要条件是

对 Pk \ 1, 有

  rankMk = rank�Mk = 2,

即

  D2 U
(4)
1, k- 1 = D1 U

( 4)
2, k- 1, D3U

(4)
1, k- 1 = D1U

(4)
3, k- 1, D3 U

( 4)
2, k- 1 = D2U

(4)
3, k- 1,

  D= 1 - D1u1- D2u2- D3u3 = 0, D2
1+ D2

2+ D2
3 X 0,

其中 Dl = 5g / 5Nl ( l = 1, 2, 3)# 

  证明  设 ( x
0
1, x

0
2, x

0
3, x

0
4) = (0, 0, 0, 0) I R

4
= V

由于 D0 = J
0
( V, Z ) , 因此初始条件为:

  Rg ( N) = (0 + N1, 0+ N2, 0+ N3, 0 + g ( N) ) ,

  Cg ( N) = ( R( N) , u1( N) , u2( N) , u3( N) , u4( N) ) # 

现在考虑 k = 1,此时 D的1阶本方程D1 = D,根据前面叙述,要根据 Cg 来确定C( 4)
1 # 并

且 C
(4)
1 要满足:

  C( 4)
1

* X = 0   ( PX I I 1( V, Z ) ) ,

  C( 4)
1 ( N) A D ,

这里 Xi = dui - ( p
i
1dx 1+ p

i
2dx 2+ p

i
3dx 3+ p

i
4dx 4)   ( i = 1, 2, 3, 4)# 

因此就得到关于 p
i
4( i = 1, 2, 3, 4) 的如下方程组:

  (* ) 1:

Dp 1
4+

- D1

Q
p

4
4 = U(4)1, 0, Dp

2
4+

- D2

Q
p

4
4 = U( 4)

2, 0,

Dp 3
4+

- D3

Q
p

4
4 = U(4)3, 0, D1p

1
4+ D2p

2
4+ D3p

3
4 = U( 4)

4, 0,

其中

  D= 1 - D1u1- D2u2- D3u3,

  U
(4)
i , 0 = 5

(4)
i , 0 - u1ui (1) - u2ui (2) - u3ui (3) -

1
Qu4( i )  ( i = 1, 2, 3) ,

  U(4)4, 0 = u1(1) + u2(2) + u3(3) ,

  Dl =
5g
5Nl   ( l = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, 4) ,

  5 (4)i , k- 1 = F
(4)
i   (1, 2, 3)# 

此时,由于 g( N) X 常数, 所以

  D
2
1+ D

2
2 + D

2
3 X 0# 

根据分层结果,要使 lm�C(4)1 I S
2
3, 0(D ) 其充分必要条件, 即(* ) 1有解的充分必要条件是:
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  D= 0, D2 U
( 4)
1, 0 = D1U

(4)
2, 0, D3U

(4)
1, 0 = D1 U

(4)
3, 0, D3 U

( 4)
2, 0 = D2U

( 4)
3, 0

因此,在满足上述条件下,求得 C
( 4)
1 为

  C( 4)
1 ( N) = ( Cg ( N) , p

i
l ( N) ) ,

其中 p
i
4 由(* ) 1决定# 而其它 p

i
l = u i ( l ) - D1p

i
4, i = 1, 2, 3, 4, l = 1, 2, 3# 

在一般情况下, k \ 2, 假设已求得 C(4)k- 1,并且 C(4)k- 1满足以下条件:

  Ak- 1
- 1 . C(4)k- 1 = Rg , A

k- 1
0 . C( 4)

k- 1 = Cg ,

  C( 4)
k- 1

* X = 0, ( PX I Ik- 1( V, Z ) ) , C
(4)
k- 1( $3) A Dk- 1 # 

根据 ( Rg, C
(4)
k- 1) 重复 k = 1时以上计算过程,即可得如下关于 p

i
4
k 的方程组(* ) k :

  (* ) k :

Dp
1
4
k+

- D1

Q
p

4
4
k = U

( 4)
1, k- 1, Dp

2
4
k +

- D2

Q
p

4
4
k = U

(4)
2, k- 1,

Dp 3
4
k+

- D3

Q
p

4
4
k = U( 4)

3, k- 1, D1p
1
4
k + D2p

2
4
k+ D3p

3
4
k = U(4)4, k- 1# 

  

U( 4)
i, k- 1 = 5 ( 4)

i, k- 1- u1p
i
4
k- 1(1) - u2p

i
4
k- 1(2) - u3p

i
4
k- 1 (3) -

1
Q
p
i
4
k- 1( i )  ( i = 1, 2, 3) ,

U
( 4)
4, k- 1 = p

1
4k- 1(1) + p

2
4k- 1(2) + p

3
4k- 1 (3) ,

( 6)

  D1 =
5 g
5Nl , p

i
j K, | K| ( l ) =

5p ij K, K( N)
5Nl   ( l = 1, 2, 3; i , j = 1, 2, 3, 4; | K| [ k - 1) # 

( 6) 式中 5 (4)i , k- 1的计算公式为:

  5 (4)i , k- 1 =
5 5 (4)i , k- 2

5x 4
- p

1
4p

i
14
k- 2- p

2
4p

i
24

k- 2 - p
3
4p

i
34
k- 2  ( i = 1, 2, 3)# ( 7)

记

  Mk =

D 0 0
- D1

Q

0 D 0
- D2

Q

0 0 D
- D3

Q

D1 D2 D3 0

,  �Mk =

D 0 0
- D1

Q U1, k- 1

0 D 0
- D2

Q
U2, k- 1

0 0 D
- D3

Q
U3, k- 1

D1 D2 D3 0 U4, k- 1

# 

显然, ( * ) k 有解的充分必要条件是:

  D= 0, D2 U
( 4)
1, k- 1 = D1U

(4)
2, k- 1, D3U

(4)
1, k- 1 = D1U

(4)
3, k- 1, D3 U

(4)
2, k- 1 = D2 U

( 4)
3, k- 1

即

  rankMk = rank�Mk = 2,

于是据此即可全决定

  C( 4)
k ( N) = ( C( 4)

k- 1( N) , p
i
j
K
, k( N) ) ,

其中 p
i
4k 由(* ) k 决定, 而其它 p

i
j Ll = p

i
j L( l ) - Dlp

i
j L- 14, | L | = k- 1 ( l = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3,

4) # 

证明完毕# 

( � )  初值问题 ( C 1) 的适定性分析

该初值问题的计算均在 W3, k- 1( V , Z) A G
*
3 ( TJ

k- 1
( V, Z) ) 的开覆盖{ Ui } ( i = 1, 2, 3, 4)
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中的第一开集 U1 中进行( U2和 U3 与 U1 的情况有类似的结论) # 

设 S I U1, S由J
k- 1
( V , Z) 在点 p ( S) 的三个向量生成:

  p ( S) = ( x 1, x 2, x 3, x 4, ui , p
i
j
K
, | K| ) I J

k- 1
( V , Z) ,

  

G2 = ( A2, 1, 0, 0, û i (2) , p̂ ij K, | K| (2) ) ,

G3 = ( A3, 0, 1, 0, û i (3) , p̂
i
j K, | K| (3) ) ,

G4 = ( A4, 0, 0, 1, û i (4) , p̂ ij K, | K| (4) )   ( i = 1, 2, 3, 4; | K| [ k - 1; k \ 1)# 

根据分层结果, 则得到 S I U1 H S
2
3, k- 1( D) 的充要条件是:

  
- A2 Û

(1)
1, k- 1 = Û(1)2, k- 1, - A3 Û

( 1)
1, k- 1 = Û(1)3, k- 1,

A= - A4+ u1- A2u2- A3u3 = 0,
( 8)

此即末方程 E ( S
2
3, k- 1( D) ) # 

其中

  
Û(1)1, k- 1( S) = 5̂ (1)1, k- 1 - p

1
1
k- 1 (4) - u2p

1
1
k- 1(2) - u3p

1
1
k- 1(3)

Û(1)i , k- 1( S) = 5̂ (1)i , k- 1 - p
i
1
k- 1 (4) - u2p

i
1
k- 1(2) - u3p

i
1
k- 1(3) -

1
Q
p

4
1
k- 1( i ) ,

( 9)

其中 i = 2, 3, k = 1, 2, ,# 

( 9) 中 5̂ ( 1)
i, k- 1( i = 1, 2, 3) 的计算公式如下:

  5̂ (1)i , k- 1 =
5k- 1

F i

5 xk- 1
1

- C
1
k- 1 p

1
1p

i
1
k- 1+ p

2
1p

i
1
k- 2

2+ p
3
1p

i
1
k- 2

3 -

      C
2
k- 1 p

1
1

2p
i
1
k- 2 + p

2
1

2p
i
1
k- 3

2+ p
3
1

2p
i
1
k- 3

3 - ,-

      C
l
k- 1 p

1
1cp

i
1
k- l+ p

2
1cp

i
1
k- 1- l

2 + p
3
1cp

i
1
k- 1- l

3 - ,-

      C
k- 2
k- 1 p

1
1
k- 2p

i
1

2 + p
2
1
k- 2p

i
12+ p

3
1
k- 2p

i
13 -

      p
1
1
k- 1p

i
1+ p

2
1
k- 1p

i
2+ p

3
1
k- 1p

i
3 , ( 10)

这里带
C
的符号表示的是一般意义下的情况# 

定理 2  设 C
] 超曲面 2: x = x

( 0)
+ h( x 2, x3, t ) , h(0) = 0 A R

4
,并在其上给出初始条件

u i | 2, P | 2, i = 1, 2, 3, 则此初值问题存在形式解的充要条件是

对 Pk \ 1, 有

  rankNk = rank�Nk = 2,

即

  - A2U
(1)
1, k- 1 = U(1)2, k- 1, - A3 U

( 1)
1, k- 1 = U(1)3, k- 1,

  A= u1- u2A2- u3A3 - A4 = 0,

其中 Al = 5 h/ 5Nl ( l = 2, 3, 4)# 

  证明  设 ( x
0
1, x

0
2, x

0
3, x

0
4) = (0, 0, 0, 0) I R

4
= V,

由于 D0 = J
0
( V, Z ) , 因此初始条件为:

  Rh( N) = ( h ( N) + N1, 0+ N2, 0 + N3, 0 + N4) ,

  Ch( N) = ( Rh( N) , u1( N) , u2( N) , u3( N) , u4( N) ) # 

现在考虑 k = 1,此时 D的1阶本方程D1 = D,根据前面叙述,要根据 Ch 来确定C
( 1)
1 # 并

且 C(1)1 要满足:

  C( 1)
1

* X = 0   ( PX I I 1( V, Z ) ) , C
(1)
1 ( N) A D,
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这里 Xi = dui - ( p
i
1dx 1+ p

i
2dx 2+ p

i
3dx 3+ p

i
4dx 4) ( i = 1, 2, 3, 4)# 

因此就得到如下关于 p
i
4( i = 1, 2, 3, 4) 的方程组:

  (* ) 1c:
Ap 1

1 +
A
Q
p

4
1 = U(1)1, 0 , Ap

2
1+

- A2

Q
p

4
1 = U(1)2, 0 ,

Ap
3
1 +

- A3

Q
p

4
1 = U

( 1)
3, 0, p

1
1- A2p

2
1+ A3p

3
1 = U

( 1)
4, 0,

其中

  A= u1- u2A2- u3A3 - A1,

  U(1)1, 0 = 5 (1)1, 0 - u1(4) - u2u1(2) - u3u1(3) ,

  U(1)i , 0 = 5 (1)i , 0 - u i (4) - u2ui (2) - u3ui ( 3) - 1
Q
u4( i )  ( i = 2, 3) ,

  U(1)4, 0 = - u2(2) - u3(3) ,

  Al =
5 h
5Nl

  ( l = 2, 3, 4; i = 2, 3) ,

  5 (1)i , 0 = F
(1)
i   ( i = 1, 2, 3)# 

根据分层结果,要使 Im�C(1)1 I S
2
3, 0(D ) 其充分必要条件, 即(* )

c
1有解的充分必要条件是:

  - A2U
(1)
1, 0 = U(1)2, 0 , - A3 U

( 1)
1, 0 = U(1)3, 0 , A= 0

因此,在满足上述条件下,求得 C( 1)
1 为

  C
( 1)
1 ( N) = ( Ch( N) , p

i
l ( N) ) ,

其中 p
i
1 由(* )

c
1决定# 而其它 p

i
l = u i ( l ) - Alp

i
4( i = 1, 2, 3, 4, l = 2, 3, 4) # 

在一般情况下, 假设已求得 C(1)k- 1,并且 C(1)k- 1满足以下条件:

  Ak- 1
- 1 . C(1)k- 1 = Rh , A

k- 1
0 . C( 1)

k- 1 = Ch,

  C( 1)
k- 1

* X = 0   ( P X I Ik- 1( V, Z) ) ; C
(1)
k- 1($3) A D k- 1 # 

根据 ( Rh, C
(1)
k- 1) 重复 k = 1时以上计算过,即可得如下关于 p

i
1
k( N) ( i = 1, 2, 3, 4) 的方程

组(* )
c
k :

  (* )
c
k :

Ap 1
1
k +

A
Q
p

4
1
k = U(1)1, k- 1, Ap

2
1
k +

- A2

Q
p

4
1
k = U(1)2, k- 1,

Ap 3
1
k +

- A3

Q
p

4
1
k = U( 1)

3, k- 1, p
1
1
k - A2p

2
1
k + A3p

3
1
k = U( 1)

4, k- 1# 

其中

  A= u1- u2A2- u3A3 - A4,

  U(1)1, k- 1 = 5 (1)1, k- 1 - p
1
1
k- 1 (4) - u2p

1
1
k- 1(2) - u3p

1
1
k- 1(3) ,

  U
(1)
i , k- 1 = 5

(1)
i, k- 1- p

1
1
k- 1(4) - u2p

i
1
k- 1( 2) - u3p

i
1
k- 1 (3) -

1
Qp

4
1
k- 1( i )

                        ( i = 2, 3) , ( 11)

  U(1)4, k- 1 = - p
2
1
k- 1(2) - p

3
4
k- 1(3) ,

  Al =
5 h
5Nl

, p
i
j
K
, | K| ( l ) =

5p ij K, K( N)
5Nl

,

  ( l = 2, 3, 4; i = 2, 3; j = 1, 2, 3, 4; | K| [ k - 1) # 

( 10) 式中 5 (1)m, k- 1( m = 1, 2, 3) 的计算公式为:
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  5
(1)
m , k- 1 =

5 5 ( 1)
m, k- 2

5x 1
- p

1
1p

i
1k- 2 - p

2
1p

i
1k- 22- p

3
1p

i
1k- 23   ( i = 1, 2, 3)# ( 12)

记

  Nk =

A 0 0
1
Q

0 A 0
- A2

Q

0 0 A
- A3

Q

1 A2 A3 0

, �Nk =

A 0 0
1
Q

U( 1)
1, k- 1

0 A 0
- A2

Q
U( 1)

2, k- 1

0 0 A
- A3

Q
U( 1)

3, k- 1

A1 A2 A3 0 U( 1)
4, k- 1

# 

显然, ( * )
c
k有解的充分必要条件是:

  - A2U
(1)
1, k- 1 = U

(1)
2, k- 1, - A3 U

( 1)
1, k- 1 = U

(1)
3, k- 1, A= 0

即

  rankNk = rank�Nk = 2,

于是据此即可完全决定

  C( 1)
k ( N) = ( C( 1)

k- 1( N) , p
i
j
K
, k) ,

其中 p
i
1
k 由( * )

c
k决定,而其它 p

i
j
L
l = p

i
j
L( l ) - Alp

i
j
L- 1 , | L | = k - 1, l = 2, 3, 4, i = 1, 2, 3, 4# 

证明完毕# 

2  计 算实 例

例 1  设 2: t = g ( x) = x 1 A R
4
,则 D1 = 1, Di = 0, i = 2, 3,取 x

( 0)
= 0 I V = R

3 @ R,

初始条件( Rg , Cg ) 如下:

  
Rg( N) = ( N1+ 0, N2+ 0, N3+ 0, 0+ x 1) ,

Cg( N) = ( Rg ( N) , u i ( N) )   ( i = 1, 2, 3, 4) ,

并设 F1 = x 1+ x 4, F2 = 0, F 3 = 0 ,

  u1 | 2 = 1, u i | 2 = 0( i = 2, 3) , P | 2 = P 0  ( P0是常数) # 

即考虑的 Cauchy问题为

  

5 u1

5x 4
+ u1

5u1

5x 1
+ u2

5u1

5x 2
+ u3

5 u1

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 1
- x 4- x 1 = 0,

5 u2

5x 4
+ u1

5u2

5x 1
+ u2

5u2

5x 2
+ u3

5 u2

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 2
= 0,

5 u3

5x 4
+ u1

5u3

5x 1
+ u2

5u3

5x 2
+ u3

5 u3

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 3
= 0,

5 u1

5x 1
+
5u2

5x 2
+
5 u3

5x 3
= 0, u1 | t = x

1
= 1, ui | t= x

1
= 0 ( i = 2, 3) , P | t= x

1
= P0,

求这问题的形式解, 其计算过程如下:

根据 ( Rg , Cg ) 的定义,必须有 ImCg A D0, C
*
g X= 0 ( PX I I 0( V , Z ) ) , 因此初始值 ui ( N)

( i = 1, 2, 3) 必须满足

  
U(4)2, 0 = F2- u1u1(1) - u2u1(2) - u3u1( 3) - 1

Q
u4(2) = 0,

U
(4)
3, 0 = F3- u1u1(1) - u2u1(2) - u3u1( 3) -

1
Q
u4(3) = 0# 
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于是可求得 p
4
4 = - QU( 4)

1, 0, p
1
4 = U(4)4, 0, U

(4)
1, 0 , U

( 4)
4, 0的计算公式见(6)# 而 p

2
4, p

3
4可设任意值# 其

余的

  p
i
l = ui ( l ) - Dlp

i
4 =

5 ui ( N)
5Nl - Dlp

i
4   ( i = 1, 2, 3, 4; l = 1, 2, 3) # 

k \ 2,要确定 p
i
j
K
, | K| ( N) ( i , j = 1, 2, 3, 4; | K| [ k- 1) ,即要求确定 C(4)k ( N) 满足末方程

( 2)式# 

于是可求得 p
4
4
k = QU(4)1, k- 1, p

1
4
k = U( 4)

4, k- 1, U
(4)
1, k- 1, U

(4)
4, k- 1的计算公式见(6)# 而 p

2
4
k- 1, p

3
4
k- 1可

设任意值# 其余的 p
i
j
K
, | K| = p

i
j
K( l ) - Dlp

i
j
K- 1

4, i , j = 1, 2, 3, 4, l = 1, 2, 3, | K| [ k - 1# 

求出所有的 p
i
j
K
, | K| ( N) , k \ 1之后, 可得到形式解为

  ui ( x ) ~ 6
| K|

1
K!
A
i
j
K(0) xK  ( i = 1, 2, 3, 4) ,

其中

  x
K
= x

K
1+ x

K
2+ x

K
3+ x

K
4, | K| = K1+ K2+ K3 + K4,

  A
i
j
K(0) = p

i
j
K
, | K| (0) # 

通过上述计算过程, 至少可得到三组有限形式的形式解:

  u
(1)

=

u
(1)
1

u
(1)
2

u
(1)
3

p
(1)

=

1

x 1x 2- x 1x 3+ x 3x 4- x 2x 4

x 1x 2- x 1x 3+ x 3x 4- x 2x 4

P 0+ Q( x 1x 4+
1
2 x

2
1+

3
2 x

2
4)

,

  u
(2)

=

u
(2)
1

u
(2)
2

u
(2)
3

p
(2)

=

1

1
2
x

2
1x2 -

1
2
x

2
1x 3- x 1x 2x 4+ x 1x 3x4 +

1
2
x 2x

2
4-

1
2
x 3x

2
4

1
2
x

2
1x2 -

1
2
x

2
1x 3- x 1x 2x 4+ x 1x 3x4 +

1
2
x 2x

2
4-

1
2
x 3x

2
4

P 0+ Q( x 1x 4+
1
2 x

2
1-

3
2 x

2
4)

,

  u
(3)

=

u
(3)
1

u
(3)
2

u
(3)
3

p
(3)

=

1

Q
1
2
x

2
1x 2-

1
2
x

2
1x 3 - x 1x 2x 4+ x 1x 3x 4+

1
2
x2x

2
4-

1
2
x 3x

2
4

Q 1
2
x

2
1x 2-

1
2
x

2
1x 3 - x 1x 2x 4+ x 1x 3x 4+

1
2
x2x

2
4-

1
2
x 3x

2
4

P0+ Q( x 1x4 +
1
2
x

2
1-

3
2
x

2
4)

# 

例 2  设 2: x 1 = 0 A R
4
,则 Ai = 0, i = 2, 3, 4, 取 x

(0)
= 0 I V = R

3 @ R,初始条件( Rh, Ch )

如下:

  
Rh( N) = (0+ 0, N2+ 0, N3+ 0, 0+ N4) ,

Ch( N) = ( Rh ( N) , u i ( N) ) ( i = 1, 2, 3, 4) ,

并设 F1 = x 2+ x 4, F2 = 0, F 3 = 0 ,

  ui | 2 = 0   ( i = 1, 2, 3) ; P | 2 = P 0   ( P0 是常数) # 

即考虑的 Cauchy问题为
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5 u1

5x 4
+ u1

5u1

5x 1
+ u2

5u1

5x 2
+ u3

5 u1

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 1
- x 4- x 2 = 0,

5 u2

5x 4
+ u1

5u2

5x 1
+ u2

5u2

5x 2
+ u3

5 u2

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 2
= 0,

5 u3

5x 4
+ u1

5u3

5x 1
+ u2

5u3

5x 2
+ u3

5 u3

5 x3
+

1
Q
5 u4

5x 3
= 0,

5 u1

5x 1
+
5u2

5x 2
+
5 u3

5x 3
= 0, u i | x

1
= 0 = 0 ( i = 1, 2, 3) , P | x

1
= 0 = P0# 

求这问题的形式解, 其计算过程如下:

根据 ( Rh, Ch) 的定义,必须有 lmCh A D0, C
*
h X= 0, PX I I 0( V, Z) ,因此初始值 ui ( N) ,

i = 1, 2, 3必须满足

  
U(1)2, 0 = F2- u2(4) - u2u2(2) - u3u2(3) -

1
Q
u4(2) = 0,

U(4)3, 0 = F3- u3(4) - u2u3(2) - u3u3(3) -
1
Q
u4(3) = 0# 

于是可求得 p
4
1 = - QU(1)1, 0 , p

1
1 = 0, U(1)1, 0,的计算公式见(9)# 而 p

2
1, p

3
1可设任意值# 其余的

  p
i
l = ui ( l ) - Alp

i
1 =

5 ui ( N)
5Nl

- Alp
i
1   ( i = 1, 2, 3, 4, l = 2, 3, 4) # 

k \2,要确定 p
i
j K, | K| ( N) ( i , j = 1, 2, 3, 4; | K| [ k - 1) , 即要求确定 Ck( N) 满足末方程( 8)

式# 

于是可求得 p
4
1k = QU

(1)
1, k- 1, p

1
1k = U

(1)
4, 1- 1的计算公式见(11)# 而 p

2
1k- 1, p

3
1k- 1可设任意值# 

其余的 p
i
j
K
, | K| = p

i
j
K( l ) - Alp

i
j
K- 1, i , j = 1, 2, 3, 4, l = 2, 3, 4, | K| [ k - 1 # 

求出所有的 p
i

j K, | K|
( N) ( k \ 1) 之后,可得到形式解为

  ui ( x ) ~ 6
| K|

1
K!
A
i
j
K(0) xK  ( i = 1, 2, 3, 4) ,

其中

  x
K
= x

K
1+ x

K
2+ x

K
3+ x

K
4, | K| = K1+ K2+ K3 + K4   ( i = 1, 2, 3, 4) ,

  A
i
j
K(0) = p

i
j
K
, | K| (0) # 

通过上述计算过程, 至少可得到三组有限形式的形式解:

  �u (1) =

�u
(1)
1

�u (1)
2

�u (1)
3

�p (1)

=

0

- x 1x 4

x
1
2+

1
2
x

2
1x

2
4

p 0+ Q( x 1x 2+ x 1x4)

,

  �u (2) =

�u (2)
1

�u (2)
2

�u
(2)
3

�p (2)

=

0

- x 1x 4

Q x
1
2+

1
2
x

2
1x

2
4

p 0+ Q( x 1x 2+ x 1x4)

,
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  �u (3) =

�u
(3)
1

�u (3)
2

�u (3)
3

�p (3)

=

0

- x 1x 4

0

P 0+ Q( x 1x 2+ x 1x 4)

# 

3  小   结

1) 由 本 文 和 [ 5 ] 可 知, 若 要 求 Eluer 方 程 在 t = t
( 0)
+ g ( x ) A R

4 和

xi = x
(0)
i + h( x 2, x 3, t ) A R

4超曲面上的初值问题是适定的, 则需要有对 2 以及在 2 上的

初值的限制# 

2) 当给定 2 A R
4
, ui | 2 , Fi 并且构成一个不适定问题, 就可以构造任意多组形式解# 

从构造过程中可以看出由于例 1中的 p
2
4
k , p

3
4
k, k \ 1和例 2中的 p

2
1
k, p

3
1
k , k \1的任意设

置性,则使得构造任意多组形式解成为可能# 

3) 在一般情况下,方程中所含的参数往往是至关重要的# 但从本文中的两个例子中,可

以看出参数 Q对于 Eluer方程不适定的初值问题并没有起到所期望的作用# 

本文和[ 5] , 已完成构造 Eluer方程所有不适定初值问题的形式解及计算方法# 

致谢  在本文的撰写和修改过程中,得到了钱伟长院士的热心帮助和指导,作者在此表示

衷心的感谢# 导师施惟慧教授在成稿工程中给予作者的热忱关怀,无私帮助和悉心指导,在此

表示感谢之情# 
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On the Well Posedness of Initial Value Problem for

Euler Equations of Incompressible Inviscid Fluid(Ò)

SHEN Zhen

( Depar tm ent of Ma thematics , Shan gha i Un iver sity , Sha ngha i 200436, P . R . Chin a )

Abstract: The solvability of the Euler equations about imcompressible inviscid flow based on the

stratification theory is discussed. And the conditions for the existence of formal solutions and the

methods are presented for calculating all kinds of ill_posed initial value problems. Two examples are

given as the evidence that the initial problems at the hyper surface does not exist any unique solution.

Key words: Euler equation; ill_posed problem; formal solution; equation secondaire
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