
文章编号: 1000_0887(2003) 05_0512_07

压电热弹性动力学的 Gurtin型分区变分原理
�

黄 �泊

(北京理工大学 应用力学系, 北京 100081)

(丁皓江推荐)

摘要 : � 建立有关压电热弹性动力学的各种 Gurtin 型分区变分原理, 由此变分原理可以得到压电

热弹性动力学所有方程式、关系式和边界条件, 并且可以直接得到各相邻区域交界面上的连续条

件�� Gurtin 型分区变分原理是压电热弹性动力学的重要组成部分, 并能反映压电热弹性动力学初

值_边值问题的全部特征��
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引 � �言
弹性动力学的微分方程可以通过对时间变量的卷积而被变换成积分微分方程[ 1~ 3]��这种

方法原则上也可以用于压电材料的动力学方程��对于压电热弹性体的动力理论, Nowacki
[ 4, 5]
,

Chandrasekharaiah[ 6] , Iesan [ 7]等人曾进行了一些研究��但是, 有关压电热弹性动力学的各种分区

变分原理至今还没有系统建立��罗恩和邝君尚虽然建立了关于压电热弹性动力学的各种简化

Gurtin型变分原理[ 8]��但美中不足的是,各种动力学简化 Gurt in型变分原理中必然包含速度

项,加速度项和反映初始条件的体积分项, 这些项目不便于近似计算��Gurtin型变分原理不显

含速度项和加速度项,并将初始条件并入到运动方程中简化了体积分项,这些优点使 Gurtin型

变分原理更适合作为动力学有限单元法的理论基础��本文系统地建立了有关压电热弹性动力

学的各种 Gurtin型分区变分原理, 由此变分原理可以得到由简化 Gurt in型变分原理能得到的

所有方程和边界条件,并且可以直接得到各相邻区域交界面上的连续条件�� Gurtin型分区变

分原理是压电热弹性动力学的重要组成部分,并能反映压电热弹性动力学初值_边值问题的全

部特征��

1 �压电热弹性动力学的基本方程和条件

设压电热弹性体所在区域为 V, 其边界为 S , V 为三维空间的正则区域��对于压电热弹性

体动力学,其基本方程、边界条件、初始条件和连续条件如下:

应变位移关系

� � eij =
1
2

( ui , j + uj, i )�� ( 1)
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运动方程

� � t* �ij , j + ��f i = �ui , ( 2)

其中 �f i = t* f i + t�u 0i + u0i , * 表示对时间的卷积��

Maxwell方程

对于拟静电场有:

� � D i , i = �e , ( 3a)

� � Ei = - �, i , ( 3b)

式中 D i 为电位移, E i 为电场强度, �为电位, �e 为体电荷密度��

热梯度温度关系

� � gi = �, i , ( 4)

热传导方程

� � qi = - kij gj , ( 5a)

� � gi = - �ij qj , ( 5b)

本构方程

� � �ij = Eijkl ekl - �kij Ek - �ij ��� ( 6a)

或

� � eij = C ijkl �kl - �kij Dk + �ij �, ( 6b)

� � D i = �ijk ejk + a ij Ej + d i �, ( 7a)

或

� � Ei = �ijk �jk + bij Dj + e i �, ( 7b)

式中 Eijkl , C ijkl , �kij , �kij , �ij , �ij , aij , bij , d i和 e i均为材料常数��

电焓 �H ( eij , E i , �) 和余电焓 ��( �ij , D i , �) 分别定义为

� � �H ( eij , E i , �) =
1
2

Eijkl eij * ekl -
1
2

a ij E i* Ej - �kij Ek * eij -

� � � � � � � � � �ij eij * �- diE i* �-
�c e

2T 1
�* �, ( 8a)

� � �� ( �ij , D i , �) =
1
2

D ijkl �ij * �kl -
1
2

bij D i* Di - �kij dk* �ij +

� � � � � � � � � �ij �ij * �- eiDi* �-
�c�

2T 1
�* ��� ( 8b)

式中 �= T - T 1, T 为绝对温度, T 1为绝对参考温度, ce 为无应变比热, c�为无应力比热��

能量方程

� � qi, i + �c e��+ �ijT 1�e ij + d iT 1�E i = r , ( 9a)

� � qi, i + �c���+ �ijT 1��ij - eiT 1�Di = r�� ( 9b)

其中 r 为单位体积内热源的热产生率��

边界条件

位移边界条件� � ui = �u i � � ( S � Su ) , ( 10)

应力边界条件� � �ijnj = �P i � � ( S � Sp ) , ( 11)

电位边界条件� � �= ��� � ( S � S�) , ( 12)

电位移边界条件 � � Din i = �D � � ( S � SD ) , ( 13)

温度边界条件� � �= ��� � ( S � S�) , ( 14)
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热流边界条件� � qini = �Q i � � ( S � S�) , ( 15)

并且

� � Su � SP = S� � SD = S� � SQ = ���
初始条件

� � t 1 = 0 ,

� � �ui ( t 1) = �u 0i , ( 16)

� � ui ( t 1) = u0i , ( 17)

� � �( t 1) = �0, ( 18)

� � �( t 1) = �0�� ( 19)

交界面 S0 上的连续条件

交界面位移连续条件 � � u
( m )
i = u

( m�)
i , ( 20)

交界面应力连续条件 � � �( m)
ij n

( m)
j + �

(m�)
ij n

( m�)
j = 0, ( 21)

交界面电位连续条件 � � �( m)
= �

( m�)
, ( 22)

交界面电位移连续条件� D
( m)
i n

( m )
i + D

( m�)
i n

( m�)
i = 0, ( 23)

交界面温度连续条件 � � �( m )
= �( m�)

, ( 24)

交界面热流连续条件 � � q
( m)
i n

( m)
i + q

( m�)
i n

( m�)
i = 0�� ( 25)

从( 9a) , ( 17) , ( 18)和( 19)可得

� � 1* qi , i + �c e�+ �ijT 1 eij + d iT 1E i = R, ( 26)

� � R = 1* r + �ce�0 + �ijT 1 u0i , j - d iT 1�0, i�� ( 27)

2 �分区变分原理

2. 1 �9类变量分区变分原理

这里只讨论动力学问题,各个变量均是时间 t 的函数, 设压电热弹性体可以分为 n 个部

分, 即 Vm( m = 1, 2, � , n) , Vm和Vm�的交界面为S0,在任意时刻 t ,设在 S0上从 Vm指向Vm�的

法向单位矢量为 n
( m )
i ( t ) ,从 Vm�指向 Vm 的法向单位矢量为n

( m�)
i ( t ) ,则有

� � n
( m)
i ( t ) = - n

( m�)
i ( t ) �� ( 28)

对于互不相关得任意函数 u i , �ij , �, Di , �, qi ,由散度定理可得用卷积表示的积分恒等式

� ��V

1
2
�uj * uj + t* �j i* uj , i + t* D i* �, i + t* 1

T 1
* qi* �, i dV +

� � � ��V
-

1
2 �uj * uj + t* �ji , i* uj + t* D i, i�+ t*

1
T 1

* qi , i* � d V-

� � � ��S
t* �ji* uj + t* D i* �+ t*

1
T 1

* qi* � nidS = 0�� ( 29)

和分区积分恒等式

� � �
n

m= 1
�V

m

1
2
�uj * uj + t * �ji* uj , i + t* Di * �, i + t * 1

T 1
* qi * �, i dV +

� � � ��V
m

-
1
2 �uj * uj + t* �ji , i* uj + t* Di , i* �+ t*

1
T 1

* qi , i* � d V-

� � � ��S
m

t* �j * uj + t* D i* �+ t* 1
T 1

* qi* � nidS -
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�S
0

t* �( m)
ji * u

( m)
j + t* D

( m)
i * �( m)

+ t*
1

T 1
* q

( m)
i * �( m)

n
( m)
i dS = 0�� ( 30)

对于互不相关的任意函数 �ij , eij , D i , E i ,下列以卷积表示的积分关系式恒成立��

� ��V
m

�A ( �ij , e ij , Di , E i , �) - �ij * eij + D i* E i +

� � � � �H ( eij , Ei , �) + �� ( �ij , Di , �) dV = 0�� ( 31)

式中

� � �A ( �ij , eij , Di , E i , �) =

� � � � 1
2

( �ij - Eijklekl + �kijEk + �ij�) * ( e ij - C ijkl�kl + �kijD k - �ij�) -

� � � � 1
2 ( D i - �ijkejk - aijEj - di�) * ( E i - �ijk�jk - bijDj - ei�)��

对于互不相关的任意函数 qi , g i , 下列以卷积表示的积分关系式恒成立��

� ��V
m

�C( qi , g i ) -
1

T 1
* qi* g i -

kij

2T 1
* gi * gj -

�ij
2T 1

* qi* qj dV = 0, ( 32)

其中

� � �C ( qi , g i ) =
1

2T 1
( qi + kijg i ) * ( gi + �ijqj ) ,

对于互不相关得任意函数 u i , �ij , �, Di , �, qi ,下列积分关系式在交界面上成立��

� � -�S
0

t* �( m)
ij * u

( m)
j + t* D

( m)
i �

( m)
+ t*

1
T 1

* q
( m)
i * �( m )

n
( m)
i dS =

� � � ��S
0

t* ( �
( m )
ji n

( m)
i + �

( m�)
ji n

( m�)
i ) * u

( m�)
j - �

( m)
ji n

(m )
i * u

( m)
j -

� � � � ( �( m)
ji n

( m )
i + �( m�)

ji n
(m�)
i ) * u

( m�)
j dS +

� � � ��S
0

t* ( D
( m )
i n

( m)
i + D

(m�)
i n

( m�)
i ) * �( m�)

- D
( m )
i n

(m )
i * �( m)

-

� � � � ( D
( m)
i n

( m )
i + D

( m�)
i n

( m�)
i ) * �

( m�)
dS +

� � � ��S
0

t*
1
T 1

* ( q
( m)
i n

( m )
i + q

( m�)
i n

( m�)
i ) * �( m�)

- q
( m )
i n

(m )
i * �( m )

-

� � � � ( q
( m)
i n

( m )
i + q

( m�)
i n

( m�)
i ) * �( m�) dS�� ( 33)

为在变分中直接得到交界面上的连续条件,设定变分约束条件如下

� � ��( m)
ij = 0, �D

( m�)
i = 0, �q

(m�)
i = 0�� ( 34)

将关系式( 31) , ( 32) , ( 33)代入恒等式( 30) ,经整理可得

� � �9( �ij , eij , ui , Di , E i , �, qi , gi , �) + �9( �ij , e ij , u i , D i , Ei , �, qi , g i , �) = 0, ( 35)

其中泛函 �9和 �9分别为

� � �9 = �
n

m= 1
�V

m

1
2
�uj * uj + t* �ij *

1
2

( ui , j + uj, i - eij ) +

� � � � � t* Di* ( �, i + E i ) + t* �H ( eij , E i , �) +

� � � � � t*
1

T 1
* qi* ( �, i - g i ) - t*

kij

2T 1
* g i* gj -

� � � � � ��f j * uj + t* �e * �+ t* R
T 1

* � dV + �m
B + �m

IB �� ( 36)
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� � �9 = �
n

m= 1
�V

m

-
1
2 �uj * uj + ( t* �ij * + ��f j ) * uj + t * ( Di , i - �e ) * �+

� � � � t* ��( �ij , D i , �) + t* �A ( �ij , eij , E i , Di , �) + t* (
1

T 1
* qi , i -

R
T 1

) * �-

� � � � t*
�ij

2T 1
* qi* qj + t* �C ( qi , g i ) d V+ �m

B + �mIB �� ( 37)

在上两式中分别有

� � �mB = �S
mP

t* (- �Pj ) * uj dS +�S
mu

t* ( �uj - uj ) * �jin idS +

� � � � ��S
mD

t* (- �D ) * �dS +�S
m�

t* ( ��- �) * Din idS +

� � � � ��S
mQ

t* (- �Q ) * �dS +�S
m�

t *
1

T 1
* (��- �) * qinidS , ( 38)

� � �mB = - �S
mP

t* ( �jini - �P j ) * uj dS +�S
mu

t* �u j * �jin idS +

� � � � ��S
mD

t* ( Dini - �D ) * �dS +�S
m�

t* ��* D inidS +

� � � � ��S
mQ

t* ( qin i - �Q ) * �dS +�S
m�

t*
1

T 1
* ��* qinidS , ( 39)

� � �mIB = �S
0

t* �( m)
ji n

( m )
i + �( m�)

ji n
(m�)
i * u

( m�)
j - �( m)

ji n
( m)
i * u

( m)
j dS +

� � � � ��S
0

t * D
( m)
i n

( m )
i + D

( mc )
i n

( mc)
i * U( mc )

- D
( m)
i n

( m)
i * U( m ) dS +

     
QS

0

t *
1

T 1
* q

(m )
i n

( m)
i + q

(mc)
i n

( mc )
i * H

(mc)
- q

( m)
i n

( m)
i * H

( m)
dS, ( 40)

  #m
IB = -

QS
0

t* R( m)
ji n

( m )
i + R

( mc )
ji n

( mc)
i * u

( mc )
j +

     D
(m )
i n

( m)
i + D

( mc)
i n

( mc )
i * U( mc )

+

     
1

T 1
* q

( m)
i n

( m)
i + q

( mc)
i n

( mc )
i * H( mc)

dS # ( 41)

定理 1 当且仅当 Rij , eij , ui , Di , E i , U, qi , g i , H是混合问题( 1) , ( 2) , ( 3) , ( 4) , ( 5) , ( 6) ,

( 7) , ( 10) ~ ( 26)式的解, 则必定满足下列变分式

  D 09 = 0  或  D #9 = 0# ( 42)

证 将( 36)式对自变函数 Rij , eij , ui , Di , E i , U, qi , gi , H变分, 可得

  D 09 = 6

n

m= 1
Q V

m

Quj - t* Rji , i - Q�f j * Duj + t* ( Qe - D i, i ) * DU+

    t*
5 �H
5 H

-
1

T 1
* qi, i* +

R
T 1

* DH+ t*
5 �H
5 eij

- Rij * Deij +

    t*
1
2

( ui , j + uj , i ) - eij * DRij + t* ( U, i + E i ) * DDi +

    t*
5 �H
5E i

+ Di* DE i + t* ( H, i - g i ) * Dqi -
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t*
1

T 1
* qi +

kij

T 1
* g i * Dgi dV + QS

mP

t* ( Rjini - �Pj ) * Duj dS +

    
QS

mP

t* ( �u j - uj ) * DRjinj dS +
QS

mP

t* ( D ini - �D ) * DUdS +

    
QS

mP

t* ( �U- U) * Duj dS +
QS

mP

t* ( qini - �Q) * DHdS +

    
QS

mP

t*
1
T 1

* ( �H- H) * Dqin idS +
QS

0

t* R(m )
ji n

( m)
i + R

( mc )
j i n

( mc )
i * Du

( mc )
j +

    u
(mc)
j - u

( m)
j * DR( m)

ji n
( m )
i + D

( m )
i n

( m)
i + D

(mc)
i n

( mc )
i * DU( mc)

+

    U
( mc )

- U
( m ) * DD

( m )
i n

( m)
i +

1
T 1

* q
( m)
i n

( m )
i + q

( mc )
i n

(mc)
i * DH(mc)

+

    
1

T 1
* ( H

( mc )
- H

( m)
) * Dq

( m)
i n

( m)
i dS # ( 43)

充分性  若 Rij , e ij , u i , D i , Ei , U, qi , g i , H是混合问题( 1) ~ ( 26)式的解, 则( 43)式必定为

零,即( 42)式成立# 

必要性  若( 42)式成立,在( 43)式中, 由于 DRij , Deij , Dui , DD i , DE i , DU,Dqi , Dgi ,DH的任意

性,故可得( 1) , ( 2) , ( 3) , ( 4) , ( 5a) , ( 6a) , ( 7a) , ( 10) ~ ( 15) , ( 20) ~ ( 26) , 即 Rij , e ij , u i , D i , Ei ,

U, qi , g i , H是混合问题( 1) ~ ( 26)的解# 

09和 #9 分别是 9类变量 Gurtin型变分原理的势能形式和余能形式的泛函# 对于互不相

关的任意函数 Rij , e ij , u i , D i , Ei , U, qi , g i , H ,它们之间满足关系式( 35)# 

2. 2  6类变量分区变分原理

当 Rij , eij , D i , Ei , 满足( 6a)和( 7a)式, qi , g i 满足( 5a)式, ( 35)式变成为

  06( Rij , ui , Di , U, qi , H) + #6( Rij , u i , D i , U, qi , H) = 0, ( 44)

而泛函 06 和 #6分别为

  06 = 6

n

m= 1
Q V

m

1
2

Quj * uj + t* Rij * ui , j + t* Di * U, i - t * �7 ( Ri , j , D i , H) +

    t*
1

T 1
* qi* H, i + t*

Kij

2T 1
* qi* qj - Q�f j * uj + t* QeU +

    t*
R

T 1
* H dV + 0

m
B + 0

m
IB , ( 45)

  #6 = 6

n

m= 1
Q V

m

-
1
2

Quj * uj + ( t* Rji , i + Q�f j ) * uj + t* ( D i, i - Qe ) * U+

    t* �7 ( Rij , D i , H) + t* (
1

T 1
* qi, i -

R
T 1

) * H-

    t*
Kij

2T 1
* qi* qj dV + #

m
B + #

m
IB # ( 46)

定理 2 当且仅当 Rij , ui , Di , U, qi , H是混合问题( 2) , ( 3a) , ( 10) ~ ( 25)及下式

  ui , j = C ijkl Rkl - Akij D k + Gij H, ( 47)

  - U, i = Aikl Rkl + bij Dj + ei H, ( 48)

  H, i = - Kijqj , ( 49)

  R = 1* qi, i + QcRH+ GijT 1Rij - e iT 1D i ( 50)
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的解,则必定满足变分式 D06 = 0或 D#6 = 0 # 

06和 #6 分别是 6类变量 Gurtin型变分原理的势能形式和余能形式的泛函# 对于互不相

关的任意函数 Rij , u i , D i , U, qi , H ,它们之间满足关系式( 44)# 
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G u r t i n _ T y p e R e g i o n _W i s e V a r i a t i o n a l P r i n c i p l e s f o r

T h e r m o p i e z o e l e c t r i c E l a s t o d y n a m i c s

HUAN G B o

( Depa rtm ent of Applied Mechanics , Beijing In stitute of Technology , Beijin g 100081, P . R . China )

Abst ra ct : The variation of new Gurtin_type r egion_w ise variational principles results in c ontinuous

conditions, boundary conditions, all equations and relations in line ar thermopiezoelectr ic elastody-

namics. Gur tin_type region_w ise variational principles comprise very impor tant parts o f line ar ther-

mopiezoelectr ic ela stodynamics, and can fully chara cterize the initial_boundary_value problem in linear

thermopiezoele ctric elastodynamics.

Key wo rds: thermopiezoelectric elastodynamics; variational principle; region_ wise variational princ-i

ple
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