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摘要 : 提出了一种只需要存储部分历史数据的分数积分的数值计算方法
,

并给出了误差估计
.

这种方法可对包含分数积分和分数导数的积分
一

微分方程进行较长时间的数值计算
,

克服了存储全

部历史数据的困难
,

并能对计算误差进行控制
.

作为应用
,

给出了具有分数导数型本构关系的粘

弹性 下功璐henk o 梁的动力学行为研究的控制方程
,

利用分离变量法讨论梁在简谐激励作用下的动

力响应
,

然后用新提出的数值方法对控制方程进行数值计算
,

数值计算结果和理论结果进行了比

较
,

它们比较吻合
.

关 键 词 : 分数微积分 ; 数值计算方法 ; 分数导数型本构关系 ; 弱奇异性 V d te而积分
一

微

分方程

中圈分类号 : 01 65
.

6 ; 0少巧 文献标识码 : A

引 言

分数微积分学已有悠久的历史和大量的研究 [ ‘
一 3〕

,

在许多学科
,

特别在化学
、

电磁学
、

材料

科学和力学中有广泛的应用
,

例如 C七服
n t〔4〕在 19 30 年代首先采用分数导数描述粘弹性材料的

本构关系
,

目前受到广泛的重视 [5 一 7〕
.

这种本构关系仅用少量的参数构成粘弹性材料的数学

模型
,

并能在较大的频率范围内描述材料的力学性能
,

已证实有大量的粘弹性材料的本构关系

可利用分数导数描述〔
7 一 9 ]

.

利用分数导数本构关系研究粘弹性材料的工作也很多
.

尽管对微

分型和积分型粘弹性材料的结构的力学行为已有不少研究工作〔
’”一 ‘4 ]

,

但是对分数导数描述

的粘弹性材料构成的结构的研究很少 [s]
,

主要问题在于分数微积分数值计算
.

当我们需要对

这种粘弹性结构的长时间力学行为进行数值模拟时
,

将涉及分数微积分数值计算的一系列问

题
:

其一是需存储整个历史数据
,

随着时间的增加
,

信息量不断增加
,

计算工作量急剧增长 ;其

二是当时间不断增大时
,

离散误差很难进行控制
,

从而可能导致计算数据的失真
.

因此用常规

·
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的离散方法
,

实质上并不适用于作由分数导数描述的粘弹性材料和结构长时间力学性态的数

值模拟的有效离散方法
.

本文在第 1节中提出一种只需要存储部分历史数据的分数积分的数值计算方法
,

并给出

了误差估计
.

这种方法可对包含分数积分和分数导数的积分
一

微分方程进行较长时间的数值

计算
,

克服了存储全部历史数据的困难
,

并能对计算误差进行控制
.

作为应用
,

在第 2 节中建

立具有分数导数型本构关系的粘弹性 T血溯he
nk

o
梁的动力学行为研究的控制方程

,

利用分离

变量法讨论梁在简谐激励作用下的动力响应
.

最后用本文提出的数值方法对控制方程进行计

算
,

对数值计算结果和理论结果进行比较
.

1 分数积分的数值计算方法

设 C0 (砚 )表示定义在璐
二 { 二 任 R

, 二 ) 0} 上所有绝对连续实函数f(
二
) 任 C0 (璐 )构

成的集合
,

且满足 f( o + )
=

鳃f(
‘
) 任 R. LI (R

‘

)表示定义在 R
’ ,

并在 R
‘

的任意一个有界

子区间上 玩玩卿
e
可积的实函数构成的集合

.

设 f( : ) e CO (W )
,

f
: R

+

~ R
,

0 < 。 < 1
,

则 f( , )的
。
阶 凡

~
U 加 ville 分数导数定义

为[2 ]

, *
.
、 _
一卫一-

~

旦「
, 一

J 业立-
J _ , n

_ _ _ , 、

. ‘/
J \ ‘ / ‘ p 了1 _ 、 」 一

!
_ /

,

\。 u ‘ 、u 、 “ 气 1 / ,

几 、几 一 “ / u ‘ 口 u 气石 一 r /
(l)

这里 。(
·
) 二

几
’ e 一

了一 d : 是

~
函数

·

当 ,

、
,。

二

可毛丽 !粤
·

几丈份赤

,

(: ) 任 L ,
(R

+

)时
,

满足

d :

}
.

(2 )

设 f( t) 任 Ll (R
+

)
,

f
: R

+

一 R
,

0 < 夕 < 1
,

则 f( : ) 的 夕阶 凡

~
.

ljo u v ille 分数积分定义

为[ 2〕

。l)= 命几万产分
西d ·

(0<
“ · ‘,

,

由(2 )可得
,

分数导数和分数积分存在关系

(3 )

, 汀
,
、 _

胡
一 。

~
,
、 一一一工- -

匹旦2
~ J 、 ‘ / 一 J “ /J 、 ‘ / 甲 ”了 t _

.

、
_ 口

一 \ i 一 “ / 「

(4 )

其中多
二
少dt

.

如果 f( 0)
= 0

,

则

男y (: )
二
少

, 一 a

叮(, )

二
(5)

在通常的计算分数微积分的数值计算方法中[’
, 5 , ’。〕

,

需要存储整个历史数据
.

随计算时

间的增加
,

计算工作量也不断增大
,

不适合作长时间的计算
,

为了克服这个困难
,

我们将提出一

种新的计算方法
.

1
.

1 数值离散方法

因为分数导数和积分有关系 (4 )
,

所以我们只讨论分数积分的计算方法
.

下面考虑 y(t )

=

尹
一

af( t) 的计算方法
.

取等距积分步长为△:
,

由于被积函数 : 二 n△ : 时有奇性
,

所以
,

当 : 二 n △ : 足够大时
,

我们

把积分分成两部分
. ,

‘_ 、 ,
、 _

-
~

」
一

一f「(
n 一 “ )△‘ -

一

卫皿
一

一
~

J _
.

「
n △‘

一工业工一
」 _ 1

y咬“△‘,
二

瓦1二
.

丽IJ
。

而石了
.

不
d r +

j(卜。 )△,

石岌廿荀
石d r

j
,

(6 )

其中
,

In 是一个给定的正整数
,

m < n .
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一

—
- - - - 一- - - - ~ - - - - 一- - - 一 - - - - 一- - - - ~ - - 一 ~ ~ 一一~ 一 -

记

一‘
·△ ! , =

可咎丽几
卜“ ,‘’

碱黔下d ·
,

·2(
·△ :

卜 丽毛丽丁二
。)△,

万悉乎孑
d二

: 1
(

n △约的被积函数在区间〔O
,

(
n 一 。 )△t] 上没有奇性

,

对它的计算
,

可给出一个递推公式
,

不

需要 f( 无△ : )
,

无 = 0
,

1
,

⋯
, n 一 。 的全部信息

. : 2
(

n △幼的被积函数有奇性
,

注意到积分区间

的长度是一个固定数 二△t
,

因此对它用一种复化梯形公式和等距份
u ss 求积方法的组合进行

计算
.

先给出计算
2 1
((

n + 1)△约的一个递推公式
.

设

口 1 = z , ((
n + l)△, )

一 : 1(
n △r)

=

、、声了

�了
‘了.

�

, ..且.J

rd
山跳�n产.门

一
一」

-

一「f(
”+ ’
一 ,△‘

I’( l 一 a
) LJo

( (
n + l )△ : 一 r

)
a

给出它的一个离散公式为

.

f(
:
)

(
n △r 一 r

)
“

久 l r
锣

,

「( k
+ , ) △,

d r

“ l =

丽万丽咄从
△,

瓦石万瓜刃万下
-

竿
, ‘

.

{“
+ , ,△‘ -一鱼一

- 1 _

拭
沙 ‘ + ‘

J*△ :

(
n △r 一 r )

a J -

洽给{蕙
‘〔‘

“

“ 一 k ) ‘
一 “ 一

(
n 一 k) l

一 a

] -

艺五
十 : 【( “ -

k ) ’
一 a _ ( n 一 * 一 l) , 一 ] }

==

洽缓
* 〔‘二 ‘,

‘一 “

一
’一 “

’
( 8 )

其中
,

fk = f( k△t)
.

于是得到

。
一

、 · “
1 二 。 ·

洽络
* 【(二 1 ) 1- ·

一
l

(9 )

其中
,

片为
2 1 ( n △t) 的近似值

.

(9) 为数值计算
: 1 ( ( n + 1 )△幼的一个递推公式

.

z2 ( ( n + l) △t) 的被积 函数在
r = ( n + l) △t 有奇性

,

所以我们把积分区间【(
n +

。 )△t
,

( n + l)△t〕再分成两个区间[ ( n + 1 一 。 )△r ,

( n + l 一 l)△t」和 [ ( n + l 一 l)△t
,

( n +

1 )△ : ]
,

其中 l是一个较小的正整数
,

l < m
,

例如 l = 3
.

积分区间的划分如图 1所示
.

(
几 + 1 一 。 )△‘ (

几 + 2 一 止)△‘
。△ :

t 寸一- 一
一

~

不龙护一
-

不六护
一一不七大沈

△

圈 1 积分区间的划分示意圈

设第一个小区间上的积分为
~ l 「
区名, 二 不井下一一 - - 丈 l

l 、1 一 口 ) J

( n + l一 l)△.

(。 + l 一。)△ ,

- - 一工立业- 一一
J _

2 2 、

“
~ t二 L -

气又n + l )△t 一 r )
“

( 10 )

采用复化梯形公式对 日:
进行离散

二 l 书 f(k
+ 1)△:

‘J Z 二
双正

. ,

刃
‘二

佘夕。 ( ( n + 1 )△t 一 r )
a
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1
产、,
尹

,1

2
曰.且门.盈

Z召飞、.2‘、
l 人

+ l _ : 1

而
+
百 几厂几

人一1兰些兰兰 !工乙止
里

r (l 一 a ) L Z 耐
对第二个小区间上的积分

+

艺

。 , =

一典一 {
1

’

LI 一 a ) J

(
n + l)△‘

(
n + l一 l)△ :

万甲共牛一
d 二

、、几 + l 少Q卜
T /

采用等距 Ga us s
求积方法进行计算

,

权重 函数为

叨 (: ) 二

((n + l)△t 一 :
)
“

口 3
离散为

。
3

听价丽客
f‘(二

‘一 ‘, △ , , “‘
,

C‘为求积公式的权重系数
,

仅依赖于 切 (: )
、

l
、 n 和 △ :

,

与 f( r) 无关
.

之后
,

分别令 f(
二 )为 1

, x ,

⋯
,

xl
,

可求出系数 c ‘
.

这样公式 (13) 具有

= 3 时
,

Ga us s
求积公式为

:

(13 )

在给定 w (二 )
、

l
、 n 和 △ t

l次代数精度
.

例如
,

l

几 场长丽

弘
一 1

卜 ‘

{含;
一「(

n 一 ‘’·‘· + ‘’‘。 -

(3 n 2 一 l )w l + 3 n w : 一 w 3
]

+

n 一 2 )
n (n + 1 ) w 。 + (3 n 2 一 Z n 一 2 ) w , -

(3 n 一

一 (3 n

1 ) w : + w 3
]

+

协「‘
n 一 2 , ‘“ 一 1 )(n + l)w 。 + (3 n 2 一 4 n 一 l)、 1 一 2 )w Z

4fn
, ;
[
一 (“

U

一 l) n 功。 + (3 n 2 一 6 n + 6 )二 ; 一 (3 n 一 3 )切
: +

一 ‘ 3
]

+

W 3
」}

,

“4 ,

其 中 w ‘ =

命丁(△

一 2 )(
n

(
n + l )△;

(
n + 1 一 l)△名

: ‘w ( :
)d

T (i 二 o
,

1
,

2
,

3 )
.

实际计算的步骤如下
:

给定时间 T
,
t 任 【0

,

刘
,

选取步长 △t
,

正整数 m 和 l
,

m 为较大的数
,

l为较小的数 ;首先用

传统的存储历史数据 的方法 [s] 求得 ym
+ : ; 然后 当

。 > m + l 时
,

采用本文上述 的方法计算

y
。 + , ,

即将积分分成形如 (6) 的两部分
,

第一部分用递推公式 (9) 进行计算
,

第二部分用公式

(1 1) 和(13) 计算
.

在计算过程中只需要存储 m + l + 1 个历史数据
.

1
,

2 误差估计

在计算 y
。 + ; 时

,

利用了离散公式 (9 )
、

(1 1) 和(13 )
,

y
。 + ; 的计算误差即为上述 3 个公式误差

的和
.

首先给出公式 (9) 的计算误差估计
.

记

广(k + 1)△t
汀 , 、 _ 孟

n 含 _ 达
、 “ , 一 J k l , , 八

, 、

丫左 = ! 奋奋
-

万了厂下一一六二 Q r 气K 二 U , I , ”
. , 几 一 爪 )

J ‘△ t 、又n + l j公 石 一 公 )
-

于是

其中

因此当

I Q* }〔 (△r )2
一 “

If
’

(氛) l [ (
n +

熟 呀 【(
n 一 k )△t

,

(n 一 无 + l)△ t〕
.

x > O 时
,

有

(x + l)’
一 “ 一 x , 一 “ =

(l 一 a )几
一 “

簇 (1

k )’
一 a 一 (n

一 a )x 一 。

k )’
一 “

(15 )

几 任 [
x , x + 1」

所以

(n 一 无 + 1 )‘
一 “ 一 (n 一 无)‘

一 “

‘ (1 一 a )(n 一 k )
一 a

(16 )
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把 (16 )代人(1 5)得

I Q* l‘ (△ t)2
一 “

一f
’

(氛) l (n 一 无)
一 “

记

(17 )

_
r(‘

+ 1 )△:
f( r ) 一 人

. ,

二刀 . 吧
一

’ J . ,
1 」 _

f k = I 奋 ; we we we we es 丁丫 0 万
J ‘△: 气n △ t 一 r )

“
(k = 0

,

l
,

⋯
, n 一 m 一 l)

同理得到

I p * I‘ (△ , )2
一 a

一f
‘

(, *
) l (

n 一 k 一 1 )
一 a ,

其中 , * e 〔(
n 一 无一 )△ r

,

(
n 一 无)△ t ]

.

于是 (9) 的计算误差估计为

一。 1 一

乙
2 一、 (△ , )

, 一 {艺
! f

,

(宁、) 以
。 -

(18 )

k )
一 “ +

万
一f

‘

(叭 ) ! (n - 无 一 , )一 }
=

2 (△ , )
, 一二 1

万 (
。 一 。 -

2 对
: 卫兰」二

~

二 (△ t )2一
( m 一 l )

“
’ (19 )

M , = :。〔。
,

(
赞R

二)△
‘
〕 If

’

(, ) 1
.

利用复化梯形公式的误差估计结果 [’5〕

一 (m 一 l)M
,

l 日
, 一 日

,

! ‘

-
二士二一

:
(△ t )

,
.

一
乙 ‘

又 12
、

一
’ z ’

,

得到公式 (1 1) 的误差估计为
:

(20 )

M , = :。〔(
。十
卜

默
.

(卜 : )△ :
: I ; ”

(, ) r
,

g (, ) =

[ (
n + l)△t 一 , ]

a ’

G a u s。
求积公式的误差估计〔‘5〕

,

得到公式 (13 )的误差估计为
:

, “ 3 一
“

3 , 、

居探丁
(

n + 1)△t

K (r )。(
r
)d

: (2 1 )
(
n + l一 l)△‘

中中用其其中利其

K ( : ) =
[

: 一
(

n + 1 一 l)△ , ] [
T 一 (n + 2 一 l)△ r ]⋯ [

r 一 (n + l)△ ,〕
,

右e [ (
n + l 一 l)△t

,

(
n + l)△, ]

.

于是

! 口 3

这里

M 3 =

一 M
,

H
一

场 l‘ 丈了万介协
‘)

、 ‘’ ‘一 “ (22 )

s u p
_

,

一厂
‘+ , , ( : ) 一

,

名衡L吸n + 1一 l)△‘
,
L几 + l j么‘J

。 =

{{
‘, (产 一 , )⋯〔。 一 , + , )(, 一 ; )1一d产

}
.

1J U l

于是由(19)
、

(20 )和 (2 2) 得到计算 y
。 + ; 时逼近积分 汀 t)

二
尹

一

af( t) 的误差 E 为

_ _ n + l 一 爪
. _ , 二 、 , _ _

m 一 1
. , , ‘ 、 , 月材3 , ‘ _ 、 r l‘ 一_ 。 、

E ‘ 2 牛J二= 一半M
,

(△t)
乙一 “ + 兰号于二 M

,

(△t )
J + 下一‘升下 (△本)

、‘十 ‘一 “ ’
.

一 砚 一 (m 一 1 )
“

‘ ’

“
、

一”
’

12
‘’一

“一
’ ‘ ’

( l + l) !
‘

一
’

2 应 用

(2 3 )

作为应用
,

本节将讨论具有分数导数本构关系粘弹性 Ti ~ ha nk
o
梁的动力学行为

.
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2
.

1 控制方程

设梁是等截面的
,

截面面积为 A
,

高为 h
,

长为 L
,

密度为 p ;设 ox 轴为截面的中性轴
,

勿
、

oz 轴为截面的惯性主轴
.

若载荷 q (
二 ,

动作用在 xy 面内
,

则认为梁处于平面弯曲状态
.

根据

TI Ino
she nk o

梁理论
,

可设位移为〔
’6]

U (
x ,

犷
,
: )

= u
(

x ,
r )

+
烨(

x ,
: )

,

V (
x ,

少
,
t)

= 。
(

x ,
r )

.

(24 )

设梁不受轴力作用
,

则 u(
x ,

t)
二 0.

设梁体积变形是弹性的
,

而剪切变形服从分数型粘弹性本构关系
,

粘弹性材料的三维分数

导数型本构关系为〔lv]

, ‘c · ,多
·

,
·。‘:卜

·。(:

卜 !卜晶(c
· ,二 )

州
。。
]

,

其中
,

‘为剪切弹性模量
,

K 为体积弹性模量
,

,
、 。
是材料参数

,

0 < 。 <

u ou vi lle 分数导数算子
.

则不难得到梁的运动方程为

(2 5 )

,

少
“

是 Ri e“旧旧幻 -

}
刁2 砂, ,

耐鲍
.

兰卫
5八

.
/ 3 ! Q , 个 ,

_
_

2
、 甘 由 口 马

〕2
_

_

,
_

、 J 。 刀

+ 口 气X , t ) = ‘粉i 二, 百 。

d 忿
‘ -

。穿
一
。

咧
* ·

刽
= (2 6)

风才

式中
,

人
=

丁
Ay Zd、(

·
)

,

: 为剪切修正参数
,

二
=

卦
口tZ

’

3K + G + 专,
a ,

万
= g K (c + 刀罗)

,

万
+ 甲多a.

设梁两端是简支的
,

则边界条件为

。
(
x ,

t)

给定初值条件

= 0
.

鲍乒且
二 0

口 X
当

x 二 O
, x = L 时 (2 7 )

(2 8
a
)

(2 8b )

LLVlvl劣义VlVj001甲
二二

O一忿i劣]刁(l
e

鲡伽
一一一一t0)t0)工劣试州

具有弱奇异性的积分
一

偏微分方程组(26 )及其边界条件 (27 )和初值条件 (28) 构成简支粘

弹性 毛伽
5he n k o

梁的动力学行为的控制方程
.

作为特殊情况
,

当忽略梁的剪切效应时
,

得到本

构关系为分数微分型的粘弹性 Eule
卜Be m o ul li 梁控制方程

尹 。E aZ , E

Iz万万
+ 赵了万

=

物
.

(2 9 )

001=
(3(3

2
.

2 梁的动力学行为

为了方便
,

忽略转动惯性的影响
,

并取初值条件为零
, 。

(0 )
二 公(0)

二

州0)
=

毋(0 )

则由(26 )解祸求得挠度
。
(

x ,

t) 和转角 甲(
x ,

劝满足的方程分别为

将弗
一

擎湍
·

、杂
群分

一

警念
· 。二
令

=

、
一

瞥鑫
,

= 一

二窦
·

设梁处于简支情况下
,

梁所受载荷为 q (
二 ,

t)

。
(
二 ,

: )
=

艺
。n

(。)价
I n

(
二
)

,

甲(
: ,

: )
=

=
f(

x
)

sin ot
,

采用分离变量法
,

得到

万 甲
。

(: )价
2 。
(

:
)

,

(3 2 )
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其中
,

丸
。

(
:
) = sin (

n 7t 二 / L)
,

九
。

(
二
)
二 。os (

。7t 二 / L) (
。 = 1

,

2
,

⋯ )为梁的挠度和转角的模态

函数
.

。。

(t) 和 沪
。

(动满足的微分积分方程分别为

沙。 + a n

俨
妙。 + b洲

。 +

+ b洲
。 +

c 。

少
a

、 = 氏夕
。

g (t ) + e诸 (r )
,

e n

少
a

甲
。 = 一 h

n

少ag (: )
一 i心(t )

,

(3 3)

(3 4 )+n

“
甲

其中

3K + C
,

3 I n 兀

—
。

O n = 花
~ 悦

一

二厂

专
一

” 4 、 乙

h 2

P

召兀

P专

仔尸物泌K一D
h+

K一切
,旧一4

口n =

a n

少争
n

{
卫匹五}

’

\ L I

心
=

3 K + C 3 h ZK
一

丽不
一q’n ~

互丽亏
q Z n ’

q l, ,

3式 +

e 。 = 几
, 几 。 = 一

二

然
一

那V

3 I n 兀

cn =
万、万

G
一q 3 n , i n =

dx
= 鱼 {
一 L J f(

x
)

sin 晋
鱼 {
L J

n 兀劣

L
nX

�

f(
乙00L

2 「
“卜, 、

= 下 } J 火x j e o s

乙 J O 碧

d劣
,

q Z n =

d x
.

n几
, .月

3口
三口三

由于粘弹性材料存在阻尼
,

梁的自由振动将迅速衰减
,

于是在简谐激励下
,

其稳态响应与简谐

激励同频〔’8〕
.

于是可设
, 。 ( , ) 二 A

o s in 灸 + B
o e o so ,

,

( 35 )

沪
n

( : )
== C

n s in 氏 + D
n e o s ot

.

( 36 )

将(35 )代入 ( 33 )
,

( 36 )代人 (34 )
,

并利用分数导数的性质得

、,
户、.户才

,
口

R�飞�内」
声

‘
、J了.、·

(
X ,

‘’
=

务
‘A二‘

n 负 + B

一
0t ’

S‘n

弩
,

, ( x ,
: ) =

艺 ( C
。s‘n ot + D

。 e o s陇 ) c o s

晋
其中

, ....J�

ee
.J.

,
。 =

!
。1

。
。 二

【
* 2

(dn0
一 “ e o s

a 7t

2

+ 。。

)
+ * 2 、, 一

s‘n

譬

(d no 一 “ 。0 5
a 7r

2

+ 。。

)
-

R 一dno
一 “ s in

a 7t

2

/ ( 丑子
+ 刀圣)

八双子
+ R圣)

嘴瑕++斌斌
了/
z

/
, ....J�.....J

e
。 = 一

【 h no
一 “ e o s譬

h刀
一 “ e o s

警

+ ‘。

)
+ : Z hno

一 “ s‘n

+ ‘
。

)
一 * lh,

一 “ s‘n

警
a 7r

2

了J‘..、
马口.J百. .、
‘

,几
2RR

= 6
。 一 0 2 + (

。
n0一

a
n0 2 一 a

) e o s a 兀

2
R : =

(
。
n0

一 a - a
n0 2 一 “ ) , in 譬

·

n,
iDR

同理
,

我们可得到 Eu le r- Be ~
ili 梁在简谐激励下的控制方程为

+ a E n

少勺E 。 + bE洲 E。 + e E n

尹
。E 。 = d E n

, C E n

少ag ( r ) + e E沼 ( , ) (3 9 )

其中

力‘+

d E n

稳态响应为

。E (

3 K

3 K

+ ‘
bE 。 == 鱼 (

4 \

n 我

L )
4

,
,

K
九

~

—
P

_

习皿 )
4

一 4 \ L l

、,

迷
P夕

乃月EE公口

碑专
G q ln

一q‘n ’ e E 。 =

两
’

x ,
r )

目

艺
。E。 ( 二

,
: ) s‘n

碧
=

万 (召
。 s in 陇 + 凡

e o s ot ) s in

黔 (4() )
n 二 l
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!
* E ,

(
!
* 。

(

J E
,

一譬
+

⋯)
己E

,

一警
+ ·E。

)

+ R 应d E
沪

一 “sin

一 R EId E
ns

一 “ sin

1/ (
*是, + R鼓)

」/ (
R是

, + R乞)

b E

一 “, + (
“E
刀

一 “ 一 a E
刀

, 一“

)
c o s

譬
二

(
e E
刀

一 “ 一 a E
刀

2 一 “

s‘n

万
·

!、

E1皿
EFRR

1时
,

粘弹性材料是标准线性固体
.

于是在(40 ) 中取
a = 1

,

得到本构关系为标准线性

,一一中
a

其当

固体的阳
e :
梁的稳态响应

,

结果与〔19」中的相同
.

2
.

3 数值算例

本段利用第 l节中所给的数值方法求解 T 访刃she nk o
梁和 E ule r

梁在简谐激励下的动力响

应问题
.

我们取一个等截面的粘弹性材料的梁
,

密度 p = soo k以衬
,

长度 L = 10 m
,

截面积 A

二 1 衬
,

高 h 二 0
.

s m
,

受垂直于轴向的载荷为 q (
x ,

t)
二 100

sin( 二 x / L)
sin : N / m

,

设粘弹性材

料参数为 ‘ 二 3
.

27 6 、 1丁N/ 扩
,

K = 2
.

72 、 1口N / m2
,

, = 9
.

147 、 1扩N. s/ 扩
, 。 二 0

.

8
,

剪切

常数 夸
= 5 /6

.

先用上面理论分析的结果
,

给出梁的稳态响应
,

分别由(3 7 )
、

(38)
、

(40 )求得

,
(

x ,
: )

二 , ,
(‘)

s‘n

赞
,

* (
x ,

‘)
= * ,

(: )
c o s

赞
, 。E

(
x ,

‘)
= 。。 (。)

s‘n

管
,

。 ,
(t )

、

尹;
(t) 和

。E l
(t) 示于图 2

.

在 h / L 很小的情况下
,

梁的剪切效应对挠度的影响很小
,

可

忽略不计
.

0
.

(兀阵

0
.

印2

工目a卜z导二.

一 0
.

加2

一 0
.

(洲)4

图 Z h

几几了丫六
习习

介介犷似叮叮
姗

1目a‘z斗
‘[a

0 5 10 15 20

己

几几溉气气

二 0
.

s m 时
,

挠度和转角的稳态值 图 3 h 二 4 m 时
,

挠度和转角的稳态值

在其它参数不变 的情况下
,

改变截面积 A = 4 扩
,

高 h = 4 m
,

载荷 q (x
,

t)
=

105 s in (二
x / 乙)

sin t N / m
.

再分别由(3 7 )
、

(3 5 )
、

(40 )求得

。
(

x ,
‘)

= , 1
(‘)

s‘n

管
,

* (
x ,

‘)
= * 1

(‘)
e o s

赞
, 。E

(
x ,

‘)
= 。E ,

(‘)s , n
了

,

。1
(: )

、

沪1
(动和

。 E ;
(: )如图 3所示

.

计算结果表明
,

在 h / L 比较大的情况下
,

梁的剪切效应对

挠度的影响比较明显
.

下面利用本文提出的分数积分的数值计算方法
,

采用上述相同的材料和几何参数
,

对方程

(33 )
、

(34 )和 (39 )进行数值计算
.

先以 (33) 为例说明数值求解的方法
.

令

。。 = ; 1 ,

, 2
(, )

=
, 、

。 =

命丁;
夕1

(
:
)

万一一
‘

一一万下一二 a r

Lt 一 r )
‘ 一“
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力(t )

贝组(3 3 )可写成

=
少呱

y l
,

G (r)
一

二匕「
‘

_
P(

a
)Jo (:

。。

(
:
)

一 r
)
’一 a d

r ,

a J Z (r )
一 b洲

。 一 eJ 3(t) 二 万(:
, , 。 ,

y l
)

+ e沼(t)
,

初始条件为

(4 1)
人

·

yl
,

!
之.. .‘

其中
,

G (t )
=

dn 少
a

g (r )
, 。

(0 ) = 0
,

y l
(0 ) == 0

.

取时间步长 h
,

先用 E ul e r
方法计算起始 3 步的值

,

然后用 Adams
E过e r

公式为

(42 )

预估
一

校正算法进行计算
.

l
”

岁
二 ’盆·

叭
_ ‘

Ly犷
‘ 二 y气+ h LG (ih ) 一 a赵岌一 b声氛一 eJ 冬]

(i = 0
,

l
,

2 )
,

(4 3 )

其中

I f认 。
盆

, ;
I f认

” =

瓦
~

妥)J八丽丁万瓦
d r ,

了乏 ”

瓦丽再J
。

(叭
一

方
‘
)

、

万气 二 一一二而 二Q T .

( ih 一 z- )一
“

(44 )

Adams 预估
一

校正公式为
·: +

矗
‘55”

‘。, = , 、+

会
‘5 5。 ‘

一
59 方

‘ + 37 疗
2 一 9方

3 )

一 5 9 H i一 1 + 3 7 H ￡一 2 一 g H i一 3

(i ) 3)
,

(4 5 )

,

(尸+ l)

,

(p + l )

·
: +

矗
‘9 , 犷

’
,

‘·, + ‘, y‘一 5疗
’ +
疗

2
)

人

yl 十
及

[ 9万((i + l)无
, 。
ln+

, ,

(p )
,

了气
+ , ,

(p ) ) + (46 )

1 9H i 一 SH i一 1 + H i一2 ]

·

嵘
‘

对
‘

嵘
·

才

其中 万‘ 二 万(ih
, 。
盆

,

yll )
二 G (ih )

一 a J 基一 b洲盆
一 e

游
·

乃和 乃的计算
,

采用上节提出的计算分数积分的方法
.

取计算步长 h = 0
.

加5
,

存储 5 以刃 个点的数据
,

用上述数值方法求解方程 (3 3 )
、

(34 )和

(39)
,

结果如图 4 和图 5 所示
.

-目.二乐二a

///

!!!{
///,

iii{
///

:

{{{{
////

{{{{
////

{{{{
///,

!!!{
///

圈 4 h 二 0
.

s m 时
,

挠度和

转角的数值计算结果

圈 s h 二 4 m 时
,

挠度和转

角的数值计算结果

比较理论分析和数值计算的结果
,

容易发现
,

稳态响应的数值计算结果与理论结果十分相
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3 结 论

通过上述分析和计算
,

本文得到的主要结论为

l) 提出了一种只需要存储部分历史数据的分数积分的数值计算方法
,

并给出了误差估

计
.

利用这种方法可对包含分数积分和微分的积分
一

微分方程进行较长时间的数值模拟
,

这种

方法克服了存储全部历史数据的困难
,

并能对计算误差进行控制
.

2) 利用分离变量法讨论了具有分数导数型本构关系的粘弹性 T i】似he记泊 梁在简谐激励

作用下的动力响应
,

在只考虑横向剪切效应的情况下
,

给出了稳态响应的理论结果
.

说明在梁

细长比 h / L 比较大的情况下
,

梁的剪切效应对挠度的影响比较明显
.

有关转动惯性对挠度的

影响
,

以及横向剪切和转动惯性同时考虑时
,

对挠度的影响将有另文报道
.

3) 用本文提出的数值方法对粘弹性 Ti mos henk o
梁在只考虑横向剪切效应的情况下的动

力响应进行了数值计算
,

数值计算结果与理论结果比较吻合
.
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