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摘要
�

提出用外推逼近法计算复合型裂纹的应变能量释放率的新方法
,

闭合能计算时
,

采用逐点

闭合的方法
�

避免了某些文献中闭合能计算不能自治的缺点
� “

当沿经向闭合节点多于两个时
,

裂

纹 �脱层�前端节点力乘位移已计算了闭合能
,

中间点还要重复计算闭合能
” �

具体计算了 � ��� 双

悬臂梁 �试件并与理论解进行了比较
,

吻合度优于其他方法
�

同时
,

又计算了紧凑拉伸试件
、

三点

弯曲试件
、

单边裂纹试件
,

均取得满意结果
�

与理论解比较
,

误差 可控制在 � � 之内
�

此方法可 以

广泛用于类似复合材料脱层裂纹的断裂力学分析
�

关 键 词
�

外推逼近 �

中圈分类号
�

�� � �阳��

逐点闭合 � 复合型裂纹 � 应变能释放率

文献标识码
� �

引 言

能量释放率的研究是研究断裂力学性能的主要手段
,

以往在计算能量释放率时
,

采用应变

能减去外力功即 自由能 的方法〔’�
,

也有采用裂纹尖端节点力与节点位移来计算能量 释放率

的〔卜 �〕
,

两者都是近似计算
�

前者
,

虽在定义上说有可取之处
,

但过于繁琐
,

要整体计算两次以

上应变能�裂纹扩展前后 �和外力功
�

后者虽然简单些
,

但计算 闭合能时
,

节点处节点力用安节

点弹簧计算或应力沿闭合面积分计算
,

闭合能重复计算
,

显得太粗糙
�

两者都没有反映裂纹扩

展 的 △� � �逼进过程
,

也没有与有关理论解进行比较
�

本文方法的特点 �� 要反映△
�
� � 的

过程就采用外推逼近法
�

�� 逐点闭合计算闭合能
,

避免了文 ��」
、

【�〕重复计算的缺点
� “

当沿

经向的闭合节点超过两个时
,

裂尖后端节点位移与节点力相乘 已计算了闭合能
,

裂纹 已闭合
,

中间点还要重复计算
” ,

这是不能 自恰 的
�

�� 与理论解进行了比较
,

吻合度较好
�

�� 方法简单

计算工作量少
�

�� 节点力取 自有限元的基本理论
,

依据充分可靠
�

航天飞行器常采用纤维复合材料
,

此种材料在加工使用过程中常在层间出现脱层
,

有硬币

型的
,

也有圆型 的或其他形状的
,

此类脱层缺陷可以看作是复合型裂纹
,

对于它的断裂力学分

析是至关重要的
�

为保障航天器和各类飞行器的安全
,

必须找出一种分析方法
,

准确方便地对

其断裂力学性能进行分析
�

本文正是在这一理论指导下进行这项工作的
�
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� 理 论 分 析

为不失其普遍性
,

设为圆型脱层情况
,

前沿如图 �
,

则有式 ��� 一 �� 的应变能释放率 �� 哟

表达式比� �
�

式 中
� 。 , � � 和 。二

是 为了闭合面积为 � � 的裂纹所需的层间应力
�

。� 、 。。和 “�

是

位于裂纹上下表面处沿径向
、

周 向和厚度方 向上的位移
,

角标 �
、

� 分别表示脱层的顶部和底

部
�

应变能释放率
�

� �, � 二 ���

�鲁�� �
� 。 ��

,

。��
。
��

� 一 △�
,

。�
一 。

,�
� 一 △。

,

���
十

△ ,
� � � ‘ 口 � △ �

� �

� � �
� ,

� ��
�
��

� 一 △�
,

夕� 一 �

侣�
� 一 △�

,

� ��
�

·“‘�
,

“,〔
·
二�卜 △�

,

“, 一全‘一
△�

,

“, , �� , ��
△�

·

���

如图 �
,

因为 △ � 由角 △价和半径增量 △� 界定
,

��� 式可由 △� 和 △势表示
,

即
�

� �价� � ���
△月, �
么价一 �

�粤�
“‘ △“

�
“△‘�

二二 �
· ,

。��
·
,�一 △�

,

“�一 ,�
·

“
� � � 户

一 △�
,

���
�

二� ��
,

夕��
�
苦�

� 一 △�
,

�� 一 。

含�
� 一 △丑

,

口��
�
‘ �

� ,

口��
�
立

·

皇‘一 △�
,

“,〕�
·

击 �。��
�△ , � �△� ��� · � △� �〕

·

� 一 △�
,

��
�

���

式 中的 � 项分别对应着 工
、

�
、

班 型裂纹的应变能释放率
�

� � �协�
�

「� ��
� 么� �笋

� △价 , 乃 、 「 。 , 、 � � 、

、万 � � ‘二 、�
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上述各式是在柱坐标系推得的
,

如采用直角坐标系时
,

把相应 角标换过来就是 了
�

例如
�二维

直角坐标系中
, �
换为

� ,

△� 换为 △� 等
,

这里不再重复
�

� 引入节点力计算闭合能

常用位移法求解
,

用有限元方法计算上述公式时
,

经常遇到的困难是位移项仅能取节点位

移
,

取节点应力还得乘上面积项进行积分
�

如果取高斯积分点处应力
,

位移又没有对应项
,

况

且常用三维体元计算此类 问题时
,

三维的积分点与二维的面上积分点位置又有不同
,

所以如何

计算上述公式是很费事的
�

作者采用节点力乘节点位移直接计算闭合能
,

很满意地解决了上

述问题
�
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在有限元计算中
,

节点力
、

节点位移刚度矩阵
、

节点外载荷满足如下方程 �� �

�� �� � � � �双 �
,

�� 〕� � � �� �尸 �
,

�� � �� �� �
,

式 中 �� �为位移列阵
,

【� 」为刚度矩阵
,

�� �为结点

力列阵
,

�� � 为结点载荷列阵
�

�� 式对整体结构是正确的
,

对每个单元 �� 式是

正确的
�

对每个节点 ��� 式是正确的
�

一般采用三

维固体元时
,

裂纹表面无外 载荷
,

此时 �� � 为零
�

必需指出
,

每个单元都可算出所有结点的 �个位移分

量
�

如果一个结点和多个单元连接
,

那么
,

作用于该

结点的所有单元的所有结点力分量与结点外载荷的

矢量和等于零
�

可用此条件来检验计算结果的正确

性
�

一般结点外载荷为零
,

再利用作用力与反作用

力相等之道理可求出复杂情况下的结点力分量
�

田 , 坐标示愈图

� 外推逼近方法

为反应裂纹长度 △� � � 的过程
,

采用逼进方法
,

亦即进行一次有限元计算
,

然后按式 �� 

一
��� 相应二维直角坐标系中取不 同的△

� ,

分别进行能量释放率计算
�

把算得的数据进行回

归
,

得回归方程
,

令 △ �
等于零

,

即得所求的能量释放率
.

必须指出的是
,

由于有 限元计算不 能算出裂纹尖端的

应力无穷大
,

位移也是有限值
,

所以不能认为
;一 ’左 就是理

想的回归方程
.
又因当

;很小时
,

应力与 厂1几 成正 比变

化
,

而位移随
rl/2 变化

.
必须用最小二乘法进行数据拟合

,

同时给出相关系数
,

以便比较各种回归方法的 回归效果
.

取 回归相关系数的绝对值最逼近 1且精度高的为最后所取

回归方法
.

4 计算值与理论解比较

}}}}} !、、

人人人人人

圈 2 双悬胃梁试件

采用有理论解的双悬臂梁作为计算对象[8]
,

如图 2
.
公式如下[8]

:

一
3

2
工.h汤

2
一卜

9一4
一一n一G

取
a 二

6 m m
,

h

号如图 2 所示
.

计算值如表

0
.
6 m m

,

￡ = 2 10 以刃 N / m 衬
,

丑 == 1
.
5 m m

,

尸

(9 )

二 4
00

N
,

B 为宽度
.
其它符

理论解值
:‘n

1
。

=
1 2 6

.

9 8 9 I N / m m

。

表 , 不同 △a 时 ‘n 的计算结果

△△o / m mmm 0
.
1
66 6777 0

.
33 3 333 0

。

5 伪 000 0
.
肠6 777 0

.
833 333 1

.
仪幻 OOO

‘‘n / (N/
m m ))) 95

.
7 19 333 8 8

.
7 4 1 333 73

.
铭4 555 63

.
00 1 555 56

.
科9 888 50

.
05 6 5
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回归结果如表 2
.

裹 2 △a
~
0 时 ‘11 的回归结果

回归名称 回归方程

线性 回归

二次 多项式 回归

Y = 106
.143 一

5 8
.

4()
l 劣

Y
=

40

、

3 3 6 5

写2 一
1 86

.

46
‘ +

1 1 6

.

6

Y
二

6 9
.
3 1 0 8

‘ 3 一
80

.
9 5 8

% 2 -

4
.
4
27 5

工 + 1 0 8

.

5 14

Y
二 1 1 2

.
3 6 3

减
0
.
闷4 5 94 2

,

G
盯

1 (拓 14

相关系数

一
0
.
9 8 2 6 8 9

精度 S

0
.
09 2 63

116
.
印 } 0

.
99 2 98 1 0

.
肠8 31

三次多项式 回归 108
.
5 1 } 0

.
卯石 86 ! 0

.
04 5 70

指数回归 112
.
36 { 0

.
967 61 1 0

.
126 23

几何回归 Y = 54
.119 8 , 一0 37 3 197 无意义

双曲线 回归
l/ Y 二 一

0
.
以】) 134 63 9 x 2 +

表中
: 二 △a

,

Y
二

和接近 1 的相关系数
.

算值精度高得多
.

G ll 的取值范围
:

}
。

·

。1 1 64 3 4
· · 。

·

007

8 9 8
74

)

1

26 一
}

。

一 { 。

一Cn.从表中看出 :双曲线回归 ,

二次
、

三次多项式 回归都有较高的精度

双曲线 回归更接近理论值
.
采用回归逼近所得 c n值比直接有限元计

G n ·

瓮
二 G 。 to

.
05

,

5

一而
一

==
G n

+ 1
.

04 9 6 5

作者用该方法计算了三点弯曲
、

紧凑拉伸和单边裂纹试件相应应变能释放率
,

且与断裂力

学著作中的有关公式进行 了比较
,

均取得令人满意的结果
.
采用双 曲线回归方式更适合上述

试件
,

误差可控制在 1% 之内
.

5 结论与讨论

由上所述
,

可以看出 :

l) 用逐点 闭合有限元法进行能量释放率计算方法是可行的
.

2) 外推逼近法计算复合型裂纹的应变能量释放率 ‘工
、

G n
、

‘ , 的新方法
,

比其它方法可

算得更可靠的数据
.

3) 逐点闭合外推逼近法计算复合型裂纹的应变能量释放率的方法
,

可特别适用于复合材

料脱层的断裂力学行为的计算研究
.

4) 计算和实验不可能得出裂纹尖端应力为无穷大的结果
,

所以采用外推逼近是有一定道

理的
.
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