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摘要
:

研究相对论 Birk hoff 系统的形式不变性
,

寻求系统的守恒量
.

在群的无限小变换下
,

给出

相对论 Birk h诫系统的形式不变性的定义和判剧
.

基于相对论 刊h日二Birk hoff- D
’

川
e m be rt 原理在群的

无限小变换下 的变形形式
,

建立相对论 B irk ho任系统的 NOe tl二 :
对称性理论

.

通过研究形式不 变性

与 N , th er 对称性之间的关系
,

得到相对论 Bi rk h0 lf 系统的守恒量
.

研究结果表明
:
在一定的条件

下
,

相对论 Bi rk ho ff 系统的形式不变性导致 Noe the r

对称性的守恒量
.
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引 言

Bi rk hoff 动力学的研究始于 19 27 年美 国数学家 G
.

D
.

Bi rk hoff 的工作川
.

19 83 年
,

美国物理

学家 R
.

M
.

Sant ill i研究 了 Bi rk ho任 方程 的变换理论和 G al ilei 相对性原理的推广等问题
,

并对

Bi rkh off 方程的起源与其后的研究作了很好的总结
,

使 Bi rk ho ff 方程显示 了广阔的应用前景川
.

199 2 年以来
,

中国力学家梅凤翔对 Bi rk hoff 系统进行 了全面研究
,

建立了 Bi rk ho ff 系统动力学
,

构筑了理论体系框架卜 ”〕
.

Bi rk h仓任系统动力学 比 H a而hon 系统动力学更为一般
,

H a而lto
n 系

统动力学在近代物理学领域 已得到广泛应用〔
‘6〕

,

Bi rk hoff 系统 动力学在近代物理学领域也理

应扮演重要角色
.

19 87 年以来
,

我们相继建立 了相对论系统分析力学 [’7 一 2 9 ]和转动相对论系

统分析力学 [z5
一

川
.

近年来
,

我们进一步建立了相对论 Bi rk hoff 系统动力学 [32
一

34j 和转动相对

论 Bi rkh off 系统动力学饰
一 3 7〕

.

动力学系统对称性与守恒量的研究
,

不仅具有数学价值
,

而且还表现出深刻的物理意义
.

19 18 年
,

德国数学家 A
.

E
.

No et ha r
研究了 Ha 而h on 作用量在无限小变换下 的不变性质

,

揭示 了
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物理系统的守恒量与其内在对称性之间的关系 [38 ]
.

N Oe th er 定理的提出
,

对于近代力学和理论

物理学的发展给予很大推动作用
.

近 30 年来
,

文献【3
,

14 一 16
,

26
,

33
,

39
一 52] 把 Noe th e :

理论

的研究进一步深化
,

并引伸到诸多学科分支
.

关于 NOe ther 定理的研究
,

多是基于 H a面lto n
作

用量在无限小变换下 的不变性质
.

19 93 年 以来
,

梅凤翔提出用 Pfa任作用量或 到阁玉Bi rk h港
D’拟 e m b e rt 原理在无限小变换下的不变性质建立 NOe th e :

理论 [3, ‘5 , ’6 ]
,

开辟了 NOe th er 对称性研

究的新途径
.

本文研究相对论 Bi rk h侧庄系统在无限小变换下的形式不变性
,

寻求系统的守恒量
.

提出了

相对论 Bi rk h以庄系统的基本形式 的 1价』斗B irk hd 玉D’Al e

tnb ert 原理
,

给出了无限小群变换下相对

论 Bi rk hoff 方程形式不变性的定义和判据
.

基于相对论 到瓦任
.

B irk hd 玉D’川e浏be rt 原理在无限小

群变换下 的变形形式
,

建立了相对论 Bi rk hoff 系统的 Noe th e r
理论

.

研究形式不变性与 N o e the r

对称性之间的关系
,

得到相对论 Bi rk ha任系统的守恒量
.

1 相对论 Pfa 压B irk ho
ff- D

,

A le m be rt 原理

研究 N 个粒子构成的系统
,

在时刻 : 第 i个粒子的速度为 f‘
,

极限速度为
。 ,

经典质量为 。
。‘,

其相对论质量为
。‘ = 。

。‘

夕正下万兀
又 (‘二 1

,

⋯
,

, )
.

(1 )

构造相对论系统的 Bi rkh侧庄函数 B
’

和 Bi r k ho ff 函数组 R : (, = 1
,

⋯
,

Z n)
,

即

B
资

二 B
铃

(。‘(t
,

矿)
,

,
,

矿 )
,

R : = R : (m ‘
(,

,

矿 )
,

,
,

砂)

(
, ,

产 = 1
,

⋯
,

Z n
)

.

(2 )

那么基本形式 的相对论 巧进
.

B irk ho 任
“

D
,

Al e

mb ert 原理为

古{ R : (m ‘
(t

,

丫 )
,

,
,

矿 )舀
” 一 召

资

(。
‘
(‘

,

矿 )
,

:
,

扩 ) }
二 o

(
, ,

产 = l
,

⋯
,

Z n
)

.

(3 )

原理(3) 在相对论力学和经典力学中都是一个新型的微分变分原理
.

令
沪. 、. 沪 户 . 、‘创

.

{
B

签 = B
骨

(,
,

矿) = B
,

t
,

矿 )
,

(4 )
沪. 、‘J

.

尹、、‘尹

R 了
= R : (t

,

矿)
= R :

(。‘( ,
, a “

)

(m ‘(,
,

矿 ) ‘
,

矿)

刁B
各

a矿
丛aar了一爪凡a一aa日 B

补

a矿

刁 R :
a 矿

a m ‘ 刁R :
甲: - 一 士一甲 +

.

二尸气了
口 m ‘ J矿 d 矿

(5 )

a R

a t

: a R : a m ‘

一 a m i a ‘

a R :
十 -百丁

,

那么相对论 巧进‘Bi 攻ha任‘D
,

Al e翻由e rt 原理可以写为

a R : 刁 R J丫
,

—
一

—
la _

刁矿 刁 a 护

I
立 鱼a 矿 }

“

一
0

,

“‘

(, ,

产 =

= O
,

d台矿 = 占d矿

1
,

⋯
,

Z n
)

,

矛

!
、r.破ee人

(6 )

其中重复角码表示求和
.



相对论 Bir kho ff 系统的形式不变性与 Noe 山
e r

守恒量

对于原理 (3 )
,

注意 到积分 区间 【: 、
,

t Z
」的任意性

,

可 以得 到基本形 式 的相对论 H以
.

Bi rk h破 原理

铃 二 O
,

A
,

二

丁::
‘
不

’ 一 ””“
’

= ad矿
,

a砂 . : : = a扩 I
‘2 二 0

,

(7 )
二 O

,

d a扩

Ata
卜O

护....‘.
.
..‘

其中 A
备

称为相对论系统的 Pfa丑
.

作用量
.

对于原理 (6)
,

注意到积分区间 〔t ; ,
, 2
〕的任意性

,

可 以得到相对论 巧进
‘B irkh off 原理的变

形形式
.

r。,
· 二

f
, 2

丁f鱼
一

通 )、
, _

鱼
_

}
J ‘1

“ 沙a ” J a

”
J a ”

L6 ‘ = 0
,

d 6扩 二 6 d丫
,

各矿 l
‘, == 6矿 l, 2

华 {。
a , d , 二 。

,

d 言 J
(8 )

二 0 ( , ,

产 = 1
,

⋯
,

Z n)
.

2 相对论 Bi rk hoff 系统的形式不变性

对于理想完整的或 自由的相对论系统
,

在原理 (6) 中 占矿 (产 = 1
,

⋯
,

Z n) 是彼此独立的
,

因

此得到

刁元
{旦里
、 J矿

口R J \
.

。

刁云
’

一

—
万“ ~ 二犷一,

J “犷

l
(
少矿

一

豁
= 。 ‘一 , = ‘

, ~
’

,2n ).

方程 (9) 称为相对论系统的 Bi rk hoff 方程即相对论 Bi rk h进方程
.

在一般情况下

异
,

即

(9 )

,

假设系统非奇

det (。 ; , , 。
,
。

;
=

(爵
一

豁)
·

如果 元厂和云
’

都不显含时间 ,
,

则系统 (9) 是 自治 的 ;如果 元言不显含时间
,

治的
.

(10 )

,

则系统 (9) 是半 自

引人无限小变换
‘ = ‘ + 。如(t

, a “ )
, a F ‘ = 矿 + 。

今( ,
,

丫 ) (1 1 )

.R一,o尹一a

其中

那么

￡是一个无限小的参数
,

宁。
、

乳称为无限小生成元
.

在无限小变换 (l l) 下
,

有

{
云

‘ 二
云

‘

(‘
’ ,

矿
’

) =
云

‘

(,
, 。,

)
+ :

+ O (。2 )

元声
二
元言(‘

’ , a” ‘

) =
元声(‘

, a p
)

+ ‘

(攀
。 ·

瓢)

(豁
·

瓢)+ o (: 2
)

.

定义 在无限小变换 (1 1) 下
,

如果相对论系统的 Bi rk hoff 方程保持形式不变
,

即

一

务卜一斋
一

赛
= 。 (

一
‘

, ’ . ’

,2 n)

(12 )

(13 )

,

这种不变性称为相对论 Bi rk hoff 系统的形式不变性
.

定理 1 如果存在一个常数 k 和一个函数 ‘。 = ‘。(t
,

衅 )使得无限小生成元 右。和气满足

如下条件

、‘J...了,

功一.

豁
。。 ·

瓢
= “

(
”

’ - 刁C o

豁
·

瓢
二

以矜
一

黯 (14 )

那么
,

相对论 Bi rk hoff 系统(9) 在无限小变换 (1 1) 下具有形式不变性
.

事实上
,

把方程 (14) 代人方程 (12 )
,

而且略去
。 的二阶和高阶项

,

可得



罗 绍 凯

,
‘ 二

‘
’

+

斌
‘一勃

,

七
二

七
·

州矜
一

勃
·

把上述等式代人方程 (13 )
,

有

(务
一

务
(1 + ·* )

!

a 舌
’

a a 产 炙
_

刁名 一

a R : 口R言、
: ,

—
一

—
la 一

a a p J a 犷

l

a B
赞

a 矿

三玉
’

一 at
.

‘

、

!
矛了...J,、

因此
,

相对论 Bi rk ho ff 系统(9) 在无限小变换(11) 下具有形式不变性
.

3 相对论 Bi rk ho ff 系统的 N oe the
r
对称性

最近
,

我们基 于 PFa ff 作用量 在无限小 变换下 的不 变性建立 了相 对论 Bi rk hoff 系统的

NOe th e :
理论〔川

.

下面基于相对论 巩进‘Bi r k hd 苏D’拟e m be rt 原理在无限小变换下 的变形形式
,

研究相对论 Bi rk hoff 系统的 Noet ha :
对称性与守恒量

.

等时变分 a扩 与非等时变分 △了 之间满足
‘

、产
.

、产气曰6
召l刁.1

叮了、

了
、

△矿 = 占矿 + a 产△‘
,

在无限小变换 (1 1) 下
,

有
‘

了.、

丸一aeal
,

‘a矿 = △矿 一 a 产△t 二 _ 砂宁。)
·

把等式 (16) 代人原理 (6)
,

得

旦丑立
-
旦互{岔

-

a a 产 刁a ,

I

(17 )

�

!
、r.

.

es
L

C

注意到

三丝立 旦卫立
刁矿 a a F

a乞产 = 0
,

豁
·。。 =

最
(。

·

(豁二誉)。
宁。) 一 B

一

黔}
( 。

一 、、) = 。
.

·

。。 一

冬
、

,

( 1 8 )

那么方程 ( 17) 可以写为

刁B
谷

a矿
气

+

最(‘;‘)
-

(豁一

R 言登
,

日B
号

右。 + R言宁
, -

‘
·

舀
。 一

影砒、
一
‘

’

60)]
二 0.

引人规范函数 ‘ = C( t
,

矿 )
,

并在式 ( 19) 中相加
、

并相减
。台

( 1 9 )

,

得到原理 ( 6) 不变性条件的变换

·

}(豁一爵)、
·
”;‘

, ·

(豁一冬)
。。·

*
·

舀
。 十 。一

箭
(”;‘

一
‘

·

。。 + e )1
= 0

.

(2 0 )

式 (20 )是相对论 巧进
‘B irkh

o ff- D
,

Al e

mb ert 原理 (6) 在无限小变换 ( 1 1) 下的变形形式
.

由不变性条件 ( 2 0) 立即得到相对论 Bi rk hoff 系统的 N oe th e :
定理

.

对于相对论 Bi rkh off 系统 (9)
,

如果无限小生成元 右。
、

气和规范函数 ‘满足

J R :
.

面F
。

日云
’

、
,

I 刁R J
. 。

—
. e

,

+ 悦一反一一6 「 一

a矿 I
一

尸 、 d t

a B
.

宁。 + 元厂奋
; 一

后
‘

宁。 + ‘ = o
,

(2 1 )

Z
J

!
、

理定

那么
,

系统存在如下守恒量
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中 = R声称
一 B

’

右。 + c = e o n s ,
.

(2 2 )

条件(21 )称为相对论 Bi 人ho ff 系统 (9) 的 Noe th e r
等式

.

对于 自治和半 自治系统
,

N Oe tha r
等

式 (2 l) 变为简单形式
,

定理 2 仍然适用
.

对于给定的 云
’

和 元:
,

可由 (2 l) 式找到无限小变换

的生成元 奋。
、

气和规范函数 ‘
,

然后由 (2 2 )式得到系统的守恒量
.

4 相对论 Bi rk ha ff 系统的形式不变性与 N oe tha
r

对称性

定理 3 对于相对论 Bi rkh off 系统 (9)
,

如果生成元 子。
、

称满足条件(14)
,

而且可以找到满

足等式(21 ) 的规范函数 ‘
,

那么
,

系统 (9) 的形式不变性导致 Noe th e r
对称性

,

并存在形如 (2 2)

的守恒量 ;否则
,

系统(9) 的形式不变性不导致 NOe th e r
对称性

.

定理 4 对于相对论 Bi 政hoff 系统(9 )
,

如果生成元 乌
、

你和规范函数 ‘ 满足 Noe t her 等式

(川
,

而且 勃
、

氛和规范函数 ‘在 ‘ = ‘。 = G0 (t
,

扩 )的条件下满足条件(14)
,

那么系统(9) 的

NOe the r 对称性对应于形式不变性 ;否则
,

系统(9) 的 N o e the r 对称性不对应于形式不变性
.

例 已知相对论系统的运动方程为
p , 二2 、 3左 _

一 f O f , 笙一 、
‘, ‘O

q == t 丁 妞
i 一 一 2 1

,

琳 二 一下二= 二事手二二
。 、 c ‘

丫 l 一 叮‘ / e ‘
(2 3 )

其中 F0
、

m 。和 。均为常数
,

试研究系统的形式不变性与 Noet her 对称守恒量之间的关系
.

令 al 二 q
, a Z 二

母
,

可以得到

}
石 ,

m o 2 1
1

刀 = 下厂
c

l
且

. 0 、

R 厂
= 0

,

R 犷

(a Z )2

[35 ]

一 1 /2

m o f 1 2

瓦气瓦
“

些兰三l
一 ‘ (2 4 )

判据 (14) 给出
l _ 2 、2 、 一 3 /2

华厄乙 }
C l

_ 。 1

)(
‘ -

。 2 。2 = 。

(
云

· _

擎)
d t l

(2 5 )

a一

护一凡

哮)
一 ‘

C I
宁l +

Z m o

F o e Z票{
r n C 、 牢}

一 ,

C l

a Z宁2 二

一 a CO / a a Z
)

.

些F0
‘.

�
"·�

叮+刁日�口亨产.1、
.

一川一O一
!l!⋯l

该方程组有如下解

右2 二 0
,

= 乞 二 0.

(2 6

(2 7

一一1

山七

亡、,,工一
一一一一如巍00一一一一

.

人,尤

式 (2 6) 和式 ( 2 7) 对应 于相对论 Bi rkho ff 系统的形式不变性
.

把式 (2 6) 和式 (2 7) 分别代人 Noe th e r
等式 (21 )

,

可以得到规范函数

G 二 0
。

因此
,

相应的形式不变性导致 N oe th e r
对称性

.

(2 8 )

把式 ( 26 )
、

(2 7 )和 ( 2 8 )代人式 (2 2 )
,

可得守恒量

一

式
护

e Z 一 a l

= C o ll s t

= C o ll s t
-

( 2 9 )

( 3 0 )

al旦F0宜且,白中中

式 (2 6) 和 ( 2 7) 是线性相关的
,

因此式 ( 29 )和 (3 0) 也是线性相关的
.



把式(24 )代人 NOe the r
等式(2 1 )

,

得
、,声、、.产、,
户、

,
尹

,几2内J4八气�内嘴�内O伪」
了.、J

了、了‘
、
了.、右。 ==

右。 ==

1
,

右1 二

一 l
,

右1

如 二 O
,
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方程 (3 3) 和 (34) 不满足条件 ( 14)
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因此
,

本文定理给出相对论 H a功 ilton 系统形式不变性的判据
、

Noe th e r
定理以及形式不变性与

N o et he r
对称性之间的关系

.

5
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2 经典 Bi rk hoff 系统
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本文原理给出经典力学的 刊石体Bi rk ho ff
.

D’Al e

mb ert 原理和 巧进
目

B irk hoff 原理
,

而且方程 (9) 成为

经典力学系统 的 Bi rk hoff 方 程
.

因此
,

本 文定理给 出经典 Bi rk hoff 系统形 式不变性 的判据
、

N o et he r
定理以及形式不变性与 Noe th e r 对称性之间的关系

.

5
.

3 经典 Ha m itt o n 系统

如果本文的原理和定理同时满足等式 (35 )和式 (41 )
,

那么本文理论可用于经典 H a而lton
系统

.
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