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摘要
:

讨论 U乙朋川 系统无穷边值间题单调解和非单调解的存在性
.

利用平面动力系统理论
,

通

过对称变换或拟对称变换比较系统所定义的向t 场并构造系统的不变区域
,

以此证明系统连结轨

道的存在性
,

获得边值间题解存在的一系列充分条件
.

特别地
,

当源函数为双稳函数时
,

系统存在

无穷多单调解
.
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引 言

本文讨论 U阮ard 系统无穷边值问题
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(l)

解的存在性
,

其中f
: R ~ R 和 g :

)
= l

R ~ R 具有一阶连续导数
.

系统 (l) 解的存在性 问题与某些抛物型反应扩散方程行波解的研究有关
.

例如
,

描述虫 口
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其中 无和 a
是正常数

,

以及生物化学中常见的数学模型 〔3 一 5 1

a u a h (
。 ) a Z u , 、
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,
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等
,
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(
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分别得到
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二 一 ct )的行波解
.
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,
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==

亡冲
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+ .

殊例子

(4 )

(5 )

1 的解 (这里只考虑扭波情形 )
,

这就导致 (l) 的特

无2 了 a (1
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)
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u 即 + (e + h
,

(u ) )
u ‘ +

= 0
, “ (+ ao

g (u ) 二 o
,

u (一 ao = 1
。

根据平面动力系统理论
,

(l) 的解存在的一个必要条件是

Mal agu ti 和 C
.

Marc ell ile ]考虑过下列无穷边值问题

二 0
。

最近
,

L
、.
了11,且z口、、

酬g

u 即 一
f (u , u ,

) + g (u ) == 0
,

u (一 二 ) 二 0
, “ (+ 二 )

= l

的单调解的存在性
,

其中 f : R x R ~ R 和 g : R ~ R 是连续函数
u e (0

,

1)
.

作者们假设
:

g (0 )

,

g (0 )

(6 )

二 0
,

g (u
) > 0

,

D
+

g (o ) < + aO
,

f(u ,

0 ) = o u 任 (0
,

1 )

, (
· , ·

) 二 2 ·

丫
。

:二
:

粤
· 。 (0

,

1 )
, · 〕 。

·

在这组条件下
,

认 为 (6) 必存在一个单调不减解
.

这个 结果是值得商榷的
.

根据 A ro ns on

W e ib e

rse
r
[4 1中的定理 4

.

r
,

存在
。 ‘

满足

, 护了
,

丈丽 。 二 、 2

丫
“

二
:

令
当

。 ) 。 ’

时
,

无穷边值问题

g (u ) =

0
, u (+

0
,

ao )
= 1

.
(7 )cu8一一

即‘了、

UU

存在唯一严格单调解
,

其中 g 任 C ,
〔0

,

l」
,

g (o )
== g (l) 二 o

,

g (u ) > 0
, 。 任 (0

,

l)
.

显然
,

当
C
充分大时

,

(7) 满足文〔6」中给出的上述 3 个条件
.

但文【6 ] 在证明上述结果的过程中需要构

造的解序列
u 。

( ,
)满足条件

u 。

(0 )
二 1 一 l/ n , u

孟

l/ n )
,

即 u (: )在有限点 ‘ = 0 达到 1
.

这与
。(+

= 0
。

注意到
u (0 )

= 1 发生矛盾
.

= lim u 。

(0 ) 二 lim (l -

文〔6〕仅仅假设 f 和 g 是变元的连续函数
,

不能保证 c au ch y 间题的存在唯一性
.

我们认为

f 和 g 的光滑性适当加强是必要 的
.

下面我们研究 (l) 的解的存在性
.

首先将 u’’ 一

f( 动 矿 十
到 u)

= o 化为与之等价的一阶

微分方程组

{叮
=

L U : 二 f(
u )。 一 g (u )

.
(8 )

我们恒假设 f
,

g 任 C , ,

g (o )
= g (l)

二 o
,

即(s )至少存在两个奇点 (o
,

o )和(1
,

o )
.

1 单调解的存在性

记 口 二 { (u , 。 ) 1 0 < u < 1
, 。 > 0}

,

显然
,

(l) 的单调解和 (8) 的相轨线之间有以下关

系
.

命题 1 (1) 有单调解的充分必要条件是 (8) 在 日 中有从(O
,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨道
.

因此
,

我们只须研究 (8) 是否在相平面的区域 日 中存在从(O
,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨道
,

就可

确定 (l) 是否存在单调解
.

在 (O
,

O)
、

(1
,

0) 处
,

(8) 的线性化系统的系数矩阵分别为

A (0
,

0 ) = (。。 ,

品
)

)
,

e (1
,

。。二 ”
, 、

1
、

)
.

一 g
‘

(l ) f又l ) l

两矩阵对应的特征值分别为



U‘n 田月系统无穷边值问题解的存在性

“2

一巡迎澳今翌迪
,

。2
,

1 =

~
争翌坦

.

(9 )

因此
,

我们有以下结论
:

l
·

当 ‘
’

(o ) > o
,

f Z (o ) 多 4 9
’

(o )时
,

(o
,

o )为结点
,

且当f( o ) > o 时是不稳定的
,

当f( o )

< o 时是稳定的 ; 当f
Z
(o ) < 4 9 ‘

(o )
,

f(o ) 笋 。时
,

(o
,

o )是焦点 ; 当 g
‘

(o) < o 时
,

(o
,

o )是

鞍点
.

2
.

当 g
‘

(l) > o
,

f Z (l) 〕 4 9
‘

(o )时
,

(l
,

o ) 为结点
,

且当f( z ) > o 时是不稳定的
,

当 f( l)

< o 时是稳定的 ;当 f
Z(l) < 4 9 ‘

(l)
,

f(l) 笋 。时
,

(l
,

o )是焦点 ; 当 g ‘

(l ) < o 时
,

(l
,

o )是鞍

点
.

根据以上分析
,

方程组 (8) 在相平面的区域 月 中有从 (0
,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨道
,

只可能在

以下 4 种情形出现
.

l) (0
,

0 )为不稳定结点
,

(1
,

0 )为鞍点 ; 2 ) (0
,

0 )为不稳定结点
,

(1
,

0 )为稳定结点 ; 3 ) (0
,

0)
,

(1
,

0) 均为鞍点 ; 4) (0
,

0) 为鞍点
,

(1
,

0) 均为稳定结点
.

通过变换 瓦 = 1 一 u ,
云 = 一 。 ,

情形 4) 可以化为情形 l)
,

所以
,

我们只须考虑情形 l)
、

2)
、

3 )
.

定理 2 设

( i ) g (。) > o
, u 任 (o

,

l )和 g
‘
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‘

(x ) < o ;
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。
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:

令
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,
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则 (l) 存在唯一的严格单调解
.

证 在定理条件下
,

(0
,

0) 是不稳定结点
,

(1
,

0) 是鞍点
.

在(0
,

0) 处除两条轨线当 t ~
一 ao

切于直线
。 = k Z “

进入原点(。
,

0) 外
,

其余轨线当 t 一
一 a0 时切于直线

, = k : u
进人原点(0

,

0)
,

这里的 无1 、 k : 以及下面的 产 ,
由(9) 确定

.

在 (1
,

0) 处
,

其在上半平面的稳定流形 r 当 , ~
+

ao 切于直线
, = 产 : (u 一

l) 进人奇点 (1
,

0)
.

因此
,

若能证明 厂同时为(0
,

0) 的不稳定流形
,

则

p 即为从(O
,

0) 到(1
,

0) 的连结轨道
.

为此
,

我们在 口 中构造一个负向不变 区域 。。 ,

它由 3 条直线围成
,

即 , = 0
、 “ 二 1 和 , =

几。。(k o

直线段

> 0 )
,

如图 l所示
.

在直线段
, = o (0 < u < 1 )

,

d u / d : = 0
,

d , / d : = 一 g (u
) < 0 ;在

u = 1 (, > 0 )
,

d u / d t = 。 > 0
,

d 。 / d ‘ =

虐既
: g (

“
)/

“ > 0, 由 m 。 〕 2而 知
,

不等式 护
-

f( ‘)
” > ”

·

令 In 。 =
。

兜lf(
u ) > ”

, a =

nz o k + a 冬 。有正根 k0
,

从而有 nzo
一 a / k。 )

几0 .

因此
,

在直线段
。 = k。。 (o < u < l)

,

d 。 / d u 二
f(u

)
一 g (

。 )/ 无。u 〕 。。 一 a / k。 ) 无。
,

即

在上述 3 条直线段上
,

(8) 所定义的向量场有图 1 所示的方向
,

口。确为 (8) 的一个负向不变区

域
.

现考虑 (1
,

0) 上半平面的稳定流形 尸
,

由于 尸正向在口
。
中

.

这样 厂 的。
极限点也应在口

。

中
,

但 口。
中不存在除(0

,

0) 以外的
a
极限点

,

即 尸 的 a
极限点只能为 (0

,

0)
,

这样 厂 即为 (0
,

0)

到 (1
,

0) 的连结轨道
.

这就证明了连结轨道的存在性
.

连结轨道的唯一性由双曲鞍点 (1
,

0) 在上半平面内稳定流形 的唯一性 即得
.

证毕
.

由定理 2 的证明过程知
,

在其它条件不变的前提下
,

了(0 ) 二 o 时结论也成立
,

即有下面的

定理
.

定理 3 假设
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。 二

吧 (
u

)

, 二 ko “

砂二 k l “

r

图 , 三角形负向不变区域 图 2 弓形负向不变区域

( i ) g (u ) > o
, u 〔 (o

,

1 )
,

g
‘

(1 ) < 0 ;

( 11 ) f (u ) ) 2

八

/
,
二

,

度左业2
, “

任 〔0
,

1〕

则 (l) 存在唯一的严格单调解
.

推论 4 假设

( i ) g’l (u ) < 0
, u 任 [0

,

一1 ;

( i} ) f (。 ) 〕 2 抓了而)
, u 任 [o

,

l ]
,

则 (l) 存在唯一的严格单调解
.

注 1 在定理 2 的假设下
,

可 以证明当 : ~
一 ao 时

,

r 进人(。
,

0) 的切线方向斜率为 k l
.

事实上
,

假设其

切线 的 斜率为 元
,

则有 元 、 。。 、 (m 。 +

护磷万丽 )/ 2 、 * 2
.

故 只 要 。。 < f (o ) 或 g
,

(o ) < 。 二

洁饥
〕

(s(
‘

)/u )
,

就可以保证 秃 <
kz. 因此

,

厂随 ‘

一
‘ 时不可能沿直线一 kzu 进入 (0, 0), 而 只能沿直线

‘ 二 k , “
进人(o

,

o )
.

我们也可以利用 Gi th 卿[s, 7〕的方法来构造一个不变区域 以处理结鞍情形 (包括 g
,

(0) 二

0)
.

令
: 二 。 一

ag (u)
,

其中
a > 0

,

则有

fd u , , 、 d u \
=
气丽

一 “g 、“ ’

丽 I
: = 。 =

山一山

。
)g (。 ) 一 。2 9

,

(。 )g (。 ) 一 g (。 ) = (af(
“ ) 一 。 2 9

‘

(“ ) 一 1 ) g (“ )

、几�af(

若存在
。 > o 使得 ( d z / d : )

: 二 。 〕 o
,

对任意的
u 任 〔o

,

l ]
,

of ( u ) 一 a Z g
,

( u ) 一 l 办 。
,

则可以确

定一条连结轨道
.

事实上
,

在曲线
。 = ag ( u) 上

,

(8) 的轨线方向指向该曲线之外
,

从而曲线
。 二 。

酬 u) (0 <

u < l) 与
。 = O围成一个负向不变区域 。。 ,

如图 2 所示
.

现在曲线段
。 = a g ( 。 ) (0 < u <

1) 上任取一点 A
,

在直线段
。 二 0 (O < u < 1) 上任取一点 B

,

用 l表示连结点 A 和点 B 的曲线

段
,

尸 为 l 上任一点
,

用 f( 尸
,

, ) 表示当 t 二 o 时过点 尸 的轨线
.

于是
,

h m f( 尸
,

0 二 (0
,

0)
,

而当 t ~ + o0 时
,

f( 尸
,

t) 要么趋于 ( 1
,

0)
,

要么离开 口。
.

因此
,

根据解对初值的连续依赖性
,

必

存在 l上的某点p 。
使得 lim f( p 。

,
: ) = (0

,

0 )
,

lim f ( 尸。
,

r ) = (o
,

1 )
,

即f ( p 。 ,
: ) 为 (0

,

o ) 到 ( 1
,

0) 的连结轨道
,

而该轨道即为鞍点 ( 1
,

0) 上半平面的整条稳定流形 尸
.

综合以上分析
,

我们有

下面的定理
.

定理 5 假设

( j ) g ( u ) > o
, u e (o

,

1 ) :

( “) 存在
“ > O 使得
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of (
u

)
一 。 2 9 ‘

(
u

)
一 x ) o

则 (l) 存在严格单调解
,

又若 g ‘

(l) <

u 任 (0
,

1 )
,

(1 1 )

0
,

则严格单调解是唯一
注 2 设 g 是 [0

,

l] 上的凸函数
,

则条件(l 0) 意味着条件(l l) 为真
.

事实上
,

记
。 二

了1歹了硬
,

6)
,

由条件

(10 )得

f (
“

) 二 :

洲
。u p 捌丛2 = * 了? 而)

=

生
+ ·‘

,

‘o ) 二

含
+ ·g

,

(
·

) (
· 。 (o

,
l ))

,

即对任意的
u 任 (o

,
l)

,

of (
u

) 一 a Z 召
‘

(
。

) 一 l 妻 0
.

将
a 改为〔0

,

l] 上某个连续可微的正函数 协(u)
,

对定理 5 中的条件 (10) 进行推广
,

可得

到下面的定理
.

定理 6 假设

( i ) g (。 ) > o
, u 任 (o

,

l) ;

( 11 ) 存在 必(u
) e C , ,

必(“) > 0
, u 任 [o

,

l ] 使得

必(u
)f (

u
)
一 乒2

(
u

)g
,

(
。

)
一 笋

‘

(。 )价(。 )g (。 ) 一 l 〕 o (u 任 (o
,

l))
,

则 (l) 存在严格单调解
,

又若 g
‘

(0 ) < 0
,

则该单调解是唯一的
.

下面的定理保证(8) 有无穷多从(0
,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨道
.

定理 7 假设

( i ) g ‘

(0 ) > o
,

g ‘

(l) > 0
,

g (u 。) = 0
,

g
,

(
u 。

) < o
,

o < u o < l ;

( ii ) f( 0) > 2 护了飞可
,

f( l) < 一 2 丫了厕
,

存在
。 > 0

,

月 < 0 使得

a Z g ‘

(

醉g
,

(

)
一

af(
) 一

酬

1 < 0

l < 0

〔 〔0
, u 。

任 (u o ,

l

(12 )

(13 )

、J了、.产

则 (l) 必存在无穷多个严格单调解
.

证 在定理条件下
,

(O
,

0) 是不稳定简单结点
,

(1
,

0) 是稳定简单结点
,

(。。
,

0) 为简单

鞍点
.

首先
,

我们证明
,

鞍点 (u 。 ,

0) 位于上半平面 的稳定流形 厂 ; 随 t ~
一 oo 必进人(0

,

0)
,

不稳

定流形 厂2
随 t ~ + ao 必进人 (1

,

0)
.

事实上
,

令
: = , 一 。g (u)

, u 任 〔0
,

u0 ]
,

于是由条件(12)

知

1 d z \ I d ‘
. , 、

d u \

气不 )
: 二 。 “

气丽
一 “g 、“ )

丽 )
: 二 。 =

(of (u ) 一 。 2 9
,

(。 ) 一 l) g (u ) 〕 o
,

即在曲线
。 =

ag (u) (0 < 。 < u0 )上
,

(8) 的轨线方向指向该曲线之外
,

而在
公 二 0 上轨线方

向向下
.

故该两曲线 围成的区域 。 、为负向不变区域
.

如图 3 所示
.

类似图 2 所示的事实
,

在 口 ;
中有从(0

,

0) 到 (u。 ,

0) 的连结轨道
,

而该轨道即为 厂 ; .

同理可证
,

在条件 (13 )下
,

由
公 二

O 和 , =
庵 (u ) (u 。 < u < l) 两曲线可围成一个正 向不变区域 习 2 ,

而 几 为 口 : 中从 (u 。 ,

0) 到

(1
,

O) 的连结轨道
.

其次
,

我们指 出
,

当 t
一月卜 一 ao 时

,

厂, 切于直线
· 二 k , “

进人 (0
,

0) ; 当 , ~
+

直线
。 二

内 (u 一
1) 进人 (l

,

0)
.

事实上
,

由 护 g
,

以
,

当 t ~
一 ao 时

,

厂 ;
进人原点 (0

,

0) 的切线斜率

(o )
一

af( o ) + l < 0 可知
,

k ; <

k 满足关系

时
,

厂:
切于

a < 棍
,

所

k 落 a g
,

(0 ) ‘ f(0 )
一

告
<

f(0 , -

一
-

一互蛀互匹
一

一
-
一

二 k
, .

f( 0) 一

石灭可二飞云
矛又币



从而 k 必等于 无, .

同理可证关于 几 的结论
.

, 二

咭 (
。

)
, 二禽 (

“
)

仇�几场下

图 3 双弓形负向与正向不变区域 图 4 无穷多轨道的存在性

第三
,

我们证明
,

当 t ~
一 ao 时

,

切于直线
即 二 k Z u

负向进人 (O
,

0) 的轨线 厂3 与直线
“ =

u 。必相交于一点 A ( u 。 , , , ); 当 , ~
+ aO 时

,

切于直线
。 二 产 , ( 。 一 l) 正向进人( 1

,

0) 的轨线 几

同样必与直线
“ 二 。。相交于一点 B ( “。

, 。 , )
.

事实上
,

设 尸3 可表示为
。1 ( u)

,

若 几 不与直线

u 二 u 。相交
,

由于 d u / dt = 。 > 。
,

则必存在直线
“ = “ 1 (0 < u , ‘ u0 ) 使得 尸3

当
。

~
“、时

,

可充分接近直线
。 = u ; ,

但不和它相交
.

若
u ; < u 。 ,

取
, = 。。 >

】1 1a X
二好〔。

. “0 1

。 2 ( u)
,

其中
。2 ( u) 是 尸 ; 的函数表示

,

此时 厂3
必和直线

刃

= , 。相交于一点 ( 。2 , 。。)
,

其中 。 < u : < u ;
.

考虑到
。m :。 =

。 e [
。2

, “一1

。 ; ( u
) > o (因为 r 3

必在

尸,
之上 )

,

从而 由 d , =

「
“,

d u

公‘ = l —J “Z U

d u / 。得

f
“ .

d u

蕊 母

—
=

J 柱 刃 , ; ,

一2

U l 一 u Z

‘口 in

即 尸3
从点 ( “2 , 。。

) 起再经过不多于 ( 。 , 一 u Z ) / 。m i。 的时间必与直线
u = u l 相交

,

矛盾
.

从而

u , 必等于
u 。 .

由此得出 h m inf 。 , ( u) > 0 成立
,

否则与鞍点 ( u 。 ,

0) 附近的拓扑结构矛盾
.

重
“
~

, o

复地用上述方法可证 尸3
必与直线

。 二 u 。相交
.

与原假设矛盾
.

类似地可证 几 必与直线
u

= u 。相交
.

如图 4 所示
.

最后
,

我们取
。 ’ = m i n { , , , 。 ,

} > o
,

由图 4 显然可见
,

对任意的 p 任 { ( 。。
, 。

) 1 0 < 即 落

。 ’

}
,

有 lim f (尸
,

r ) 二 (o
,

o )
,

且 lim f ( 尸
,

t ) 二 ( l
,

0 )
.

证毕
.

注 3 我们可将定理 7 中的
。
和月分别换成相应区间上的连续可微的正函数卢(

“
) 和负函数 拟

“
)

,

以得

更一般的结论
.

注 4 由于 r t 、

几 的存在
,

定理 7 隐含边值问题

了 一 f(
u
)

u , +

。 ( 一 ao ) 二 0 ,

g ( u
) = o ,

u
( + ao ) = u o

了 一

。 ( 一
f (

。
)
。, +

aO )
二 u o

g (
。

) = o ,

, u ( + ao )
二

分别存在唯一的严格单调解
.

注 5 当f( 动 . 。
时

,

且 g 〔u) 满足定理 7 的条件时
,

边值问题 ( l ) ( 即 (7) )不存在单调解
.

例 考虑无穷边值问题

( 2 丫厄砚
+ 。

ao ) = 0
, u

e o s (二 u ) 。
, + 。in (2 二 u ) = 0

,

+ 二 ) = l
,

( 14 )
一�矿u(
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rd 系统无穷边值间题解的存在性

其中 f( u)

( i )
. u o

丫g
‘

(1 )
.

==
(2 了云

+ ‘
)

e o s
(
二 。

)
,

g (
“

)
= 。in

(2二 u
)

, ‘ > 0
.

显 然
,

g 满足定理 7 的条件

= 一/ 2
,

g ‘

(u
)

= 2二e o s
(2二 。)

,

f (o ) > 2 召厄玉
== 2 丫窗而)

,

f( l) < 一 2 丫云
= 一 2

取

·

侧赢
=

摇
,

,
=

诉恶
= 尸

概
则当

‘
充分大时

,

f(
。

)
==

(2 了云
+ 。

)
。0 5 (7r 。

) > 了云 (一 + 。0 5 (2二 u
))

=

Za 二 e。。
(2二 “

)
=

粤
+ 。g ,

(
。

)
。 任 [。

, 。。
)

“

+

l一
a

f (。)
= (2 了云 + 。

)
。0 5 (二 u

) < 一
了云(l + e o s (2二 。)) =

青
· , , 7r

一‘,
7r ·

,
=

青
·
“

’

‘
·

,
· e ‘一 ‘〕

·

于是定理 7 条件全部满足
,

因此
,

(14) 存在无穷多严格单调解
.

以下设 g ‘

(o ) < o
,

g ‘

(1 ) < o
,

即(0
,

o )和 (l
,

o )均为鞍点
,

并设 g 在 (o
,

l)内还存在唯一一

个零点
u 。 ,

即(8) 还存在一个非鞍点奇点 (u 。,

0)
.

记(0
,

0) 上半平面的不稳定流形为 r ; ,

(1
,

0) 上半平面的稳定流形为几
.

r , 和 几 分别与

直线
u = u 。

相交于点 A 与点 B
,

若点 A 与点 B 重合
,

则 尸1
(厂

2
) 即为 (0

,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨

道
.

以下我们利用 八』助朋
H H H [8, 9〕引人的向量场比较方法来研究鞍点间分界线的相对位置

.

为此
,

对 (8) 作变量替换

}
U 二

俨
一

.

石丁丁I
(15 )

其中 抓 u) 为连续可微函数
,

并满足条件 袱 峋 )
= 1

,

创 u) > 0
, u 任 【0

, 。。
〕

.

显然
,

在变换

(15 )下
,

系统 (8) 的奇点及其类型并不改变
,

且 (8) 化为

== a价(面)云而一山由一dt

其中
a = u 。/ (

。。

1

协(五)
一 1 )

(16 )

lr{二
+ 1

)价(。)。 一 ;

(二
+ 1

)1
一 ‘, 价

,

(。)
,

L , \ 口 , 一 、 口 I J

.

r :
变为 (16 ) 鞍点 (0

,

0) 的一条分界线 几
.

若存在满足上述条件的

拟 u) 使得 几 和 尸1
完全重合

,

则点 A 和点 B 重合
.

记

△‘一 ‘
, ·

,
=

, (寺
· 1

)
‘(

· )一
。

(誊
+ 1

)
-

a , 2 协
,

(
u

)笋(u ) 一 a协2 (u
) [f(

u )。 一 g (u )〕
.

其中 助(
“

)为 尸 ;
在LO, uo 〕上的函数表示

·

若(△(
“ ,

价
, ,
”

。 二 ,

0(
。

) . 0
,

则 几 与 几 完全重

合
.

根据以上分析
,

我们得到
:

定理 8 假设

( i ) g ,

(o ) < 0
,

g ‘

(l) < o ;

( 11 ) 存在连续可微函数 协(u
)满足 协(u 。

)
二 1

,

价(u
) > 0

, u 任 [0
, u 。

] 使得

(△(u ,

协
, ,

) )一
, 。(

“
) . 0

,

(17 )

则(1) 存在唯一严格单调解
.
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2 非单调解的存在性

本节考虑 g 只有两个零点
,

即 g (0) = g (l) 二 。
,

盯 u) > 。
, u 任 (0

,

1 )
.

显然
,

下面的命

题成立
.

命题 9 (l) 存在非单调解 的充分必要条件是 (8) 存在 (0
,

0) 到 (1
,

0) 的连结轨道
,

且该轨道

至少穿过
u
轴一次

.

考虑到变换 瓦 = 1 一 u ,
石 = 一 。 ,

我们只考虑下列两种情况下
,

(1 )非单调解 的存在性
.

1
.

(o
,

o )为焦点
,

(l
,

o )为鞍点
,

即当 g
,

(o ) > o
,

g
,

(l) < o
,

o < f Z (o ) < 4 9
,

(o ) 时 ;

2
.

(o
,

o )为不稳定结点
,

(l
,

o )为鞍点
,

即当 g
‘

(o ) > o
,

f(o ) > 2 丫百灭石)
,

g
‘

(l ) < o 时
.

定理 10 假设

( l ) g
,

(o ) > 0
,

g
,

(1 ) < 0
,

f Z (0 ) < 4 9
,

(o )
,

g ( !L ) > o
, u 任 (o

,

l) ;

( 11 ) 存在
‘。 > 0

,

占。 > 0
,

使得 f(
u ) > 。。

, u 任 (一 0o
,

1」
,

且 lim s u p g (u ) < 一 占。
,

则 (1) 仅存在唯一的非单调解
.

证 首先
,

当 t ~
一 oo 时

,

鞍点(1
,

0) 上半平面的稳定流形 r ;
必依次与

。

轴相交于点 A (0
, 。, ) 和点 (u 。 ,

0 )
.

直接进人(0
,

0 )(因为(0
,

0 ) 是焦点)
.

事实上
,

厂1
不首先与线段

。 二 0 (0 < u <

正半轴和
u
负半

l) 相交
,

也不能

取 , = 峋 >
In a X

u 〔(0
,

l )
(g (u )了(u ) )

= 。。
相交

,

由于 d u / dt = 公 > 0
,

则 r ;
必与

。正半轴相交 ;若不与直线
。

> 0
,

若 厂 1 不与直线 U

= 。。相交于点(u 。 , 。。)
,

则有 。 m i。 =
in f

“ (0
, ‘o )

。。(u )

d u

鉴
礁

> 0
,

其 中
。
0( 动 是 尸 ; 的函数表示

.

故由 d u / d : 二 。 得

幼 △t 蕊方
。

u 0

U m in

du一
"

一一

即从点 (u 。 , 。。)起
,

后退不超过时间

轴相交
.

用反证
,

若不交
,

由

,

尸,
就得与

。 正半轴相交
.

下证 厂; 还得与
“
负半

U一山Ud一八/

二

匹些2卜
- ‘(u )

> 0 (u < 0 )
, t.

!
J、.产、,J尹d 刀

d u

知
, 。。(u )在

f (。

u < 0 时单调递增且有下界故有 h m 峋(u)
= a ) 0

.

我们断言
。 尹 。

,

否则在
u

负半轴充分远处
,

由 d u / dt 二 。
,

d 。/ dt 二 一
酬 u) > 。 。 > 。(a 。

是存在的 )知
,

(8) 的轨线方向

向上
,

由该处出发的轨线必与 厂 1 相交
,

这与 Cau c场 问题解的存在唯一性矛盾
.

从而

八
。

小
-

{少器
=

玛1
U j J

尽终之1
I(

, , ) J

_
_

d * )

> ‘o a > U 二, d t <

~‘o ef(竺
一�

面一dt

进而得 △ t <

即从点 A 起
,

后退不超过时间 如 / (
, 。

a)
,

尸 1
就得与

u
负半轴相交

,

矛盾
.

其次
,

我们作对称变换

( 1 8 )公工一一
一U

,U一一
一U

将 (8) 化为

f d瓦

}下
= 一 , ’

1 Q U 广 / 一 、 一 l _ 、

L不
= J 、u 产公 + g 、 u 夕

·

( 19 )

易知变换 ( 18 )不改变系统 ( 8) 的奇点及其类型
,

且由 ( 18 )所确定 的平面上的点映射
,

是将系统

(8) 位于上 (下 )半平面的每一条积分曲线
,

映为系统 ( 19) 位于下 (上 )半平面的对应的积分曲
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/// 二二二二
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。。

、众\
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砂砂

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA夕夕尸一一一~
.

~
.....
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图 5 焦点【0
,

0) 的负向吸引城 圈 6 三角形负向不变区域

线
.

特别地
,

将(8) 鞍点(1
,

0) 下半平面的不稳定流形 几 映为系统(19) 鞍点 (1
,

0) 的一条分界

线 几
.

几 的斜率为
一

(f(

f(
u ) 。 一 万(。 )

公 + g u) )/ , ,

I’1
的斜率为(f( u) , 一 g (u) )/ 。 ,

二者的斜率差为
碑J

‘
、、

,
矛

=
2f (u ) > o u 毛 l

,

、,产
月

了‘.
.、、

U

由微分方程比较原理知
,

几 位于 尸 , 的上方
,

如图 5 所示
.

返 回原系统(8 )
,

从上面的讨论可

见
,

厂2
要么与

u
负半轴没有交点

,

要么与
。
负半轴相交

,

但交点必落在点 B 的左方
.

最后
,

过点 B 作
u
轴的垂线交厂

: 于点 C
,

用 。 表示尸
1 、尸: 和直线 B C 围成的区域

.

于是
,

在线段 B c 上 (8) 的轨线方向指向区域 。 之外
,

如图 5 所示
.

显然
,

{f( B
,

t) l : < 0} c 几
.

根据 B en di xs on 原理
,

(8) 在 日 中没有闭轨道
,

因为

聂
(·卜晶

‘f(
·

,一
g ‘· , ,

二
f (

·
’> 0

,

所以
,

尸 ,
的

a
极限点只能为原点 (0

,

0)
,

即 尸 1
为(0

,

0) 到(1
,

0) 的连结轨道
.

唯一性易见
,

证

毕
.

现在假设 g
,

(0 ) > 。
,

f(0 ) ) 2 丫了了6)
,

g
,

(l) < 0
,

即(0
,

0) 为不稳定结点
,

(1
,

0) 为鞍

点
.

类似于定理 10 第一部分的证明
,

鞍点 (1
,

0) 上半平面的稳定流形 厂1
当 t ~

+ . 时
,

要么

与
, 正半轴相交

,

要么趋于 (0
,

0) ;下半平面的不稳定流形 几 ; 当 t ~
+ ao 时

,

必与
。
负半轴相

交
.

记

几 =
{(u , 。 ) 1 0 ‘ u 蛋 1

,

0 ‘ , ‘ , 。(u
)}

.

其中 如(u) 是 尸 1
在区间【0

,

l] 上的函数表示
.

再记

△(u ,

庐
, , ) =

f(
“ )协2

(
u )。 一 g (“ )价2 (。 ) 一

f(
u )必(u

)
。 + 必

‘

(u ) , 2 + s (
。

)
.

引理 11 假设

( i ) g ,

(o ) > o
,

g
,

(1 ) < 0 ;

( 11 ) f (o ) ) 2 了百灭石)
,

并且存在 价(u ) 任 c ,
[o

,

l]
,

协(u
) < o

, u 任 [o
,

l ] 使得在 几 中

△(u ,

笋
, 。

) 鉴 0
,

则 r l 必与
, 正半轴相交

.

证 对系统(8) 作关于
“
轴的拟对称变换

u = “ , 公 =
面压万

, (2 0 )

使得 (8) 变为

协(反)
, ,

(2 1 )

价(反)

一一一一
而一dt南一dt
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变换(20 )将 厂:
变为系统(2 l) 鞍点(1

,

0) 的一条分界线 几
,

现 比较 几 和 尸l 的斜率

无: : 一 k :

{

△(
u

=
厂

“ ) 一 邃些业
_

f(
u )笋(u

叠
。 一 ; (。 ) 一 笋

,

(
“ )。 ,

, 必2 ( , ,

、
, ,

,

协
, , )

笋2 (u ) 。
蛋 O

由于 八和 厂:
均过 (1

,

0)
,

根据微分方程比较原理
,

r ;
落在 几 的上方

,

由几 与 , 正半轴相交
,

得 尸、也必与
。 正半轴相交

.

证毕
.

根据上述引理
,

可得下述定理
.

定理 12 假设

( i ) g ‘

(o ) > 0
,

g
,

(1 ) < o ;

( .。) 。u 。 丑二卫2 、 + 二
,

,( 。 ) 、 :
人

/
。u 。 赵

一

业
, 。 、 。;

“呀 (一 白
.

0 ) U 一 Y u 〔( 一 ‘
.
0 ) 肠

( 111 ) 存在 必(。) 任 e ‘
〔o

,

l]
,

乒(u ) < o
, u 任 [o

,

l〕使得 △(u ,

必
, 。

) ‘ o 在 几 中成立
,

则(l) 存在 唯一的非单调解
.

证 由引理 11
,

当 t ~
一 aO 时

,

尸、必与
。正半轴交于一点A

,

类似于定理 10 第一部分的证

明
,

当 : ~
一 二 时

,

尸 :
还得与

zL
负半轴交于一点 B

.

过点 B 作垂线交直线
。 = k。“ 于一点 c

,

类似于定理 2 的证明知
,

由三条直线
, “
轴

、

直线

B c 和 。 二 k。u (k。 > 0) 所围成的区域为(8 )的一个负向不变区域
,

其中 介。为满足不等式 端
-

爪。无。 + 月‘ 0 的正 数
,

m 。 =
。

护乃
,
。)f(

“ )
,

月 二 : 。

骨, g
,
。)(; (u )/ u )

·

如 图 6 所 示
·

因此
,

lim f( B
,
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