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非饱和土本构关系的混合物理论( Ò)

) ) ) 线性本构方程和场方程
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(我刊编委黄义来稿)

摘要:  通过对非饱和土非线性本构方程和场方程的线性化,推导出了非饱和土的线性本构方程

和场方程# 把线性方程表示为与 Biot饱和多孔介质方程相似的形式; 证明了 Darcy定律对非饱和

土的适用性;说明了 Biot饱和多孔介质方程是这些线性方程的特例# 所有这些都表明用混合物理

论处理非饱和土本构问题的正确性# 
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引   言

前文[ 1]应用混合物理论建立了非饱和土的非线性本构方程和场方程以及非饱和土混合物

热力学系统完备方程组# 本文对非线性本构方程和场方程进行线性化,推导非饱和土线性本

构方程和场方程;并且把线性方程表示为与 Biot[ 2]饱和多孔介质方程相似的形式;证明了 Dar-

cy 定律对非饱和土的适用性;最后指出 Biot方程是本文线性方程的特例# 

1  本构方程耗散部分的线性化

若非饱和土的耗散特性为各向同性,则耗散势函数 ( 0是系统热力学力 Y0 中张量和矢量

不变量的函数# 为了得到线性本构方程, 首先把 ( 0表示成 Y0中独立本构变量二阶不变量的

一次多项式# Y0中独立本构变量的二阶不变量有

IA = ( trd s)
2
, IB = ( trd l )

2
, IC = ( trdg)

2
, ID = trd2

s , IE = trd2
l , IF = trd2

g,

IG = tr( d sd l ) , IH = tr( d ldg) , II = tr( dgd s) , IJ = t r( wl - ws )
2
, IK = tr( wg - ws )

2
,

IL = tr[ ( wl - ws) ( wg - ws) ] , IM =
g#g
H2

, IN = | vl - vs |
2
, IO = | vg - vs |

2
,
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IP =
g
H

#( vl - vs ) , IQ =
g
H

#( vg - vs ) , IR = ( vl - vs)#( vg - vs) ,

IS = ( <
c
g )

2
, IT = <

c
g trd s, I U = <

c
g trd l , IV = <

c
g trdg# 

( 1a~ v)

设

( 0 = E
Z

kZI Z   ( Z = A, B , ,, V ) , (2)

式中

kZ = kZ( YR 0; YI 0) =
5 ( 0
5IZ

# (3)

把( 2)给出的 ( 0代入本构方程耗散部分表示式( [ 1] 中(107) ~ (111) ) ,得

t
s
sD = Kss ( trd s) I + 2Lssd s + 2Lsld l + 2Lsgdg + kT <

c
gI , (4)

t
s
lD = Kll ( trd l ) I + 2Llsds + 2Llld l + 2Llgdg + kU <

c
gI , (5)

t
s
gD = Kgg ( trdg) I + 2Lgsds + 2Lgld l + 2Lggdg + kV <

c
gI , (6)

MlD = - 2Ull ( wl - ws ) - 2Ulg ( wg - ws ) , (7)

MgD = - 2Ugl ( wl - ws) - 2Ugg ( wg - ws ) , (8)

MsD = - E
f

MfD = 2( Ull + Ugl ) ( wl - ws ) + 2( Ugg + Ulg ) ( wg - ws ) , (9)

qI = - 2kM
g
H
- kP( vl - vs) - KQ ( vg - vs) , (10)

f l = - 2kN ( vl - vs) - kR( vg - vs) - kP
g
H
, (11)

f g = - 2kO( vg - vs ) - kR ( vl - vs ) - kQ
g
H, (12)

f s = - E
f

ff = (2kN + kR) ( vl - vs ) + (2kO + kR) ( vg - vs) + ( kP + kQ )
g
H
, (13)

Rg = 2kS<
c
g + kT trd s + kUtrdl + kV trdg , (14)

其中

Kss = 2kA , Kll = 2kB , Kgg = 2kC, Lss = kD, Lll = kE, Lgg = kF,

Lsl = Lls =
1
2
kG, Llg = Lgl =

1
2
kH , Lgs = Lsg =

1
2
kI ,

(15)

Kls = Ksl = Klg = Kgl = Kgs = Ksg = 0, (16)

Ull = 2kJ , Ugg = 2kK , Ulg = Ugl = kL# (17)

方程( 4) ~ ( 14)就是非饱和土本构方程耗散部分线性化的结果# 应该指出:耗散部分线性方程

中的系数 kZ( Z = A, B , ,, V) 仍然可以是非耗散独立本构变量 YR 0和混合物内部状态参量

YI 0的非线性函数# 

为了确定 kZ( Z = A, B , ,, V) 满足的条件,把(4) ~ (14) 式代入熵不等式( [ 1] 中(88) ) ,

有

E
a

Kaa( trda)
2
+ 2 E

a

Laatrd
2
a + 4[ Lsl tr( ds dl ) + Llg tr( d l dg) + Lgstr( dg d s) ] +

    2kS<
c2
g + 2kT <

c
gtrds + 2kU <

c
gt rdl + 2kV <

c
g trdg + Ull tr[ ( wl - ws)

T
( wl - ws ) ] +

    Ugg tr[ ( wg - ws )
T
( wg - ws) ] + 2Ulg tr[ ( wl - ws)

T
( wg - ws) ] +
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    2kM
g
H

2

+ 2kN | vl - vs |
2
+ 2kO | vg - vs |

2
+ 2kP

g
H

#( vl - vs ) +

    2kQ
g
H#( vg - vs) + 2kR( vl - vs)#( vg - vs) \ 0# (18)

上式等价于下面几个不等式

  E
a, c= l, g

Uactr[ ( wa - ws)
T
( wc - ws) ] \ 0, (19)

  E
a, c= s, l , g

Lactr da-
1
3
( trda) I dc -

1
3
( trdc ) I \ 0, (20)

  kM
g
H

2

+ kN | vl - vs |
2
+ kO | vg - vs |

2
+ kP

g
H

#( vl - vs) +

      kQ
g
H

#( vg - vs) + kR ( vl - vs )#( vg - vs ) \ 0, (21)

  E
a, c= s, l , g

Kac +
2
3
Lac ( trda ) ( trdc ) + 2kS ( <

c
g)

2
+

      2kT <
c
gt rds + 2kU <

c
g trd l + 2k V <

c
gtrdg \ 0# (22)

它们成立的必要条件是下面的对称矩阵是半正定的

  1
2 [ Uac ] =

kJ
1
2
kL

1
2
kL kK

, (23)

  [ Lac ] =

kD
1
2 kG

1
2 kI

1
2
kG kE

1
2
kH

1
2
kI

1
2
kH kF

, (24)

  

kM
1
2 kP

1
2 kQ

1
2
kP kN

1
2
kR

1
2
kQ

1
2
kR kO

, (25)

  1
2

Kss +
2
3
Lss Ksl +

2
3
Lsl Ksg +

2
3
Lsg kT

Kls +
2
3
Lls Kll +

2
3
Lll Klg +

2
3
Llg kU

Kgs +
2
3
Lgs Kgl +

2
3
Lgl Kgg +

2
3
Lgg kV

kT kU kV 2kS

=
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kA +
1
3
kD

1
6
kG

1
6
kI

1
2
kT

1
6 kG kB +

1
3 kE

1
6 kH

1
2 kU

1
6
kI

1
6
kH kC +

1
3
kF

1
2
kV

1
2
kT

1
2
kU

1
2
kV kS

, (26)

这就是系数 kZ( Z = A , B, ,, V ) 满足的必要条件# 

2  本构方程非耗散部分的线性化

讨论均匀非饱和土本构方程非耗散部分在某静力平衡状态处的线性化问题# 静力平衡状

态就是系统完备方程组的静态解, 把这个状态作为组分参考构形# 因此,对于静力平衡状态有

  Fs = I , (27)

线性非耗散本构方程,是对混合物偏离静力平衡状态很小时,非线性本构方程非耗散部分的线

性近似# 为此, 把非饱和土混合物组分自由能密度

  7 a = 7 a( H, Cs , Qg , <l , <g ) (28)

在静力平衡状态处展开

7a = 7+a +
5 7 a

5H

+

( H- H+ ) + 2tr
5 7 a

5Cs

+

Es +
5 7a
5Qg

+

( Qg - Q+g ) +

    E
f

5 7 a

5 <f

+

( <f - <
+
f ) +

1
2

52
7a

5H2
+

( H- H
+
)
2
+

    2tr
52
7a

5H5Cs

+

Es ( H- H+ ) +
52 7 a

5H5Qg

+

( Qg - Q+g ) ( H- H+ ) +

    2tr
52 7a
5C2

s

+

[ Es ] Es + 2tr
52 7a
5Cs5Qg

+

Es ( Qg - Q
+
g ) +

    1
2

52 7 a

5Q2g

+

( Qg - Q+g )
2
+

1
2 E

b, c= l, g

52 7a
5 <b5 <c

+

( <b - <+b ) ( <c - <+c ) +

    2tr E
f

52 7 a

5Cs5 <f

+

Es ( <f - <+f ) + E
f

52 7 a

5Qg5 <f

+

( Qg - Q+g ) ( <f - <+f ) +

    E
f

52 7a
5H5 <f

+

( <f - <+f ) ( H- H+ ) , (29)

右上标/ + 0表示函数在静力平衡状态处取值; Ea 是第a 组分的无穷小应变张量

  Ea =
1
2
[GRADWa( X , t ) + (GRADWa (X , t ) )

T
] , (30)

式中, / GRAD0表示对参考构形坐标 X取梯度# Wa 是第a 组分位移,

  Wa( X , t ) = xa( X , t ) - X# (31)

张量 Es 与Cs 的关系是

  Cs = I + 2Es# (32)

( 29)式对混合物组分求和就是

7 I = 7
+
I - Q

+
G
+
( H- H

+
) - ( 7

+
s + <

+
sD

+
g ) trEs + L

+
g ( Qg - Q

+
g ) +

    D
+
g ( <g - <

+
g ) + D

+
l ( <l - <

+
l ) -

1
2
M
+
( H- H

+
)
2
- tr( B

+
sEs ) ( H- H

+
) +
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    S+g
Qg - Q+g
Q
+
g

( H- H+ ) +
1
2
tr[ Es ( A

+
[ Es] ) ] - tr(J+

sgEs)
Qg - Q+g
Q
+
g

+

    1
2
K+gg

Qg - Q+g
Q+g

2

+
1
2
K+ll

<l - <+l
<+l

2

- #+lg
<l - <+l
<+l

( <g - <+g ) +

    1
2
5+g ( <g - <+g )

2
- tr( J+

slEs )
<l - <+l
<
+
l

+ tr( P+
sgEs) ( <g - <+g ) +

    K
+
lg

Qg - Q+g
Q+g

<l - <+l
<+l

- #
+
gg

Qg - Q+g
Q+g

( <g - <
+
g ) +

    S+l
<l - <

+
l

<
+
l

( H- H+ ) + ( +g ( <g - <+g ) ( H- H+ ) , (33)

其中

  

Q+ G+ = -
5 7 I

5H

+

, ( 7+s + <+sD
+
g ) I = - 2

5 7 I

5Cs

+

, L+g =
5 7 I

5Qg

+

=
7+g
Q+g

,

D
+
g =

5 7 I

5 <g

+

, D
+
l =

5 7 I

5 <l

+

=
1
<+l

( 7
+
I + <

+
l D

+
g ) , M

+
= -

52 7 I

5H2
+

,

B
+
s = ( B

+
s )

T
= - 2

52 7 I

5H5Cs

+

, S+g = Q+g
52 7 I

5H5Qg

+

, A
+
= 4

52
7 I

5C2
s

+

,

J
+
sg = - 2Q+g

52 7 I

5Cs5Qg

+

, K+gg = ( Q+g )
2 52 7 I

5Q2g

+

, K+ll = ( <+l )
2 52 7 I

5 <2l

+

,

#+lg = - <+l
52 7 I

5 <g5 <l

+

, 5+g =
52
7 I

5 <2g

+

, J
+
sl = - 2<+l

52 7 I

5Cs5 <l

+

,

P
+
sg = 2

52 7 I

5Cs5 <g

+

, K+lg = <+lQ
+
g

52 7 I

5Qg5 <l

+

, #+gg = - Q+g
52 7 I

5Qg5 <g

+

,

S+l = <+l
52 7 I

5H5 <l

+

, ( +g =
52 7 I

5H5 <g

+

# 

(34)

把( 33)式分别代入公式( [ 1]中( 73)、( 69)、( 78)和( 70) ) ,混合物熵密度和组分偏应力张量

非耗散部分的线性形式分别是

  QG= Q+ G++ M+ ( H- H+ ) + t r( B+
s Es) + S+g tr( Eg) +

      S+l tr( El ) - ( +g ( <g - <+g ) , (35)

  tsR = - ( 7+s + <+s D
+
g ) I - 2( 7+s + <+sD

+
g ) Es - B

+
s ( H- H+ ) + A

+
[ Es] +

      J
+
sgtrEg + J

+
sl trEl + P

+
sg ( <g - <

+
g ) , (36)

  tlR = - [ <+l D
+
l (1- trEl ) - K+ll trEl - #+lg ( <g - <+g ) -

      tr( J+slEs) - K+lg trEg + S+l ( H- H+ ) ] I , (37)

  tgR = - [ 7+g (1- trEg ) - K+lgtrEl - #+gg( <g - <+g ) - t r( J+sgEs ) -

    K+ggtrEg + S+g ( H- H+ ) ] I# (38)

推导过程中用到了气体组分和液体组分质量守恒方程( [ 1]中( 24)和( 77) )的线性形式

  
Qg - Q

+
g

Q+g
= - trEg , (39)

  
<l - <+l
<+l

= - trEl# (40)
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从公式( [ 1]中( 84) )导出 Lagrange乘子 P 为

  P = -
5 7 I

5 <g
- Rg, (41)

其中 5 7 I/ 5 <g 的线性形式是
5 7 I

5 <g = D
+
g + #

+
lgtrEl + 5

+
g ( <g - <

+
g ) + tr( P

+
sgEs ) + #

+
ggtrEg + (

+
g ( H- H

+
)# (42)

定义

t sr = tsR+ <s
5 7 I

5 <g
I , (43)

t lr = t lR + <l
5 7 I

5 <g I , (44)

则( [ 1]中( 85)和( 86) )式表示成

t s = 7 sI + tsr+ t sD + <sRgI , t l = 7 lI + tl r+ tlD + <l RgI# (45)

把( 36)式、( 37)式、( 42)式和( 40)式以及

<s = <+s (1- trEs ) (46)

代入( 43)式和( 44)式, 它们的线性形式分别是

t sr = - 7
+
s I + �A [ Es ] + tr[ ( 7

+
s I + P

+
sg) Es ] I + ( <

+
s #

+
lgI + J

+
sl ) trEl +

    ( <+s #
+
ggI + J

+
sg ) trEg + ( <+s 5

+
gI + P

+
sg ) ( <g - <+g ) + ( <+s (

+
gI - B

+
s ) ( H- H+ ) , (47)

t lr = - 7+l + ( 7+l + <+l #
+
lg + K+ll ) t rEl + tr[ ( <+l P

+
sg + J

+
sl ) Es]+

    ( <+l #
+
gg + K+lg ) trEg + ( <+l 5

+
g + #+lg ) ( <g - <+g ) + ( <+l (

+
g - S+l ) ( H- H+ ) I , (48)

式中的 �A 由下式给出

�A [ Es] = A
+
[ Es ] - 2( 7+s + <+s D

+
g ) Es- ( 7+s + <+sD

+
g ) ( trEs) I# (49)

再利用饱和条件( [ 1]中( 60) )的线性形式

<g - <
+
g = - ( <l - <

+
l ) - ( <s- <

+
s ) = <

+
l trEl + <

+
s trEs, (50)

( 47)式给出的 tsr、(48) 式给出的 t lr 和(38) 式给出的 tgR 分别转化为

t sr = - 7
+
s I + tr [ ( 7 +

s + <+ 2
s 5

+
g ) I + P

+
sg] Es I + <

+
sP

+
sgtrEs + �A [ Es] +

    ( <
+
s #

+
ggI + J

+
sg ) trEg + [ <

+
s ( #

+
lg + <

+
l 5

+
g ) I +

    (J
+
sl + <+l P

+
sg ) ] trEl + ( <+s (

+
g I - B

+
s ) ( H- H+ ) , (51)

t lr = - 7+l + [ 7+l + <+l ( 5
+
g<

+
l + 2 #+lg ) + K+ll ] trEl + tr[ ( ( <+l P

+
sg + J

+
sl ) +

    <+s ( #
+
lg + <+l 5

+
g ) I) Es] + ( <+l #

+
gg + K+lg ) trEg + ( <+l (

+
g - S+l ) ( H- H+ ) I , (52)

tgR = - 7+g + ( 7 +
g + K+gg ) trEg + tr[ ( J+sg + <+s #

+
ggI) Es] +

    ( <+l #
+
gg + K+lg) trEl - S+g ( H- H+ ) I# (53)

对于各向同性非饱和土, 有

B
+
s = BsI , J

+
sg = JsgI , J

+
sl = J slI , P

+
sg = PsgI , �A [ Es] = Ks( trEs) I + 2LsEs# (54)

公式( 51) ~ ( 53)简化为

t sr = [- 7+s + c+sstrEs + +sl trEl + +sgtrEg + kHs( H- H+ ) ] I + 2LsEs, (55)

t lr = [- 7+l + +lstrEs + c+ll trEl + +lgtrEg + kHl ( H- H+ ) ] I , (56)

tgR = [- 7+g + +gst rEs + +gl trEl + c+gg trEg + kHg ( H- H+ ) ] I , (57)

其中
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c+ss = Ks+ 7 +
s + <+ 2

s 5
+
g + (1 + <+s ) Psg ,

c+ll = 7
+
l + <

+
l ( <

+
l 5

+
g + 2 #

+
lg ) + K

+
ll ,

c+gg = 7+g + K+gg , +sl = +ls = <+s #
+
lg + <+l <

+
s 5

+
g + Jsl + <+lPsg ,

+lg = +gl = <+l #
+
gg + K+lg, +gs = +sg = <+s #

+
gg + Jsg ,

(58)

kHs = <+s (
+
g - Bs, kHl = <+l (

+
g - S+l , kHg = - S+g# (59)

3  各向同性非饱和土的线性本构方程和场方程

从( 35)式推导出非饱和土混合物熵密度的线性本构方程是

  G= G+ + tr Q+s G
+
+
<+s (

+
g

Q+
I +

B
+
s

Q+
Es + Q+l G

+
+
S+l + <+l (

+
g

Q+
trEl +

      Q+gG
+
+
S+g
Q+

trEg +
M+

Q+
( H- H+ ) , (60)

推导过程中应用了公式( 50)和混合物密度 Q的线性表示

  Q= E
a

Qa = Q
+
- E

a

Q
+
a trEa# (61)

混合物热流通量( 10)式的线性形式是

  q I = - 2kM
g
H
- kP (5 tWl - 5 tWs) - kQ (5 tWg - 5 tWs ) , (62)

线性化时用到了近似式

  (  )c= 5 t , va = 5 tWa , grad = GRAD# (63)

结合公式( 41)、( 14)、( 42)、( 50)和线性近似

  5 tEa = da =
1
2

GRAD(5 tWa) + [ GRAD(5 tWa) ]
T

, (64)

Lagrange乘子 P的线性形式为

  P = - D+g + ( #+lg + <+l 5
+
g ) trEl + tr[ ( <+s 5

+
gI + P

+
sg ) Es] + #+ggt rEg +

      ( +g ( H- H+ ) + (2<+s kS + kT ) trds + (2<+l kS + kU) t rdl + kV trdg # (65)

用公式( 45)、( 4)、( 5)、( 9)、( 7)、( 14)、( 51)和( 52) ,得出固体组分和液体组分偏应力本构

方程的线性形式分别是

  ts = ( 7 s - 7+s ) I + �A [ Es ] + [ ( 7+s + <+ 2
s 5

+
g ) I + (1+ <+s ) P

+
sg ] trEs +

    ( <+s #
+
ggI + J

+
sg )t rEg + [ ( <+s #

+
lg + <+l <

+
s 5

+
g ) I + ( J

+
sl + <+l P

+
sg) ] trEl +

      ( ( +g<
+
s I - B

+
s ) ( H- H+ ) + 2Lss ds + 2Ls l d l + 2Lsg dg +

      ( +ssDt rds + +slDt rdl + +sgDt rdg ) I +

      ( Ull + Ugl ) ( wl - ws) + ( Ulg + Ugg ) ( wg - ws ) , (66)

  tl = ( 7 l - 7
+
l ) + [ 7

+
l + <

+
l ( <

+
l 5

+
g + 2 #

+
lg) + K

+
ll ] trEl +

      ( <+l #
+
gg + K+lg ) trEg + tr( [ ( <+s #

+
lg + <+l <

+
s 5

+
g ) I + ( J

+
sl + <+l P

+
sg ) ] Es) +

      ( (
+
g<

+
l - S

+
l ) ( H- H

+
) I + 2Llsds + 2Llld l + 2Llgdg +

      ( +lsDtrds + +llDtrd l + +lgDtrdg ) I - Ull ( wl - ws) - Ulg ( wg - ws ) , (67)

式中

  
+ssD = Kss + 2 <+s kT + 2<+ 2

s kS , +llD = Kll + 2<+l kU+ 2<+ 2
l kS ,

+s lD = +lsD = <
+
l kT + 2<

+
l <

+
s kS + <

+
s kU , +sgD = <

+
s kV , +lgD = <

+
l kV# 

(68)
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从公式( [ 1]中( 118) )、( 6)、( 8)、( 57)和( 50)等推导出气体组分偏应力张量线性形式

  tg = ( 7g - 7+g ) + ( 7+g + K+gg) t rEg + ( <+l #
+
gg + K+lg ) trEl +

      tr[ ( J+sg + <+s #
+
ggI) Es ] I + ( +gsDtrds + +glDtrdl + +ggDtrdg ) I +

      2Lgs d s+ 2Lgl dl + 2Lgg dg - Ugl ( wl - ws ) -

    Ugg ( wg - ws ) - S+g ( H- H+ ) I , (69)

其中

  +gsD = +sgD, +glD = +lgD, +ggD = Kgg# (70)

对于各向同性非饱和土混合物,公式( 60)、( 66)、( 67)和( 69)分别简化为

  G= G+ + Q+s G
+
+
<+s (

+
g + Bs

Q+
t rEs + Q+l G

+
+
<+l (

+
g + S+l
Q+

trEl +

      Q
+
gG

+
+
S+g
Q
+ trEg +

M
+

Q+
( H- H+ ) , (71)

  ts = ( 7 s - 7+s ) I + [c+sstrEs+ +sl trEl + +sgt rEg ] I + ( +ssDtrd s+

      +slDtrdl + +sgDtrdg) I + 2LsEs + 2Lss ds + 2Lsl dl + 2Lsg dg +

      ( Ull + Ugl ) ( wl - ws) + ( Ulg + Ugg ) ( wg - ws ) + kHs( H- H+ ) I , (72)

  tl = ( 7 l - 7+l ) I + [ +ls trEs + c+ll trEl + +lgtrEg ] I + ( +lsDtrd s +

      +llDtrd l + +lgDtrdg ) I + 2Llsds + 2Llld l + 2Llgdg -

      Ull ( wl - ws ) - Ulg( wg - ws) + kHl ( H- H+ ) I , (73)

  tg = ( 7g - 7+g ) I + [ +gstrEs + +gl trEl + c+gg trEg ] I +

    ( +gsDtrd s+ +glDtrd l + +ggDtrdg ) I + 2Lgs d s+ 2Lgl dl + 2Lgg dg -

    Ugl ( wl - ws) - Ugg ( wg - ws ) + kHg ( H- H
+
) I# (74)

混合物各组分动量供给量本构方程( [ 1]中( 113) ~ ( 115) )的线性形式是

  pl = - GRAD 7 l - 7
+
l GRAD( trEl ) - Q

+
l G

+
l +

kP

H
+ GRADH-

    2kN (5 tWl - 5 tWs ) - kR (5 tWg - 5 tWs) , ( 75)

  pg = - GRAD 7 g - 7
+
gGRAD( trEg ) - Q

+
gG

+
g +

kQ

H
+ GRADH-

    2kO(5 tWg - 5 tWs ) - kR(5 tWl - 5 tWs) , ( 76)

  ps = - GRAD 7 s- 7
+
s GRAD( trEs ) - Q

+
s G

+
s -

kP + kQ

H
+ GRADH+

    (2kN + kR) (5 tWl - 5 tWs ) + (2kO + kR) (5 tWg - 5 tWs)# ( 77)

在对 pa ( a = s, l , g) 的线性化过程中应用了公式( 33)和( 65)# 

把各向同性非饱和土各组分偏应力张量和动量供给量的线性本构方程( 72) ~ ( 74)和( 75)

~ ( 77)代入组分动量守恒方程( [ 1]中( 25) )就得出混合物各组分线性场方程

  Q+a52
tWa = DIV tae + pae + Q+aba, ( 78)

式中

  tse = 6
a

+sat rEa + 6
a

+saDtrda I + 2LsEs + 2 6
a

Lsada +

    ( Ull + Ugl ) ( wl - ws) + ( Ulg + Ugg ) ( wg - ws) + KHs( H- H+ ) I , ( 79)

  tle = 6
a

+latrEa+ 6
a

+laDt rda I + 2 6
a

Llada -
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    Ull ( wl - ws) - Ulg ( wg - ws ) + KHl ( H- H+ ) I , ( 80)

  tge = 6
a

+gatrEa + 6
a

+gaDtrda I + 2 6
a

Lgada -

    Ugl ( wl - ws ) - Ugg ( wg - ws) + K Hg( H- H+ ) I , ( 81)

  pse = (2kN + kR) (5 tWl - 5 tWs ) + (2kO + kR) (5 tWg - 5 tWs) , ( 82)

  ple = - 2kN (5 tWl - 5 tWs) - kR(5 tWg - 5 tWs) , ( 83)

  pge = - kR (5 tWl - 5 tWs) - 2kO (5 tWg - 5 tWs) , ( 84)

并且

  

+ss = c+ss- 7 +
s = Ks+ <+ 2

s 5
+
g + (1 + <+s ) Psg ,

+ll = c+ll - 7
+
l = <

+
l ( <

+
l 5

+
g + 2 #

+
lg ) + K

+
ll ,

+gg = c+gg - 7
+
g = K

+
gg , K Hs = kHs - Q

+
sG

+
s -

kQ + kP

H
+ ,

KHl = kHl - Q
+
l G

+
l +

kP

H
+ , KHg = kHg - Q

+
gG

+
g +

kQ

H
+ # 

( 85)

把场方程( 78)对组分求和就是

  6
a

Q+a52
tWa = DIV t Ie + Q+ b, ( 86)

其中

  t Ie = 6
a, b= s, l, g

+abtrEb + 6
a, b= s, l, g

+abDtrdb I + 2LsEs +

    2 6
a, b= s, l, g

Lab db + K ( H- H+ ) I , (87)

  K = 6
a

kHa # ( 88)

方程( 78)和( 86)反映出:对各组分和混合物运动起决定作用的是应力 t ae和t Ie以及动量供给量

pae# 把 tae称为第a组分的有效应力; t Ie 是混合物的总应力; pae是第a组分动量供给量的有效

部分# 

4  各向同性非饱和土 Biot型方程

把( 79) ~ ( 81)式和( 87)式给出的应力张量 t ae 和 t Ie 表示成

t le = - <+l P lI + 2 6
a

Lla da -
1
3
( trda) I - Ull ( wl - ws) - Ulg ( wg - ws ) , ( 89)

tge = - <
+
gPgI + 2 6

a

Lga da -
1
3 ( trda ) I - Ulg ( wl - ws ) - Ugg ( wg - ws) , ( 90)

t se = 6
a

+satrEa+ 6
a

+saD+
2
3
Lsa trda I + 2LsEs+ 2 6

a

Lsa da-
1
3
( trda) I +

  K Hs( H- H+ ) I + ( Ull + Ugl ) ( wl - ws) + ( Ulg + Ugg ) ( wg - ws ) =

  t Ie + 6
f

<
+
f Pf I - 2 6

f, a

Lfa da -
1
3 ( trda ) I +

  6
f

Ulf ( wl - ws ) + 6
f

Ugf ( wg - ws ) , ( 91)

t Ie = - 6
f

<+f Pf I + 6
a

+satrEa+ 6
a

+saD +
2
3
Lsa trda I +

  2LsEs + 2 6
a, b

Lba da -
1
3
( trda) I + KHs ( H- H+ ) I , ( 92)
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其中

  Pl = -
1

<+l
6
a

+latrEa + 6
a

+laD +
2
3
Ll a trda + K Hl ( H- H+ ) , ( 93)

  Pg = -
1
<+g 6

a

+gatrEa+ 6
a

+gaD +
2
3
Lga trda + KHg( H- H+ ) , ( 94)

P l和Pg 是液体组分和气体组分的真压力,以压应力为正# tse是非饱和土混合物的有效应力# 

定义 Ul 和 Ug 分别为

  Ul = <
+
l ( Wl - Ws) , ( 95)

  Ug = <
+
g ( Wg - Ws ) , ( 96)

它们表示从单位混合物面元上的固体孔隙中流出流体组分的体积# Ul 和 Ug 的变化率

  5 tUl = <+l (5 tWl - 5 tWs ) , ( 97)

  5 tUg = <+g (5 tWg - 5 tWs) ( 98)

是混合物中流体组分从固体组分中流出的通量矢量, 通常称为流体组分的渗透速率( f iltration

velocity)或比流量( specific discharge)# 引入

  Fl = - #̈Ul , ( 99)

  Fg = - #̈Ug ( 100)

表示流入单位体积混合物固体组分孔隙内的流体体积, 即代表固体孔隙中流体体积的增量# 

用 Fl和Fg 把(92) ~ (94) 式表示成

  t Ie = Kce - KclFl - KcgFg + KcD5 te - KclD5 tFl - KcgD5 tFg +

    K ( H- H+ ) I + 2LsEs + 2 6
a, b

Lba da -
1
3
( trda) I , ( 101)

  Pl = - Kcle + M llFl + M lgFg -
KHl

Al
( H- H+ ) - KclD5 te +

    MllD5 tFl + M lgD5 tFg , ( 102)

  Pg = - Kcge + MglFl + MggFg -
K Hg

Ag
( H- H+ ) - KcgD5 te +

    MglD5 tFl + MggD5 tFg, ( 103)

其中

  

e = #̈Ws, Aa = <+a , Mab = Mba =
+ab
AaAb

,

MabD = MbaD =
+abD+ (2/ 3) Lab

AaAb
,

Kc = 6
a, b

AaAbMab = 6
a , b

+ab ,

KcD = 6
a, b

AaAbMabD = 6
a, b

+abD+
2
3
Lab ,

Kcf = 6
a

AaMaf =
1
Af 6a +af ,

KcfD = 6
a

AaMafD =
1
Af 6a +afD+

2
3 Laf ,

      ( a, b = s, l , g; f = l , g)# 

(104)
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把公式( 89)、( 90)和( 101) ~ ( 103)代入方程( 78)和( 86) , 场方程又表示为

  ml52tUl + C+l 52
tWs = - P̈ l -

1
Al

#̈ 2 6
a

Lla da -
1
3
( trda) I -

      Ull ( wl - ws ) - Ulg( wg - ws) -
Gl
K ll

5 tUl -
Gg
K lg

5 tUg + C+l bl , (105)

  mg52
tUg + C

+
g52tWs = - P̈g -

1
Ag

#̈ 2 E
a

Lga da -
1
3
( trda) I -

      Ugl ( wl - ws) - Ugg ( wg - ws ) -
Gl
Kgl

5 tUl -
Gg
Kgg

5 tUg + C+gbg , (106)

  Q+ 52
tWs + E

f

C+f 52
tUf = Ls ¨2

Ws+ ( Kc + Ls) ¨e - Kcl¨Fl - Kcg F̈g +

      KcD (̈5 te) - KclD (̈5 tFl ) - KcgD (̈5 tFg) + K Ḧ+

      2 #̈ E
a, b

Lab da-
1
3 (t rda) I + Q

+
b, (107)

式中

  mf =
C
+
f

Af
,
Gl
K ll

=
2kN

A
2
l
,
Gg
K gg

=
2kO

A
2
g
,
Gl
Kgl

=
Gg
K lg

=
kR

AlAg
, (108)

K ab( a , b = l , g) 是流体的渗透系数( coeff icients of permeability) , Gl和Gg分别是液体和气体的

粘度( viscosity)# 

本构方程( 101) ~ ( 103)和场方程( 105) ~ ( 107)与 Biot
[ 2]
研究饱和多孔介质时得到的方程

相似,把它们称为非饱和土的 Biot型本构方程和场方程# 

对于非饱和土的等温弹性变形过程,有

  
+abD = 0, Lab = 0, MabD = 0, KcD = 0, KcfD = 0, H= H+ ,

Ull = Ulg = Ugl = Ugg = 0# 
(109)

非饱和土的 Biot型本构方程( 101) ~ ( 103)和场方程( 105) ~ ( 107)简化为

  t Ie = KceI + 2LsEs- KclFlI - KcgFgI , (110)

  Pl = - Kcle + M llFl + M lgFg , (111)

  Pg = - Kcge + MglFl + MggFg , (112)

和

  ml52tUl + C
+
l 52

tWs = - P̈ l -
Gl
K ll

5 tUl -
Gg
K lg

5 tUg + C
+
l bl , (113)

  mg52
tUg + C+g52tWs = - P̈g -

Gl
Kgl

5 tUl -
Gg
Kgg

5 tUg + C+gbg , (114)

  Q+ 52
tWs + E

f

C+f 52
tUf = #̈t Ie + Q+ b, (115)

在推导以上3式时,假设本构方程( 101) ~ ( 103)中各参数为常数# 

5  非饱和土的 Darcy定律和饱和多孔介质的 Biot方程

这里应用前面的结果证明 Darcy 定律描述非饱和土中流体流动的正确性, 并且说明 Biot

的饱和多孔介质理论是本文理论的特例# 

511  非饱和土的 Darcy定律

大量试验证明非饱和土孔隙中液体和气体的运动可以用 Darcy 定律描述[ 3]# 现在从理论
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上说明Darcy定律对非饱和土孔隙内流体流动的适用性# 

若气相和液相在非饱和土孔隙中稳定流动,同时忽略非饱和土各组分自身粘性,则场方程

( 105)和( 106)简化成

  
Gl
K ll

5 tUl +
Gg
K lg

5 tUg = - P̈ l + C+l bl , (116)

  
Gl
K gl

5 tUl +
Gg
K gg

5 tUg = - P̈g + C
+
gbg# (117)

注意到气相压力梯度对液相流动的影响与液相压力梯度对液相流动的决定性作用相比可以忽

略,以及液相压力梯度对气相流动的影响与气相压力梯度对气相流动的决定性作用相比可以

忽略,即( 108)式中的 kR = 0, K gl = K lg y ] # 以上 2式进一步写成

  5 tUl =
K ll

Gl
(- P̈ l + C

+
l bl ) =

A
2
l

2kN
(- P̈ l + C

+
l bl ) , (118)

  5 tUg =
Kgg

Gg
(- P̈g + C+gbg ) =

A2g
2kO

(- P̈g + C+gbg)# (119)

推导过程中应用了公式( 108)和( 104b)# 以上两式与描述非饱和土中液相和气相流动的 Darcy

定律有相同的形式, 比较得出液相和气相渗透系数分别是

  kl =
<
+ 2
l

2kN
, (120)

  kg =
<+ 2
g

2kO
, (121)

<+l 和 <+g 与非饱和土孔隙率n 和饱和度S 的关系是

  <+l = nS, (122)

  <+g = n(1 - S) , (123)

代入( 120)式和( 121)式,有

  kl =
( nS)

2

2kN
, (124)

  kg =
[ n (1- S ) ]

2

2kO
# (125)

可见,液相和气相渗透系数是孔隙率和饱和度的函数,与 Lloret[ 4]的研究结论相同并且 lgkl 和

lgkg 与 lgn 是线性关系,这又与陈正汉[ 5] 的试验结果相同# 

以上过程说明, 混合物理论完全支持用 Darcy定律描述非饱和土中流体的流动# 

512  饱和多孔介质的 Biot方程

Biot
[ 2, 6, 7]

的饱和多孔介质理论在研究饱和多孔介质(包括饱和土)的工程性质和动力响应

特性方面取得了许多成果[ 8] , Terzaghi的饱和土一维固结理是 Biot[ 9]的饱和多孔介质一般固结

理论的特例# 混合物理论[ 10]进一步证明,在一定条件下, Biot 的饱和多孔介质理论与混合物

理论对饱和多孔介质的研究结果相同# 现在把本文得到的非饱和土线性本构方程和场方程应

用于饱和土,推导饱和土的本构方程和场方程# 所得方程与 Biot的饱和多孔介质理论相同,因

此 Biot理论是本文理论的特例# 

土骨架孔隙全部被液体充满的非饱和土是饱和土, 所以饱和土混合物 3种组分的体积分

数分别是

  <g = 0, <l = n, <s = 1- n, (126)
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式中, n 是土的孔隙率# 由于 <g 是常数,它不再是独立本构变量,从(1) 式可知

  
kC = 0, kF = 0, kH = 0, kI = 0, kK = 0, kL = 0, kO = 0,

kQ = 0, kR = 0, kS = 0, kT = 0, kU = 0, kV = 0# 
(127)

从( 34)式得出

  
L+g = 0, D+g = 0, S+g = 0, J

+
sg = 0, K+gg = 0, #+lg = 0,

5
+
g = 0, P

+
sg = 0, K

+
lg = 0, #

+
gg = 0, (

+
g = 0# 

(128)

应用( 58)式、( 59)式、( 68)式、( 70)式、( 85)式和( 104)式,有

  
+ga = 0, +gaD = 0, kHg = 0, KHg = 0, Kcg = 0,

KcgD = 0, Mag = 0, MagD = 0   ( a = s , l , g)# 
(129)

这样,本构方程( 110) ~ ( 112)简化为

  t Ie = KceI + 2LsEs- KclFlI , (130)

  Pl = - Kcle + M llFl ; (131)

场方程( 113) ~ ( 115)简化为

  ml52tUl + C+l 52
tWs = - P̈ l -

Gl
K ll

5 tUl + C+l bl , (132)

  Q+ 52
tWs + C+l 52

tUl = #̈t Ie + Q+ b; (133)

方程( 130) ~ ( 133)与 Biot
[ 2]
研究饱和多孔介质时得到的方程完全相同# 说明 Biot的饱和多孔

介质理论是本文理论的特例# 

6  结   论

对非饱和土非线性本构方程和场方程进行线性化, 推导出线性本构方程和场方程# 把线

性方程表示为与 Biot饱和多孔介质方程相似的形式;证明了用 Darcy定律描述非饱和土中流

体流动的可靠性;最后指出 Biot方程是本文线性方程的特例# 这些都说明了用混合物理论处

理非饱和土本构问题的正确性# 
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Constitutive Relation of Unsaturated Soil by Use of

the Mixture Theory (Ò) ) Linear Constitutive

Equations and Field Equations

HUANG Yi1,  ZHANG Yin_ke1, 2

( 11Scien ce College , Xi . an Univ er sity of Architectur e &Technolo gy , Xi. an 710055, P . R . China ;

21Depar tment of Geotechnical Engin eer in g , Tongji Univ er sity , Shan gha i 200092, P . R . China )

Abstract: The linear constitutive equations and field equations of unsaturated soils were obtained

through linearizing the nonlinear equations given in the first part of this work. The linear equations

were expressed in the forms similar to Biot. s equations for saturated porous media. The Darcy. s laws

of unsaturated soil were proved. It is shown that Biot. s equations of saturated porous media are the

simplification of the theory. All these illustrate that constructing constitutive relation of unsaturated

soil on the base of mixture theory is rational.

Key words: mixture theory; unsaturated soil; linear constitutive equation; linear field equation; Dar-

cy. s law; Biot. s equations
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