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摘要:  Hilbert空间方法被用于一类二阶半线性椭圆型边值问题并得出了某些条件下的解的存在
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引   言

在文献[ 1]中 Kannan和Locker得出了下列方程至少存在一个解,方程为

  Ty - h( t , y , ,, y
( n- 1)

) y = f ( t , y , ,, y
( n- 1)

)   ( a < t < b ) ,

  By = 0, ( 1)

其中 T 是n阶线性对称微分算子,系数 ] 阶连续可微, 首项系数在区间[ a, b ] 上处处不为0# 

在边值条件 By = 0下,算子 T 确定为L 2 [ a, b ] 上的自伴算子 L# 对 h 和f 的假设为

( � ) h 和f 都连续,

( � ) 对所有 t I [ a, b ] , y i I R, 1 [ i [ n, 函数 f ( t , y1 , ,, yn ) 有界,

( � ) 存在两个实数 q [ p 使得对所有 t I [ a, b] , yi I R, 1 [ i [ n,有

  q [ h ( t , y 1 , ,, y n ) [ p ,

同时要求 L 的特征值不落在[ q , p ] 区间上# 

Bates
[2]
推广了上述结论,去掉了条件( � ) , 减弱了条件( � )# 

设H 是(实或复)Hilbert空间, 内积记为(#, #) ,范数记为 +# +# 

设 L : D ( L ) < H y H 是一个线性自伴算子, 具有谱 R# 

再设 H 1和H 2也都是Hilbert空间,各自的内积记为( #, #) 1和( #, #) 2 ,范数记为 + # +1和

+ # +2# H 1连续嵌入H , H 2 连续嵌入H 1 , 且有关系

  + # +1 [ + # +2 # ( 2)

假设 L 满足一个强制条件:存在常数 M 使得对全体u I D ( L ) < H 2 有

  (L)  +u +2 [ M ( +u ++ +Lu + ) # 

设 r > 0, h为满足下列条件的映射
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( h1) h: �B 1 ( 0, r) y B (H ) 连续,其中 B 1 ( 0, r) 表示H 1中0为球心 r 为半径的开球, B (H )

为H 上的有界线性算子空间

( h2) 对任一 w I �B 1 ( 0, r ) , h( w ) 对称,

( h3) 存在两个实数 q [ p 使得对任一 w I �B1 ( 0, r ) 有 qI [ h ( w) [ pI # 

定理( Bates
[ 2]

)  设 L 和 h 如上所述, 且满足非共振条件[ q , p ] H R = <# 假设映射 f :

�B1 ( 0, r ) y H 连续有界,且满足

(F) 对所有 H 1 中满足 +w+1 = r 的 w ,有

  +f ( w) + < rK ,

其中 K = M
- 1
( ( max{ | q | , | p | } + 1) C + 1)

- 1
而 C = 1Pdist( [ q , p ] , R) ,

则方程

  L u- h( u ) u = f ( u ) ( 3)

在H 2 H B1 ( 0, r ) 中至少有一个解# 

本文继续这一讨论,给出了方程( 3)的解的存在性,并将它应用于半线性椭圆型边值问题# 

1  基 本定 理

考虑方程

  L u- h( u ) u = f ( u)# ( 4)

假设 H ,H 1 , H 2为引言所述的Hilbert空间,且满足关系( 2)和强制条件 ( L) # 

我们有主要结论如下

定理 1. 1  假设

( h1) 映射 h: H 1 y B( H ) 连续,

( h2) 对任一 w I H 1 , h( w) 对称,

( h3) L ) h( w) 可逆,且对所有 w I H 1 和所有的 u I H 2 , 满足

  + u + [ C0 ( w) + [ L - h( w ) ] u +,

其中 C0 ( w ) 为连续依赖于 w的正值函数,

( f) f :H 1 y H 连续且满足   +f ( w) + = O ( S( +w +1 )
- 1

) ,

其中 S( s) = sup
+ w+

1
[ s
K ( w ) , K ( w) = M [ C0 ( w ) ( 1+ +h ( w) +) + 1] ,

则方程( 4)至少有一个解# 

证明   由( h3)对固定的 w I H 1 ,方程

  L u- h( w ) u = f ( w ) ( 5)

存在唯一解# 

因此由式子 Tw = u( u 为方程( 5) 的唯一解) 定义的映射 T : H 1 y D ( L ) < H 2 < H 是确

定的# 

( 5)等价于

  Tw = u = ( L - h ( w) )
- 1
f ( w ) ,

并且条件( h3)也可写成

  + u + [ C0 ( w) +f ( w) +# 

现在,由强制条件 ( L ) ,有
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  + u +2 [ M ( + u + + +Lu +) [

      M ( + u + + +Lu - h ( w) u + + +h( w) + +u +) =

      M ( + u + + +f ( w ) + + + h( w ) + + u + ) [
      M [ C0 ( w ) ( 1+ +h ( w) +) + 1] +f ( w ) +,

此即

  + u +2 [ K ( w) +f ( w) + [ S( +w+1 ) +f ( w ) +# ( 6)

假设 w1 , w2 I H 1 且 u1 = Tw1 , u2 = Tw2 ,则 u1 - u2满足方程

  L ( u1 - u2 ) - h( w1 ) ( u1 - u2 ) = ( h( w1 ) - h( w 2 ) ) u2 + f ( w1 ) - f ( w 2 ) ,

此即方程( 5)的形式# 因此由( 6) ,有

  +Tw1 - Tw 2 +2 = +u1 - u2 +2 [

    K ( w1 ) +( h ( w1 ) - h ( w1 ) ) u2 + f ( w1 ) - f ( w2 ) + [

    K ( w1 ) ( + u2 + + h( w1 ) - h( w2 ) ++ +f ( w1 ) - f ( w2 ) + )

    K ( w1 ) ( C0 ( w 2 ) +f ( w2 ) + + h( w1 ) - h( w2 ) ++ +f ( w1 ) - f ( w2 ) + ) ,

故 T 由H 1 映入 H 2 是连续的# 

由于嵌入 H 2 < H 1 是紧连续的, 故映射 T 由H 1 映入H 1 也是紧连续的# 

下面证明对所有 w I H 1 ,存在一个常数 M0 , 使得 +Tw +1 [ M0# 

不失一般性,假设

  +f ( w) + [ M0 [ S( +w+1 ) ]
- 1
,

其中 M 0是某个常数# 于是, 对每个 w I H 1 ,设 Tw = u,则

  +Tw +1 [ +Tw+ 2 = + u + 2 [

    S( +w +1 ) +f ( w) + [ M0# 

设 B = { w I H 1 , +w +1 [ M0} ,则 TB < B # 

因此,由Leray_Schauder不动点定理,至少存在一个不动点 u 使得

  Tu = u# 

于是上述 u 即是方程( 4)的一个解# t

2  关于紧连续嵌入的一个结论

这一节我们讨论嵌入的紧连续性# 首先我们引用熟知的嵌入定理# 

嵌入定理  假设 8 < R
n
有界,则嵌入映射

  i : W
k
p , 0 ( 8 ) y

Lq ( 8 )   ( kp < n, q < npP( n - kp ) ) ,

Cm ( 8)   ( 0 [ m < k - nPp ) ,
( 7)

是紧连续的# 

注 2. 1  当 n = kp 时,我们将 npP( n - kp ) 看成+ ] # 于是对所有 q I [ 1, + ] ) 嵌入映射

  i: Wk
p , 0 ( 8 ) y Lq ( 8 )

是紧连续的# 

为了后面的需要我们给出下列命题# 

命题 2. 2  假设 8 < R
n
有界,则由 W

k
2, 0 ( 8 ) 到 L 2 ( 8 ) 的嵌入映射是紧连续的,其中 k >

0# 

91非线性椭圆型边值问题解的存在性



证明  在嵌入定理中令 p = 2 ,则映射

  i : W
k
2, 0 ( 8 ) y

L q ( 8 )   ( 2k < n, q <
np

n - 2k
) ,

Cm ( 8)   ( 0 [ m < k - n
2
) ,

( 8)

是紧连续的# 

于是当 n < 2k 时, 由 W
k

2, 0 ( 8) 到 C( 8) 的嵌入映射是紧连续的# 对每个 f I C( 8) ,由

公式

  Q8
| f ( x ) |

2
dx [ sup

x I 8
| f ( x ) | Q8

dx

可知 C( 8) 到 L 2 ( 8) 的嵌入是连续的,故由 W
k
2,0 ( 8 ) 到 L2 ( 8 ) 的嵌入映射是紧连续的# 

当 n > 2k , 因为2 < 2nP( n - 2k) 恒成立, 故 W
k
2, 0 ( 8) 到L 2 ( 8) 的嵌入映射是紧连续的# 

当 n = 2k ,由注 2. 1 ,结论显然成立# 证毕# t

3  在二阶椭圆型方程上的应用

考虑二阶椭圆型算子

  L 0 u = aijux
i
x
j
+ aiux

i
- au ( 9)

(约定在式子中需对下标进行求和) ,定义域为 n 维有界区域 8 < R
n
上的函数, 其二阶(分布)

导数平方可积# 

下面我们考虑 W
2
2, 0 ( 8) 上的算子L 0的性态, W

2
2, 0 ( 8) 表示 C2 ( �8 ) 中所有在边界5 8 上值

为0的函数的集合按内积

  3f , g4= Q8
f # gdx + Q8

f̈ # g̈dx + Q8 6 D
2
fD

2
gdx

(最后的求和号表示对所有的二阶导数进行求和)所确定的拓扑结构下的闭包# 假设 a i和a是

有界可测函数, a ij 是对称可测函数矩阵, 且对所有 n维向量N和所有 8上的x , 存在某个正数

C, 使得

  C
2
| N|

2 [ aijFiFj ,

此外函数 aij 还需充分正则以保证对W
2
2,0 ( 8 ) 上的 u ,成立下列恒等式[见 3, Chapter 4]

  Q8
u( a ijux

i
) x

j
dx = - Q8

aijux
i
ux

j
dx# ( 10)

为确保恒等式( 10)成立,我们对 aij 加上更强的限制,要求每个 a ij 有界且有有界的一阶导

数# 

在上述假设下, L 0 可以看成为将 W
2
2, 0 ( 8) 映入 L 2 ( 8 ) 的线性算子# 

再设这些空间上的范数分别记为+# +2 和+# +0# 

下列的假设条件是后面所需的# 

A1. 8 的边界分段光滑且处处有非负的平均曲率,

A2. aij 的分布导数是有界可测函数# 

定义  

  S = sup | a i - ( a ij ) xj | ,
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其中上确界是在 8 上并按各个下标而取的# 再假设 8 上a 的下确界为

  a0 = infa# 

Elcrat
[ 4]
在下列条件下研究了( 9)式,即

A3. 假设   S < KC
2
,

其中 K= inf
Q8

| ¨u |
2
dx

Q8
u

2
dx

,下确界是在 W
1
2 ( 8 ) 上取的(此处 K就是 8上满足齐次边界条件的

拉普拉斯算子_$的最小特征值)# 

定理( Elcrat
[ 4]

)  假设 A1~ A3,且 a0 在区间( KS - KC
2
, ] ) 内,则存在一个常数 C ( a0 )

使得对所有 u I W
2
2, 0 ( 8) ,有

  + u +2 [ C( a0 ) +L 0 u +0 , ( 11)

其中常数 C( a0 ) 是 a0 的连续函数# 

Elcrat
[ 4]
的结果可以应用于方程

  L u- h( u ) u = f ( u ) ( 12)

的解的存在性问题上,其中 Lu = aijux
i
x
j
+ aiux

i
, a ij , a i 如前所述, h 和f 是连续函数# 

为便于后面的讨论, 我们记

  Pu = a ijux
i
x
j
,

  a0 ( w ) = inf
x I 8

h( w) , a1 ( w) = sup
x I 8

h( w ) , A = sup
x I 8

1[ i [ n

a
2
i ,

  B ijl = ( aij akl - aikaj l ) x
k
, B = sup

x I 8
1 [ i, j , l [ n

| B ij l | # 

而且显然,由 aij , ai 的假设, A , B 和S 是常数# 

我们首先通过下面的引理验证强制条件(L )# 

引理 3. 1  不等式

  + u +2 [ M ( + u +0 + +Lu + 0 ) ( 13)

成立,且有

  M = 3( 1 + 1+ 4nA
C
2 + S

2
+ n

4
B

2

C
4 )# ( 14)

证明  对 Elcrat
[ 4]
的结论

  Q8
( L0 u)

2
dx \ 2EC

2
( 1- A)Q8

| ü |
2
dx + ( a0 -

E
2
-

S
2

4C
2
A
) 2EQ8

u
2
dx ,

其中 E> 0和 A> 0, 我们令 a0 = 0, A= 1P2, E= 1, 则有

  Q8
| ¨u |

2
dx [ 1

C
2Q8

( Lu )
2
dx + (

1

C
2 +

S
2

C
4 )Q8

u
2
dx# ( 15)

下面将Elcrat
[ 4]
的另一结论

  C
2

2Q8 6 | D
2
u |

2
dx [ Q8

( Pu)
2
dx + n

4
B

2

2C
2 Q8

| ¨u |
2
dx ,

及不等式

  Q8
( Pu)

2
dx = Q8

( L u- aiux
i
)
2
dx [ 2Q8

( L u)
2
+ 2Q8

( a iux
i
)
2
dx ,

93非线性椭圆型边值问题解的存在性



和   Q8
( aiux

i
)
2
dx = Q8

( 6 a iux
i
)
2
dx [ nQ8 6 ( a iux

i
)
2
dx [ nAQ8

| ¨u |
2
dx# 

合并起来,得到不等式

  Q8 6 | D
2
u |

2
dx [ 4

C
2Q8

( Lu)
2
dx + (

4nA

C
2 +

nB
2

C
4 )Q8

| ¨u |
2
dx # 

由于 +Lu +0 = Q8
( Lu )

2
dx , + u +0 = Q8

u
2
dx 和 +u +2 = 3u, u4, 我们有

  + u +2
2 = Q8 6 | D

2
u |

2
dx + Q8

| ¨u |
2
dx + Q8

u
2
dx [

    4
C
2Q8

( L u)
2
dx +

4nA

C
2 +

n
4
B

2

C
4 + 1 Q8

| ¨u |
2
dx + Q8

u
2
dx ,

再由( 15)可得

  + u +2
2 [ 5+

4nA
C

2 +
n

4
B

2

C
4

1

C
2Q8

( Lu)
2
dx +

    1 +
4nA
C
2 +

n
4
B

2

C
4

1
C
2 +

S
2

C
4 + 1 Q8

u
2
dx [

    9 1+
4nA

C
2 +

n
4
B

2

C
4 1+

1

C
2 +

S
2

C
4 Q8

( Lu)
2
dx + Q8

u
2
dx [

    3 1 + 1+ 4nA
C

2 + S
2
+ n

4
B

2

C
4

2

( +Lu + 0 + + u +0 )
2# 

于是   + u +2 [ M ( + u +0 + +Lu + 0 ) ,

其中   M = 3 1 +
1+ 4nA

C
2 +

S
2
+ n

4
B

2

C
4 # t

至于关系式

  + # +0 [ + # +2 ,

成立是显然的# 

引理 3. 2  假设A1~ A3,且对所有 w I L2 ( 8 ) 有 a0 ( w) > KS - KC
2
,则

  KC
2
> S

2P4C2
,

而且不等式

  + u +0 [ C0 ( w ) +( L - h( w) ) u + 0

成立,其中 C0 ( w) =
1

a0 ( w) + KC
2
- KS

+
1

KC
2
- S

2P4C2
# 

证明  Elcrat
[ 4]
给出了有关Q8

u
2
dx 和Q8

( L 0 u)
2
dx 的一些不等式, 即

  Q8
u

2
dx [ a0 ( w ) -

S
2

4C
2

- 2

Q8
( L0 u)

2
dx , a0 ( w ) >

S
2

4C
2

和

  Q8
u

2
dx [ ( KC

2
+ a0 ( w ) - KS )

- 2

Q8
( L0 u)

2
dx , KS - KC

2
< a0 ( w) < KC

2
# 

因为条件A3蕴含了

  KC
2
> S

2P4C2
,

令 D= KC
2
- S

2P4C2
,则 D是个正数,当 a0 ( w) \ KC

2
时,我们有
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  a0 ( w ) - S
2P4C2 \ KC

2
- S

2P4C2
= D> 0,

所以不等式

  Q8
u

2
dx [ 1

D
2Q8

( L0 u)
2
dx

成立# 

合并两个不等式,我们有

  Q8
u

2
dx [

1

( a0 ( w) + KC
2
- KS)

2 +
1

D
2 Q8

( L0 u)
2
dx [

    
1

( a0 ( w) + KC
2
- KS)

+
1
D

2

Q8
( L 0 u)

2
dx ,

此即所证结论# 

以下是二阶椭圆型方程( 12)的解的存在性的结论# 

定理 3. 3  假设A1~ A3,且满足下列条件

(A) h: L2 ( 8 ) y B ( L2 ( 8 ) ) 连续,

( B) 对所有 w I L 2 ( 8 ) 有 h( w ) > KS - KC
2
,

( C) f : L 2 ( 8 ) y L 2 ( 8 ) 连续且满足

  +f ( w) + 0 = O ( S( +w +0 )
- 1

) ,

其中   S( r ) = sup
+w +

0
[ r

| a1 ( w) | + KC
2
- KS

min{ a0 ( w ) , 0} + KC
2
- KS

,

则方程( 12)至少有一个解# 

证明  由条件( A) ,定理 1. 1的条件( h1)满足# ( h2)也满足# 

由( B)和条件A1~ A3, 再由[ 4]中的定理,我们得出下列方程

  L u- h( w ) u = f ( w ) ( 16)

关于每个 w I L 2 ( 8) 的唯一可解性,此即 L - h( w ) 可逆# 

由引理3. 2我们进一步可得

  + u +0 [ C0 ( w ) +( L - h( w) ) u + 0

并且   C0 ( w ) = 1

a0 ( w ) + KC
2
- KS

+ 1
KC

2
- S

2P4C2
# ( 17)

于是( h3)满足# 

设   S1 ( r ) = sup
+w +

0
[ r

| a1 ( w ) | + KC
2
- KS

min{ a0 ( w) , 0} + KC
2
- KS

和   S2 ( r ) = sup
+w +

0
[ r
K ( w ) , K ( w) = M C0 ( w ) 1+ sup

u I L
2
( 8 )

+h( w) u +0

+u +0
+ 1 ,

则由( 17)和条件( B)我们有

  K ( w) [ M [ C0 ( w) ( 1+ sup
8

| h ( w) | ) + 1] [

    M
1

a0 ( w) + KC
2
- KS

+
1

KC
2
- S

2P4C2 @

    ( 1 + max | KS - KC
2
| , | a1 ( w ) | ) + 1 [
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    M
2

min{ a0 ( w ) , 0} + KC
2
- KS

( 1 + max | KS - KC
2
| , | a1 ( w ) | ) + 1 [

    M
2

min{ a0 ( w ) , 0} + KC
2
- KS

@

    ( 1+ max | KS - KC
2
| , | a1 ( w ) | + KC

2
- KS ) + 1 [

    M
2

min{ a0 ( w ) , 0} + KC
2
- KS

M 1 ( | a1 ( w ) | + KC
2
- KS ) + 1 [

    2MM1M 2
| a1 ( w | + KC

2
- KS)

min{ a0 ( w) , 0} + KC
2
- KS

,

其中 M 1 = 1 +
1

KC
2
- KS

,M2 = 2# 于是

  S2 ( r ) [ 2MM1M2 S1 ( r ) ,

此即

  S1 ( r )
- 1

= O ( S2 ( r)
- 1
)# 

再由条件( C) ,可知条件( f )满足# 

定理证毕# t

4  二阶椭圆型方程例子

本节给出形式为

  aijux
i
x
j
+ a iux

i
- h( u) u = f ( u)

的具体方程

  $u + 6 ux
i
- u exp Q8

u
2
dx sin u + 2u = exp - 2Q8

u
2
dx sin u , ( 18)

其中有界区域 8 I R
4
为 7

4

i= 1
[- P,P]# 

对于该方程易知 C= 1, S = 1,和 K= inf Q8
| ¨u |

2
dx Q8

u
2
dx = 4 ,则 A1~ A3

满足# 

因为 h( u) = exp Q8
u

2
dx sin u - 2, 定理 3. 3的条件( A)和( B)显然满足# 

应用条件( C)中的 S( r ) 的定义,我们有

  S( r ) = sup
+w +

0
[ r

| sup
8
h( w ) | + 2

min{ inf
8
h( w) , 0} + 2 =

     sup
+ w +

0
[ r

exp Q8
w

2
dx ( exp Q8

w
2
dx - 2 + 2) ,

当 r < ln2,则

  S( r ) = sup
+w +

0
[ r

exp Q8
w

2
dx 4- exp Q8

w
2
dx = exp[ r

2
] ( 4 - exp[ r

2
] ) [ 4,

而当 r \ ln2 ,
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  S( r ) = sup
+w +

0
[ r
exp 2Q8

w
2
dx = exp[ 2r

2
] \ 4,

于是

  S( r ) =
exp[ r

2
] ( 4 - exp[ r

2
] )   ( 0 [ r < ln2) ,

exp[ 2r
2
]   ( r \ ln2)# 

因为

  +f ( w) + 0 = exp - 2+w +2
0 +sinw+ 0 [

    exp - 2+w+2
0 Q8

dx = 4P
2
exp - 2+w+2

0 ,

且   w ¢ 0,

故

  +f ( w) + 0 = O ( S( +w +0 )
- 1

) ,

即( C)条件满足# 

于是方程( 18)至少有一个解# 
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Abstract: Hilbert space method is applied to a class of semilinear second order elliptic boundary value

problems and the existence of solutions is obtained with some restrictions.
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