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摘要:  推导了复变函数一个广义意义上的泰勒级数表达式,证明了有关的收敛性定理, 大大增大

摄动级数解的收敛区域# 定理的证明亦为一种新的、求解非线性问题的解析方法(即/ 同伦分析方

法0 )的有效性奠定了一个坚实的数理逻辑基础# 
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引   言
牛顿于17世纪

[ 1]
给出如下一个二项式定理

  ( 1 + t )
A
= 1+ 6

+ ]

k= 1

A( A- 1) ( A- 2) ,( A- k + 1)
k !

t
k   ( A X 0, 1, 2, ,) , ( 1)

这里, A为实数# 上式的收敛半径为 1# 另外, 复函 f ( z ) 在 z = z 0处的泰勒级数

  lim
m y+ ] 6

m

k= 0

f
( k)

( z 0 )

k!
( z - z 0 )

k
( 2)

通常仅在有限的区域

  | z - z0 | < min
k I I

| Nk - z 0 |

内收敛(详见[ 2] )# 这里, f
( k)

( z 0 ) 表示复函 f ( z ) 在 z = z 0处的 k 阶导数, Nk ( k I I ) 表示复

函 f ( z ) 所有的奇点, I 表示其下标之集合# 

文献[ 3] ~ [ 10]提出了一种有效性不依赖于小参数的、求解非线性微分方程解析近似解的

新方法,称为/同伦分析方法0# 与摄动方法[ 11]
不同, /同伦分析方法0之有效性与所考虑的非

线性问题是否含有小参数无关# 此外,不同于所有其它传统的摄动方法
[ 11]
和非摄动方法(如

/人工小参数方法0[ 12]
, / D展开方法0 [13]

和/ Adomian分解方法0 [ 14] ~ [ 17]
等) , /同伦分析方法0本身

提供了一种方便的途径来控制级数解的收敛性, 调节级数解的收敛区域# /同伦分析方法0已

成功应用于求解应用数学和力学中的许多问题(详见文献[ 3] ~ [ 10] )# 然而,众多成功的例子

不能取代严格的数学证明# 在/同伦分析方法0框架内,文献[ 5]首次给出了复函数一个广义意
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义上的泰勒级数表达式, 称为/广义泰勒定理0# 文献[ 6] 举例说明该定理可大大增大摄动级

数解的收敛区域# 本文从另一个角度, 给出该定理详细的数学推导及逻辑证明# 因此,此证明

亦为/同伦分析方法0的有效性奠定了一个坚实的数学逻辑基础# 

1  广义泰勒定理

定理 1  设 �h 为复数# 若复函 f ( z ) 在点 z = z0 处解析, 则如下定义的广义泰勒级数

  lim
m y+ ] 6

m

k= 0

f
( k)
( z 0 )
k ! ( z - z 0 )

k <m , k (�h ) ( 3)

在区域

  H
k I I

1+ �h - �h
z - z 0

Nk - z 0
< 1   ( | 1+ �h | < 1) ( 4)

内收敛于 f ( z ) # 这里,

  <m , n (�h ) =

1   ( n [ 0) ,

(- �h )
n 6

m- n

k= 0

k + n - 1

  k
( 1 + �h )

k   ( 1 [ n [ m)# 
( 5)

且 Nk ( k I I ) 为复函 f ( z ) 之全部奇点# 

证明  设 p , z , z0 , �h X 0及

  S = z 0 -
�hp ( z - z 0 )

1- ( 1+ �h ) p

均为复数, f ( S) 为复函# 则,当 p = 0时, 成立 S= z 0 ;当 p = 1时, 成立 S= z# 令 G( p ) =

f ( S) ,则成立 G ( 0) = f ( z 0 ) 及 G ( 1) = f ( z )# 当

  | 1- ( 1+ �h) p | < 1

时, G( p ) = f ( S) 关于 p 之 Maclaurin级数为

  f ( z 0 ) + 6
+ ]

k= 1

- �hp
1- ( 1+ �h) p

k
f
( k)

( z0 )

k !
( z - z 0 )

k
=

    f ( z 0 ) + 6
+ ]

k= 1

(- �h )
k
p

k
1 + 6

+ ]

r= 1

k + r - 1

  r
( 1 + �h)

r
p
r f

( k)
( z 0 )

k !
( z - z 0 )

k
=

    6
+ ]

n= 0

Rnp
n
, ( 6)

其中

  R0 = f ( z 0 ) , R1 = (- �h ) f c( z 0 ) ( z - z 0 ) ,

且当 n \ 2时

  Rn = (- �h )
n f

( n)
( z 0 )

n!
( z - z 0 )

n
+

    6
n- 1

k= 1

n - 1

n - k
(- �h)

k
( 1 + �h )

n- k f
( k )

( z 0 )

k!
( z - z0 )

k # 

因此, G( p ) = f ( S) 关于 p 之m 阶Maclaurin级数展开为

  Wm ( z , z0 , �h , p ) = 6
m

n= 0

Rnp
n

该式在 p = 1时给出
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  Wm ( z , z0 , �h , 1) = 6
m

n = 0

Rn =

    6
m

n= 0

(- �h )
n f

( n)
( z0 )

n!
( z - z 0 )

n +

    6
m

n= 2
6
n- 1

k= 1

n - 1

n - k
(- �h )

k
( 1 + �h )

n- k f
( k)

( z 0 )

k!
( z - z 0 )

k =

    6
m

n= 0
(- �h )

n f
( n)

( z0 )
n! ( z - z 0 )

n +

    6
m- 1

k= 1
6
m

n= k+ 1

n - 1

n - k
(- �h)

k
( 1+ �h)

n- k f
( k)
( z 0 )

k !
( z - z 0 )

k
=

    6
m

n= 0
(- �h )

n f
( n)

( z0 )

n!
( z - z 0 )

n
+

    6
m- 1

n= 1
6
m

k= n+ 1

k - 1

k - n
(- �h)

n
( 1 + �h)

k- n f
( n)

( z 0 )

n!
( z - z 0 )

n
=

    6
m

n= 0

f
( n)

( z 0 )

n!
( z - z 0 )

n
<m , n (�h) ,

其中

  <m ,0 ( �h ) = 1,

且

  <m , n (�h ) = 6
m

k= n

k - 1

k - n
(- �h )

n
( 1 + �h)

k- n
=

       (- �h )
n 6

m- n

k= 0

k + n - 1

  k
( 1 + �h )

k   ( 1 [ n [ m)# 

G ( p ) = f ( S) 对应的 Maclaurin级数

  lim
m y+ ]

7m ( z , z 0 , �h, p ) = 6
+ ]

n= 0
Rnp

n

之收敛半径为复函 G( p ) = f ( S) 距离点 p = 0最近的奇点�p ( k I I ) 到 p = 0点之距离# 若

Nk ( k I I ) 表示复函 f ( z ) 之全部奇点# 则, 对给定的 z , z 0 , �h之值, 复函 G ( p ) = f ( S) 对应的

奇点 �p k ( k I I ) 为

  Nk = z 0 -
�h( z - z 0 )�p k

1- ( 1+ �h)�p k
  (�h X 0, k I I ) ,

即

  �p k =
1

1+ �h - �h
z - z0
Nk - z 0

  (�h X 0, k I I ) , # 

此外,还有一个仅与 �h 有关的奇点

  �p 0 =
1

1 + �h
# 

对任一给定的 z 0 , 若 z 和�h 选择适当,从而上述所有奇点都在区域 | p | [ 1之外,即

  | �p 0 | =
1

| 1+ �h |
> 1, | p k | =

1

1+ �h - �h
z - z 0

Nk - z0

> 1   (�h X 0, k I I ) # 
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或者更精确地说,在区域

  H
k I I

1+ �h - �h
z - z 0

Nk - z 0
< 1   ( | 1+ �h | < 1) ,

内,Maclaurin级数( 6)在 p = 1处收敛于 G ( 1) = f ( z ) ,即

  f ( z ) = lim
my+ ]

Wm( z , z 0 , �h , 1) = lim
my+ ] 6

m

n= 0

f
( n)

( z 0 )

n!
( z - z 0 )

n
<m , n (�h) # 

证毕# 

定理 2  设 Qk > 0, Ck , 0 [ B< 1及 A I [- P, P] 为实数, Nk = z 0 + Qk exp( iCk ) ( k I I )

表示复函 f ( z ) 所有奇点# 则广义泰勒级数( 3) 在区域

  8 = z = z 0 + Qexp( iH) : H I [- P, P] , 0 [ Q [ minQkLk , k I I

内收敛于 f ( z ) # 其中

  Lk =
B cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck ) + ( k

1- 2BcosA+ B
2 ,

  ( k = B
2 cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck )

2
+ ( 1- B

2
) ( 1 - 2BcosA+ B

2
) # 

证明  令 �h = - 1+ Bexp( iA) , 这里, A I [- P, P] 且0 [ B< 1# 则, | 1+ �h | < 1成

立# 此外,令 z = z 0 + Qexp( iH) , 这里 Q\ 0, H I [- P, P]# 由( 4) 式, 广义泰勒级数( 3) 收

敛于 f ( z ) , 如若

  Bexp[ iA] + exp[ i( H- Ck ) ] ( 1 - Bexp[ iA] ) QPQk < 1,

即

  ( 1 - 2BcosA+ B
2
)

Q
Qk

2

-

    2B cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck )
Q
Qk - ( 1 - B

2
) < 0

对所有 k I I 成立# 显然,成立

  $k = 4 ( k \ 0,

这里

  ( k = B
2
cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck )

2
+ ( 1- B

2
) ( 1 - 2BcosA+ B

2
) # 

因此,对所有 k I I ,成立

  Vk <
Q
Qk

< Lk ,

这里

  Vk =
B cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck ) - ( k

1- 2BcosA+ B
2 < 0,

  Lk =
B cos( H- Ck - A) - Bcos( H- Ck ) + ( k

1- 2BcosA+ B
2 > 0# 

另外,我们有 QPQk \ 0# 故,成立

  0 [ Q< LkQk ,   k I I# 

因此,广义泰勒级数( 3)在区域

  8 = z = z 0 + Qexp( iH) : H I [- P, P] , 0 [ Q [ minQkLk , k I I

收敛于 f ( z ) # 证毕# 
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推论1  若复函 f ( z ) 仅有一个奇点 N1 = z0 + Q1exp( iC1 ) , 则, 当复变参数 �h = - 1 +

Bexp( iA) 沿负实轴趋于原点时,级数( 3) 在如下一个无限区域

  z = z0 + Qexp( iH) : 0 [ Q< Q1L, H I [- P,P]

收敛于 f ( z ) ,其中

  L=
sec( H- C1 )   (其中 H- C1 I [- PP2, PP2] ) ,
+ ]   (其它)# 

证明  当 A= 0, 即 �h = - 1+ B( 0 [ B< 1) , 我们有

  L1 =
1+ B

1- B
2
sin

2
( H- Ck ) + Bcos( H- C1 )

# 

显然,成立

  L= lim
A= 0, By 1

L1 =
2

| cos( H- C1 ) | + cos( H- C1 )
# 

上式在区域 H- Ck I [- PP2, PP2] 内取值 L= sec( H- C1 )# 但在其他区域,取值 L= + ] # 

证毕# 

推论 2  若复函 f ( z ) 之全部奇点都在虚轴的左边,则当复变参数�h = - 1+ Bexp( iA) 沿负

实轴趋于原点时,广义泰勒级数( 3) 在整个正实轴上收敛于 f ( z ) # 

由推论1, 该推论显然正确# 证略# 

引理 1  当 0 [ n [ m 时,成立 <m, n (- 1) = 1# 

证明  根据 <m , n (�h) 之定义,成立 <m , 0 (- 1) = 1# 另外,当 1 [ n [ m - 1时,

  <m , n (�h ) = (- �h)
n
+ (- �h)

n 6
m- n

k= 1

k + n - 1

  k
( 1 + �h)

k
,

上式给出

  <m , n (- 1) = 1
n
+ 0 = 1# 

此外,根据 <m , n (�h ) 之定义, 成立 <m , m (�h ) = (- �h )
m
,从而 <m, m(- 1) = 1# 证毕# 

引理 2  设 n \ 0为有限整数, �h 为复变数# 则,当 | 1 + �h | < 1时,成立

  lim
m- > + ]

<m, n ( �h ) = 1# 

证明  根据 <m , n (�h) 之定义, <m, 0 (�h) = 1成立# 另外, 当 | 1 + �h | < 1时, 成立

  (- �h )
- n

= [ 1 - ( 1 + �h ) ]
- n

= 6
+ ]

k= 0

n + k - 1

  k
( 1+ �h )

k

# 

故,对有限正整数 n \ 1 , 成立

  lim
m- > + ]

<m, n ( �h ) = (- �h)
n

lim
m- > + ] 6

m- n

k= 0

n + k - 1

  k
( 1+ �h )

k
=

          (- �h )
n

6
+ ]

k= 0

n + k - 1

  k
( 1 + �h )

k
= (- �h )

n
(- �h )

- n
= 1

证毕# 

引理 3  成立 5m , n (�h ) = <m, n ( �h ) , 此处

  5m , n (�h ) =

1   ( n [ 0) ,

(- �h )
n

6
m- n

k= 0

k + n - 1

  k

  m

m - n - k
�h
k   ( 1 [ n [ m)# 
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证明  当 1 [ n [ m , 成立

  <m , n (�h ) = (- �h)
n 6

m- n

k= 0

k + n - 1

  k
( 1 + �h)

k
=

    (- �h )
n 6

m- n

k= 0

k + n - 1

  k 6
k

r = 0

k

r
�h
r
= (- �h )

n 6
m- n

r= 0
6
m- n

k= r

k + n - 1

  k

k

r
�h
r
=

    (- �h )
n

6
m- n

k= 0
6
m- n

r = k

r + n - 1

  r

r

k
�h

k

因此,我们仅需证明

  6
m- n

r = k

r + n - 1

  r

r

k
=

k + n - 1

  k

  m

m - n - k
# 

已知,在有效区间内,成立关系式

  
r + n - 1

  r

r

k
=

k + n - 1

  k

r + n - 1

 r - k
,

从而,我们仅需证明

  
  m

m - n - k
= 6

m- n

r= k

r + n - 1

 r - k
= 6

m- n- k

s= 0

s + n + k - 1

   s

式成立# 令 r = n + k , 上式就是

  
m

r
= 6

m- r

s= 0

s + r - 1

  s
= 6

m- r

s= 0

s + r - 1

 r - 1
= 6

m- 1

j= r- 1

 j

r - 1
# 

为了证明上式成立, 我们仅需应用数学手册( A. 科恩, M. 科恩著, 周民强等译, 第 627 页,

( k 21. 5- 1)中的如下公式

  
N + 1

n + 1
= 6

N

j = n

j

n
# 

上述公式中,令 N = m - 1, n = r - 1 , 即有

  
m

r
= 6

m- 1

j= r- 1

 j

r - 1
# 

证毕# 

注 1 由引理 3, <m, n (�h) 就是文献[ 5] 中所定义的趋近函数 5 m, n (�h) # 

推论 3  传统泰勒级数

  f ( z 0 ) + 6
+ ]

k= 1

f
( k)

( z 0 )
k ! ( z - z 0 )

k

是广义泰勒级数( 3)在 �h = - 1时的一个特例# 

证明  由引理 1, 对任意 n [ m,成立 <m , n (- 1) = 1# 此外,当 �h = - 1,收敛域( 4) 成为

| z - z 0 | < min
k I I

| Nk - z 0 | # 证毕# 

定理 3  设 t , �h 及 A为实数# 则如下定义之广义牛顿二项式

  1+ lim
m y+ ] 6

m

n= 1

A( A- 1) ( A- 2) ,( A- n + 1)
n!

t
n
<m , n (�h) ,   ( A X 0, 1, 2, 3, ,)

( 7)

在区域
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  - 1 < t <
2

| �h |
- 1   (- 2 < �h < 0) ( 8)

内收敛于 ( 1 + t )
A# 其中, <m , n�h 由式 ( 5) 定义# 

证明  复函 ( 1+ z )
A
( a X 0, 1, 2, 3,) 仅有一个奇点 N1 = - 1# 故,根据定理 1, 级数( 7)

在区域

  | 1+ �h + �ht | < 1,   (- 2 < h < 0)

内收敛于 ( 1 + t )
A # 由上式,式( 8)显然成立# 证毕# 

2  结   论

前述定理表明, 先将一个级数的各项依次乘以一个/趋近函数0, <m, n ( �h ) 然后再求和, 在

�h 取值适当时, 其收敛域往往可大大增加# 其次,由于本文所证明的/广义泰勒定理0和/趋近

函数0 <m, n (�h) 首先是在/同伦分析方法0的框架内以完全不同的方法给出的(详见文献[ 5] ) ,

因此,本文亦为/同伦分析方法0之有效性奠定了一个坚实的数理逻辑基础# 
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Validity of the So_Called Homotopy Analysis Method

LIAO Shi_jun

( School of Naval Architectur e &Ocean En gineer ing , Shan gha i Jia oton g Univer sity ,

Shangha i 200030, Chin a )

Abstarct: A generalized Taylor series of a complex function was derived and some related theorems

about its convergence region were given. The generalizedTaylor theorem can be applied to greatly en-

large convergence regions of approximation series given by other traditional techniques. The rigorous

proof of the generalized Taylor theorem also provides us with a rational base of the validity of a new

kind of powerful analytic technique for nonlinear problems, namely the homotopy analysis method.

Key words: Taylor series; convergence and summability of series; homotopy analysis method; pertur-

bation
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