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正交双复数空间变换与流体问题的边界元
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摘要:  在确立特殊的正交双复数空间及正交双复变函数的概念上, 建立其相应的运算规则及空

间保角变换的概念,并用这些概念, 探索了它在流体边界元中的应用前景# 研究表明, 所建立的概

念和特殊表达算符,能够有效地将平面复数的概念扩展至三维空间, 并可构成数理应用领域的一

个有效工具# 
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引   言

现有的复变函数理论是在一维复数中研究二维实数,借用复平面的特点, 取得了平面矢

量、指数、谐波分析、调和分析的广泛应用# 据此, Wu J C利用保角变换下的边界元法将平面

流体问题在复平面上进行了较完善地分析
[ 1,2]

, 从而导致了二维流体问题的高效、高精度边界

元的变换算法# 但是众多的物理问题必须用更完善的三维空间来表达,诸如三维非对称流形、

裂纹扩展、传导与扩散等等;如何将平面复数的理论推展到三维空间,目前尚无成功的实例# 

如果能用两个正交的复数平面将三维实数空间问题进行处理表达, 问题将得到明确表现# 而

引入一般的 n 维复数空间, 又将问题过于抽象化和复杂化, 并失去了物理问题的直观特

性
[ 3,4] # 故针对三维实数空间的物理问题,借用边界积分方程变换到正交的两个复平面内进行

拓扑分析, 将具有莫大好处,特别是可以直观引用一维复数的大部分结果; 借以研究三个空间

实函数组成空间的位、势、流形问题,从而展示物理问题的复杂性# 为此,首先考虑建立空间正

交的复平面及其表达,从而确立一个表达空间正交复数的特殊的坐标函数体系,推导其相应的

运算规则及其空间变换原理;针对三维流体为例,进行相应的变换讨论和探索,得到一些初步

结果# 

1  正交双复数空间概念

1. 1  定义   正交的空间 x , y , z 坐标,以 y 轴为虚轴, x , z 为实轴,组成两个正交的复平面:

( x , y ) , ( z , y ) 及一个实数平面( x , z ) ,共同构成正交的双复数空间,标记:

  ; = ( x , z ) + iy# ( 1)
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  ; = Q( cosU, s inU) cosH+ i sinH, ( 1)c

  ; = Q( cosU, s inU) # e
iH# ( 1)d

为正交双(二维)复数,或正交双复数空间# 

如图 1所示,其中 ( x , z ) 为双复数 ; 的实数坐标函数标记, 它既具有坐标性质,又具有特

定的函数特性, 从后面的阐述中可见# ( 1)c和( 1)d式为其三角表示和指数表示, Ó约定为一个
( 1)c或到( 1)d式的特殊的简化算符# 采用以下特殊符号标记相应信息# 

  | ; | = x
2
+ y

2
+ z

2
= Q  为 ; 的模# 

  ; x = ; | z= 0 = x + iy   为( x , y ) 平面内的一维复数# 

  ; z = ; | x= 0 = z + iy   为( z , y ) 平面内的一维复数# 

  ; xz = ; | y= 0 = ( x , z )   为( x , z ) 平面内的实数点# 

  ; y = ; | x= z = 0 = iy   为 y 轴上的纯虚数# 

  Hx = arc tan ( yPx ) ,   为 ; x 的幅角, 0 [ Hx [ 2P# 

  Hz = arc tan ( yPz ) ,   为 ; z 的幅角, 0 [ Hy [ 2P# 

  H= ( Hx , Hz ) = arc tan( yP x
2
+ z

2
)   为双复数 ; 的幅角,也即是矢径 Q与( x , z )

平面的夹角, U为 Q在( x , z ) 平面的上投影 Qxz 与x 轴的夹角, 0 [ U [ 2P# 

  �; = ( x , z ) - iy ,   �; 与 ; 互为共轭双复数# 

以上是将二维实数平面与两个空间正交的一维复数平面在欧式空间中形成了直观的正交

组合,目的是为了展示物理问题的直观现象, 并追求一些简便结果# 采用了一个特殊的符号 ;

= ( x , z ) + iy = Q( cosU, s inU) cosH+ i sinH= Q( cosU, sinU) Ó e
iH
来标记正交双复数概念,从

上述可见, 它既具有双复数与函数的性质,又具有坐标的部分特征, 还具有矢量的一些特性# 

之所以采用上述特殊符号来标记, 完全是为了后面运算表达方便和简洁# 至于正交性,从上述

空间的构造中明显可见, 从以后的空间变换中也可以证明# 

1. 2  正交双复数的运算规则
和平面复数的四则运算规则一样

[ 5~ 6]
,可以导出正交双复数的相应规则,以下的四则运算

规则,除了按照平面复数的运算规则进行而外,也有部分人为的约定法则# 

  ; - �; = 2iy , 为 y 轴上的纯虚数,

  ; + �; = 2( x , z ) = ( 2x , 2z )   为实平面( x , z ) 内的一个坐标点,

  ; 1 ? ; 2 = [ ( x 1 , z 1 ) + iy 1 ] ? [ ( x 2 , z 2 ) + iy 2 ] = ( x1 ? x 2 , z 1 ? z 2 ) + i( y 1 ? y2 ) ,

  ; 1 # ; 2 = [ ( x 1 , z 1 ) + iy 1 ] [ ( x2 , z 2 ) + iy2 ] =

       ( x 1 , z 1 ) ( x 2 , z 2 ) - y 1 y2 + i[ y 1 ( x 2 , z 2 ) + y 2 ( x 1 , z 1 ) ] =

       ( x 1x 2 , z1 z 2 ) - y 1y 2 + i[ y 1 ( x 2 , z 2 ) + y 2 ( x 1 , z 1 ) ] ,

  ;
2
= [ ( x , z ) + iy ] [ ( x , z ) + iy ] = ( x , z )

2
- y

2
+ i2y ( x , z ) ,

  ; 1P; 2 = ; 1 #�; 2 / ( ; 2 #�; 2 ) = ; 1�; 2P| ; 2 |
2
,

  | ;
2
| = [ ( x , z ) - y

2
]
2
+ 4y

2
( x , z )

2
= [ ( x , z )

2
+ y

2
]
2
= | ; |

2
,

  ; #�; = [ ( x , z ) + iy ] [ ( x , z ) - iy ] = ( x , z )
2
+ y

2
= x

2
+ z

2
+ y

2
= | ; |

2 # 

1. 3  三角表示法及运算规则
按照上述( 1)c式的表达方式,可以导出相应的三角表示法的运算规则# 

  ; = ( | ; x | cosHx , | ; z | cosHz ) + i | ; x | s inHx =
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     ( | ; x | cosHx , | ; z | cosHz ) + i | ; z | s inHz =

     Q[ ( cosU, sinU) cosH+ i sinH] , ( 1)c

  ; 1 # ; 2 = [ | ; 1x | #| ; 2x | cos( H1x + H2x ) , | ; 1z | #| ; 2z | cos( H1z + H2z ) ] +

      i | ; 1x | #| ; 2x | sin( H1x + H2x ) =

      Q1Q2 cos( U1 + U2 ) , sin( U1 + U2 ) cos( H1 + H2 ) + i sin( H1 + H2 ) # 

1. 4  指数表示法及运算规则

  ; = ( | ; x | , | ; z | ) e
i( H

x
, H

z
)
= Q( cosU, sinU) Ó e

iH
, ( 1)d

这里   ; x = | ; x | e
iH
x = Qx e

iH
x , ; z = | ; z | e

iH
z = Qz e

iH
z ,

  ; 1 # ; 2 = ( | ; 1x | , | ; 2x | , | ; 1z | #| ; 2z | ) e
i( H

1x
+ H

2x
, H

1z
+ H

2z
)
=

       Q1Q2 [ cos( U1 + U2 ) , sin( U1 + U2 ) ] # exp[ i( H1x + H2x , H1z + H2z ) ] ,

  ; 1P; 2 = ( | ; 1x | / | ; 2x | , | ; 1z | / | ; 2z | ) e
i( H

1x
- H

2x
, H

1z
- H

2z
)
=

       Q1PQ2 [ cos( U1 - U2 ) , sin( U1 - U2 ) ] # e
i( H

1x
- H

2x
, H

1z
- H

2z
)
,

  ;
n

= ( | ; x |
n

, | ; z |
n

) e
i( nH

x
, nH

z
)
= Q

n

[ cos( nU) , sin( nU) ] # e
inH
,

  ;
1Pn

= ( | ; x |
1Pn

, | ; z |
1Pn

) e
i( H

x
Pn+ 2 kP, H

z
Pn+ 2 kP)

=

     Q
1Pn

[ cos( UPn + 2kP) , sin( UPn + 2kP) ] # e
i( HPn+ 2kP) # 

和平面复数一样,具体使用时,为了方便,可以灵活地采用上述表达式# 

2  /解析函数0

和平面复数及复变函数一样
[ 5~ 6]

,可以方便地导出其相应的双复变函数、导数、微分、积

分、调和函数与解析函数的概念,以及相应的/柯西_黎曼条件0# 

2. 1  正交双复变函数

  8 = f ( ; ) = [ u( x , y , z ) , w ( x , y , z ) ] + iv ( x , y , z ) = ( u, w ) + iv , ( 2)

定义为双复数 ; 的正交双复变函数,且 8 是; 的连续函数# 其中 ; = ( x , z ) + iy ; u( x , y , z ) ,

w ( x , y , z ) , v ( x , y , z ) 均是 x , y , z 的实函数# 显然( 2)式构成三维空间中的三重实函数的特

殊偶合,可以以表达三维空间中的位、势及流形问题# 

2. 2  导数

  8c | ; = ;
0
= f c( ; 0 ) = lim

; y ;
0

[ f ( ; ) - f ( ; 0 ) ] / ( ; - ; 0 ) ( 3)

存在,则 f c( ; 0 ) 称为 8 = f ( ; ) 在 ; 0的导数# | f c( ; 0 ) | 称为 8 = f ( ; ) 在 ; 0点的伸缩系

数, fc( ; 0 ) 的幅角称为 8 = f ( ; ) 在 ; 0 点的旋转角# 

2. 3  解 析 函 数

当 8c = f c( ; ) 在 2 区域内存在, 且不处处为零,则称

8 = f ( ; ) = [ u ( x , y , z ) , w ( x , y , z ) ] + iv ( x , y , z ) 为在区域 2内是 ; 的/解析函数0# 

2. 4  柯西_黎曼条件

 f c( ; ) = d 8Pd ; = lim
$ ; y 0

[ u( x , $x , y + $y , z + $z ) , w ( x , $x , y + $y , z + $z ) ] +

     iv ( x , $x , y + $y , z + $z ) - [ u ( x , y , z ) , w ( x , y , z ) ] -

     iv ( x , y , z ) P ( $x , $z ) + i$y ,

令 ; 分别从 x , y , z 轴方向使 $; y 0,即 $; = ($x , $z ) + i$y y 0,

  f
c
x( ; ) = l im

$; y 0
[ f ( ; + $; ) - f ( ; ) ]P$; =
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      l im
$x y 0

[ u( x , $x , y , z ) , w ( x , $x , y , z ) ] + iv ( x , $x , y , z ) -

      u( x , y , z ) , w ( x , y , z ) + iv ( x , y , z ) P$x =

      5
5x u ( x , y , z ) , w ( x , y , z ) + i

5
5x v ( x , y , z ) =

5
5x ( u, w ) + iv , ( 3)c

同样   f
c
z ( ; ) = 5

5z ( u, w ) + iv , ( 3)d

  f
c
y( ; ) = lim

$y y 0
u( x , y + $y , z ) , w ( x , y + $y , z ) - iv ( x , , + $y , z ) P( i$y ) =

      - i
5
5y ( u, w ) +

5
5y v =

5
5y v - i( u, w ) # ( 3) Ê

从上面可得:

  5
5x ( u, w ) = 5

5z ( u , w ) = 5
5y v , ( 4)

  5
5y ( u, w ) = -

5
5x v = -

5
5z v , ( 4)c

即有相应的正交双复变函数的/柯西_黎曼条件0# 

2. 5  积分

可以证明, f ( ; ) 沿空间光滑闭曲线 c积分可以表达为

  Rc
f ( ; ) d ; = Rc

[ ( u, w ) dx - v dy ] + iRc
[ ( u , w ) dy + vdx ] =

        Rc
[ ( u, v ) dz - w dy ] + iRc

[ ( u, w ) dy + vdz ] =

        Q
D
Q[

5
5 x (- w ) =

5
5y ( u , v ) ] dx dz + iQ

D
Q[

5
5x ( u , v ) -

5
5yw ] dxdz ,

其中 D 为过闭曲线 c 的空间光滑闭曲面,根据/柯西_黎曼条件0,上述积分为零# 故

  Rc
f ( ; ) d ; = 0 , ( 5)

同样可以得到相应的/柯西公式0为:

  f ( ; ) = -
1
4PRc

[ f ( ; )P( ; - ; 0 ) ] d ; # ( 6)

2. 6  调和函数

从上述可知,

  f d( ; ) =
5
5x

5
5x [ ( u, w ) + iv ] =

5
5z

5
5z [ ( u, w ) + iv ] =

     5
5y

5
5x [ ( u, w ) + iv ]Pi = 5

2

5 y2 [- i( u, w ) + v ] # 

由上述可以定义, u( x , z , y ) , w ( x , z , y ) 为调和函数的条件:

  $u =
52

5x
2 + 2

52

5y
2 + 2

52

5z
2 u =

52

5x
2 + 2

52

5y
2 + 2

52

5z
2 w = 0# 

3  空间正交(保角)映射

正交(保角)映射定理,  若 8 = f ( ; ) 在 ; 0 解析,且 f c( ; 0 ) X 0,则 8 = f ( ; ) 在 ; 0点

所构成的映射是正交(保角)映射# 
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与平面复变函数的保角变换一样, 可得到空间正交保角变换的同样结果# 例如,当 8 = a

+ ; , a = ( ax , az ) + iay ,实现从 ; 空间到 8 空间的平移# 8 = a # ; , a = ( ax , a z ) + iay ,实

现了从 ; 空间到 8 空间的伸缩和旋转,同样可以得到诸如单位球内外的变换等等# 

例如 8 = f ( ; ) = ;
2
的映射:

  8 = f ( ; ) = ;
2
= ( x , z )

2
- y

2
+ i2y ( x , z ) , u = x

2
- y

2
, w = z

2
- y

2
, v = 2y ( x ,

y ) ;   ¹ 如 x = a, z = 0, 表示 ; 空间中( x , y ) 平面内的直线 a1 (图2) ,可以映射为 8 空间

中 u = a
2
- y

2
, v = 2ay , w = - y

2
,消去 y ,得到: u = a

2
- v

2P( 4a2
) , w = - v

2P( 4a2
) , u = a

2

+ w , 这表示顶点在( a
2
, 0, 0) 的( u, v ) 平面和( w , v ) 平面内的抛物线 a1 ,和( u, w ) 平面内的直

线 a1 (图 3)# 

º 如 x = a, y = 0,表示 ; 空间中( x , z ) 平面内的直线 a2 (图 2) ,可映射为 8 空间中的:

w = z
2
, u = a

2
, v = 0,直线 a2 (图 3)# 

» 如 y = b , z = 0,表示 ; 空间中( x , y ) 平面内的直线 b 1 (图2) , 可以映射为 8 空间中的

u = x
2
- b

2
, v = 2bx , w = - b

2
, 消去 x ,得到: u = v

2P( 4b2
) - b

2
, w = - b

2
,这就是平面( u ,

v ) 顶点在(- b
2
, 0, - b

2
) 的抛物线 b1 (图 4)# 

¼如 y = b, x = 0, 表示 ; 空间中( x , y ) 平面内的直线 b2 (图 2) , 映射为 8 空间中: u

= - b
2
, v = 2bz , w = z

2
- b

2
, 消去 z , 得到: w = v

2P( 4b2
) - b

2
,这就是平面内( w , u) 顶点在(-

b
2
, 0, - b

2
) 的抛物线 b2 (图 4)# 

½ 如 z = c , x = 0,得 w = c
2
- y

2
, v = 2cy , w = - y

2
,消去 y ,得: w = c

2
+ u, w = c

2

- v
2P( 4c 2

) , u = - v
2P( 4c 2

) ,这是平面( w , v ) 和( u, v ) 内的顶点在( a
2
, 0, 0) 的抛物线 c 1 (图5) ,

及( w , u ) 平面内的直线 c1 # 

¾如 z = c , y = 0,得: u = x
2
, v = 0, w = c

2
,这是平面( w , u ) 内的直线 c2 (图 5)# 

图 1 正交双复数空间              图 2 ; _空间中的直线

图 3 a1 , a2 在 8 _空间中的映射          图 4  b1 , b2 在 8_空间中的映射
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4  流体问题的边界元法

由上述定义的正交双复数空间及所规定的运算规则以及相应的解析函数、保角映射例子,

图 5 c1 , c2 在 8 _空间中的映射

尽管缺少严格的数学逻辑推理证明,但从实用的角度看, 应该

是正确的;而且不难发现正交双复数空间概念作为一种数理工

具,具有明显的优势,利用它的解析函数及保形映射特点可以

处理许多数理问题# 诸如空间流场、流体分形、复杂形态的空

间变换等问题, 可利用格林公式转换到正交的复平面及一个与

之同样正交的实平面内或其边界上进行处理,将会收到许多好

处# 为此给出一些结果# 

例如以泊松方程为例# 

  52

5x 2 +
52

5 y2 +
52

5z 2 W= - X# ( 7)

令速度场为 q( x , y , z ) = ( u , w ) + iv ,设势函数为 k = <+ W+ iE,这儿 u、w、v、<、W、E均

为 x、y、z 的实函数# 由于

  f c = ( N, F) + i G= ( hN, hF) e
i( D+ C)

, q = k̈ =
5
5x ,

5
5z k + i

5
5yk ,

则可得:

  u =
5
5x<+

5
5xU+

5
5yE, w =

5
5x<+

5
5xU+

5
5yE,

  v =
5
5 y<+

5
5yU-

5
5xE=

5
5y<+

5
5 yU-

5
5zE,

可导出:   q; = ;̈ k =
5
5N,

5
5F k - i

5
5Gk , ] q = ( hN, hF) e

i( HD, HC)
q ; ,

设   ¨# q = K, 则 ¨@ q = X, ] ¨2
< = KN, ¨2

W= KF, ¨2
E= - X, ]

    ;̈ # q ; = ¨2
; ( <, W) = ( KNPh2

N, KFPh2
F) , ;̈ @ q ; = - ¨2

;E= ( XPh2
N, XPh2

F) ]

    q ( ; ) = - Q
R

K0QdR0 - Q
R

X0 @ QdR0 + Q
B

[ ( q0 # n0 ) Q - ( q 0 @ n0 ) @ Q ] dB 0 ,

这里   Q ( ; , ; 0 ) = - ( ; - ; 0 )P( 4P| ; - ; 0 |
2
) , hN, hF, KN, KF为坐标变换系数,通常是非线

性的系数, 它随划分网格点位置不同而不同; n0 为边界外法线单位矢量# 这样, 边界元_边界

积分方程在正交双复数空间中表达为:

  q; ( j ) = - Q
R
j

Kj
0
Ó Qj

0

h
2
j
0

d j 0 - Q
R
j

Xj
0

@ Qj
0

h
2
j
0

dj 0 - Q
R
s

Ks
0
Ó Q s

0

h
2
j
0

dR0 - Q
R
s

Xs
0
Ó Q s

0

h
2
j
0

dR 0 +

      Q
B
J

[ ( qj
0

# nj
0
) QJ - ( qj

0
@ nj

0
) @ Qj ] dB0 , ( 8)

这儿,   QJ ( j , j 0 ) = - ( j - j 0 )P( 2P| j - j 0 |
2
) 为格林函数,其中 j = ( N, F) , j 0 = ( N0 , F0 ) # 

R s 为( x , y ) 平面内的投影边界, R j 为正交的两个复平面内的边界, B 为区域内部# 

由此可以将三维流体问题导入到正交双复数空间, 利用空间保角变换理论变换到两个复

平面上进行边界积分运算,求得明确数值解# 但是要将上述方程( 8)进行数值求解, 尚需具体

求出相应的变换系数,并要确定计算网格的选择, 而这些网络在映射中通常具有某些非线性特
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性,这从保角映射的实例中可以看出# 

5  结   论

从上述分析可知,正交双复数及其双复变函数的概念具有较优越的特性,所使用的标记符

号 ; = ( x , z ) + iy , 对于定义它的运算规则及空间变换是方便适用的; 分析表明,正交双复数

及其复函数和平面复数及其复变函数的特性相近;利用这种变换可以将三维流体及其他相关

问题变换到空间正交的两个复平面上进行求解, 从而较好地利用平面复数的现有特性表达和

计算# 该方法进一步完善,将能有效地把一维复数推广到三维空间, 并为物理问题的求解提供

新方法和新手段# 本变换要用于计算机求解,尚需解决映射网格的计算生成变换中的非线性

等问题# 本文的方法值得进一步深入研究# 
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Fluid Boundary Element Method and Orthogonal

Transform of Double Complex Variables

LUO Yi_ying

( Depar tm ent of Engineer in g Mechan ics , Chon gqin g Univer sity , Chon gqing 400044, China )

Abstract: A concept of orthogonal double complex variables space was put forward, Its correspond-

ing operation rules, the concept of analytic function and conformal transform and its foreground for ap-

plication of fluid boundary element method are explained. The results indicate that the concept and

special mark may develop the plane complex into space, and extensive application in physics is got.

Key words: orthogond double complex variable; space of double complex variables; space conformal

transform; boundary element method of fluid
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