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摘要:  研究了马氏环境中的可数马氏链, 主要证明了过程于小柱集上的回返次数是渐近地服从

Poisson分布# 为此, 引入熵函数 h , 首先给出了马氏环境中马氏链的 Shannon_McMillan_Breiman 定

理,还给出了一个非马氏过程 Posson 逼近的例子# 当环境过程退化为一常数序列时, 便得到可数

马氏链的 Poisson 极限定理# 这是有限马氏链 Pitskel相应结果的拓广# 
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1  过程与结果的陈述

随机过程中的 Poisson极限率的研究不仅于概率论本身有其重要的意义,而且在动力系统

的遍历理论等其他领域中亦有着重要的应用# 一个多世纪以来,有关 0_1值独立随机序列的

经典 Poisson极限定理已得到了广泛的发展[ 1, 2] # 1991年 Pitske[ 3]得到了关于遍历有穷马氏链

的Poisson极限定理# 本文考虑马氏环境中的可数马氏链,主要证明了链回返于小柱集的 Pois-

son极限率# 熟知,马氏环境中的马氏过程一般来说不是马氏链,因此, 我们给出一个非马氏过

程的 Poisson逼近的例子# 另一方面,当环境过程退化为一常数序列(即环境过程的状态空间

只含有一个点)时,我们便得到可数马氏链的 Poisson极限定理,这是 Pitskel关于有限马氏链相

应结果的拓广[ 3]# 

设 Z+ 为正整数全体所做成的集合, Z = 0 G Z+ # 又令 ( 为一可数空间,

P ( H) : H I ( 为可数状态空间E 上的转移概率, X
y
= X 0, X 1, , 为一取值于 E 的随机序

列, N
y

= N0, N1, , 为一取值于 ( 的马氏链,其转移概率为 K ( H, A) , H, A I (# 对于 n I Z,

x I E ,若 N
y

和 X
y

满足 P (X n+ 1 = x | X 0, X 1, ,, X n; N0, N1, ,) = P( Nn; X n, x ) , a. s . ,则称 X
y

为马氏环境中的马氏链[ 4~ 6]
, N

y

称为马氏环境过程# 

熟知,双变量过程 ( X
y

, N
y

) = ( X0, N0) , ( X1, N1) , , 为一马氏链[ 6]
,我们称它为一个双链,

其转移概率取决于 P ( ( x , H) , ( y , A) ) = K ( H, A) P ( H; x , y ) , H, A I ( , x , y I E # 
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设 E
Z
, ( Z, 8 = ( E @ ( ) Z分别表示过程X

y

,过程 N
y

以及双链( X
y

, N
y

) 的轨道空间# 

在本文中, 我们总假定双链是不可约非周期的# 设 �P 为具有平稳分布 P =

P( x ,H) : ( x , H) I E @ ( 的双链的马尔可夫测度, P
*
是 �P 关于边缘过程X

y

的边缘分布, T 表

示 E
Z上的转移变换# 对每个 n I Z, x

y
I E

Z
,令 Sn( x

y
) = y

y
I E

Z
: yi = xi , 0 [ i [ n # 对

L > 0,以及满足 lim
n y ]

A( n) = 0的实数序列 A( n) ,令 Nn = ( L+ A( n) ) / P *
( Sn( x

y
) ) # 

我们的主要结果如下:

定理  设双链是* - 混合的[ 7]并且是不可约非周期的,如果

( � ) ( 是一有限空间,或者
( � ) 对某个常数 Q> 0,有 inf P ( H, x , y ) > 0: H I ( , x , y I E > Q,

那么对几乎所有的 x
y

I E
Z
(关于P

*
) , 6

N
n

i= 0
IS

n
( x

y
) . T

i
( X

y

) 关于参数 L弱收敛于Poisson分布,即

  l im
n y ]

P
* 6

N
n

i= 0
IS

n
( x

y
) . T

i
( X

y

) = k =
Lk

k !
e
- L   ( k = 0, 1, ,) # 

值得指出, 当环境过程的状态空间 ( 只含一个点时,过程 X
y

变成一马氏链, 于是, 作为定

理的推论,我们得到可数马氏链的 Poisson极限定理# 

通过检验 Sevastcyanov 定理[ 3]的条件,我们将在第 3节证明这个定理,而证明的完成主要

依赖于我们在第 2节建立的引理,这些引理本身也是令人感兴趣的# 

2  若干引理及其证明

为了证明上述定理, 这一节我们先给出几个引理, 它们是有限马氏链相应结果的自然延

伸# 设

  h = - 6
H, x, y

P( x , H) P ( H, x , y ) lnP ( ( x , H) , y @ ( ) # 

我们注意到,当环境过程 N
y

的状态空间 ( 只含一个点时, h 变成马氏链X
y

的熵# 

下述引理可称为马氏环境中马氏链的 Shannon_McMillan_Breiman 定理[ 8] , 它的证明依赖于

双链的马尔可夫性# 

引理 1  设 h < ] ,如果

( � ) ( 是一有限空间,或者

( � ) 对某常数 Q> 0, 有 lin P( H, x , y ) > 0: H I ( , x , y I E \ Q,

那么对于任意 D> 0,存在常数 C1( x
y
) 和 C2( x

y
) ,对几乎所有的 x

y
I E

Z
(关于 P

*
) , 都有

  C1( x
y
) e

- ( h+ D) n
< P

*
( Sn( x

y
) ) < C2( x

y
) e

- ( h- D) n # 

证明  设

  f ( X) = f ( x
y
, H

y
) =

lnP( ( x 0, H0) , x1 @ ( )  (如果 P ( ( x 0, H0) ) , x 1 @ ( ) > 0,

0   (否则) ,

又设

  A k = ( x
y
, H

y

) : v i [ k , P ( ( xi , Hi ) , ( xi+ 1, Hi+ 1) ) = 0   ( k I Z) ,

  A = ( x
y
, H

y
) : v i I Z, P ( ( xi , Hi ) , ( xi+ 1, Hi+ 1) ) = 0 # 
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显然, �P (A k) = 0,并且 �P (A) = �P G
]

k= 0
A k = 0# 容易看出,当 X= ( x

y
, H

y

) /I A, 也就是说,

对几乎所有的( x
y
, H

y

) , 我们有- lnP ( Hi ; xi , xi+ 1) < ] , ( i \0)# 又由于 h = Qf ( X)�P (d X)

< ] ,根据遍历定理,我们得到

  l im
n y ]

1
n 6

n- 1

k= 0

f ( T
kX) = Qf ( X) �P (dX) = - h , �P - a. s . . , 并且

  1
n 6

n- 1

k= 0
f ( T

k
X) =

1
n 6

n- 1

k= 0
lnP ( ( xk , Hk) , ( xk+ 1 @ ( ) ) =

    1
n
ln 7

n- 1

k= 0
P( ( x k , Hk ) , ( x k+ 1 @ ( ) ) =

    1
n
ln 7

n- 1

k= 0
6
A
P ( ( x k , Hk ) , ( xk+ 1, A) ) =

    1
n
ln 6

A
1
, ,, A

n

P( ( x 0, H0) , ( x 1, A1) ) ,P ( ( x n- 1, Hn- 1) , ( xn , An) ) =

    1
n
ln 6

A
1
, ,, A

n

K ( H0, A1) P ( H0; x 0, x 1) , K ( Hn- 1, An) P ( Hn- 1; x n- 1, x n) =

    1
n
ln P ( H0; x 0, x 1) P( H1; x 1, x 2) ,P( Hn- 1; x n- 1, xn ) =

    1
n
ln�P X 1 = x 1, ,, Xn = xn | H

y

, X 0 = x 0 ,

这样,我们便有

  l im
n y ]

-
1
n
ln�P X 1 = x 1, ,, Xn = x n | N

y

, X 0 = x 0 = h , �P - a. s. ,

由此,对任意 D> 0,存在一函数 C( x
y
, N

y

) > 0满足

  C( x
y
, N

y

) e- ( h+ D) n
< �P X 1 = x 1, ,, Xn = xn | N

y

, X 0 = x 0 , �P - a. s.

设 C1( x
y
) = �EC( x

y
, N

y

) ,我们得到

  C1( x
y
) e- ( h+ D) n

< P
* X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, Xn = xn , P

*
- a. s .

下面分两种不同情况证明之:

( � ) 设 ( 有限,固定 x
y
并使 H

y
*
满足- lnP ( Hk , xk , x k+ 1) [ - lnP ( H

*
k , xk , xk+ 1) < ] , H

y

I

( Z ,我们得到

  -
1
n
ln�P X 1 = x 1, ,, Xn = x n | N

y

, X 0 = x 0 =

    -
1
n
ln P( N0; x 0, x 1) ,P( Nn- 1; x n- 1, xn ) [

    -
1
n
ln P( H*0 ; x 0, x 1) ,P( H*n- 1; x n- 1, xn ) # 

由控制收敛定理

  l im
n y ]

-
1
n
lnP* X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, X n = x n =

    l im
n y ]

-
1
n
ln�E �P X 1 = x 1, ,, Xn = xn | N

y

, X 0 = x 0 [

    l im
n y ]

-
1
n
�E ln�P X1 = x 1, ,, Xn = x n | N

y

, X 0 = x0 = h # 
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于是,对任意 D> 0,存在常数 C2( x
y
) 满足 P

*
( X 0 = x 0, ,, X n = xn ) < C2( x

y
) e- ( h- D) n # 

( � ) 由假设, 对任意的 ( x
y
, H

y

) /I A ,有

  -
1
n
ln P ( H0; x 0, x 1) ,P( Hn- 1; x n- 1, xn ) [ - lnQ,

由控制收敛定理,

  l im
n y ]

-
1
n
lnP X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, Xn = xn [

    l im
n y ]

-
1
n
�E lnP X1 = x 1, ,, Xn = x n | N

y

, X 0 = x0 = h # 

这样,对任意的 D> 0,存在一常数 C2( x
y
) ,使得 P

*
( X 0 = x 0, ,, Xn = x n) < C2( x

y
) e- ( h- D) n# 

引理证毕# 

引理 2  设双链是不可约非周期的, 如果 lim
n y ]

sup
( x, H)

P
n
( ( x , H) , ( y , A) ) - Py , A = 0, 那

么,存在正常数 C 和 q ,使得对每一个 x
y

I E
Z ,都有

( a) P
* X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, X n = x n < Cq

n
,

( b) �P X 1 = x1, ,, X n = xn | X 0 = x 0, N0 = H0 < Cq
n # 

证明  这里,我们仅给出( a)的证明,类似地可以证得( b)# 

因为 lim
n y ]

sup
x , H

P( ( x , H) , ( y , A) ) - Py , A = 0,对任意 E> 0, 存在一整数 n0,便得当 n \

n0 并且 n = mn0+ r , 0 [ r < n0时,有

  P
* X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, X n = xn [

    P
* Xn

0
= x n

0
, X 2n

0
= x 2n

0
, ,, Xmn

0
= xmn

0
=

    6
H
n
0

, ,, H
mn

0

�P (X n
0
, Nn

0
) = ( xn

0
, Hn

0
) , ,, ( Xmn

0
, Nmn

0
) = ( xmn

0
, Hmn

0
) =

    6
H
n0

, ,, H
mn0

6
x, H
P(x ,H)P

n
0( ( x , H) , ( x n

0
, Hn

0
) ) ,

    P
n
0 ( x (m- 1) n

0
, H(m- 1) n

0
) ( xmn

0
, Hmn

0
) =

    6
( x, H)

P( x , H) 6
H
n0

P
n
0( ( x , H) , ( xn

0
, Hn

0
) ) ,

    6
H
mn
0

P
n
0 ( ( x (m- 1) n

0
, H(m- 1) n

0
) , ( xmn

0
, Hmn

0
) ) [

    6
( x, H)

P( x , H) P ( ( xn
0 @ ( ) + E) ,( P ( xmn

0 @ ( ) + E) # 

令 B= sup
x I X

P( x @ ( ) ,显然 0 < B< 1# 取 E充分小,使得 B+ E< 1,又令 q = ( B+ E)
1/ n

0 ,

C = q
- n

0# 不难看出 P
*
( X 0 = x 0, X 1 = x 1, ,, X n = x n) < Cq

n# 引理证毕# 

注  如果双链是强遍历的,特别地, E 是有限的, 那么自然有

  lim
n y ]

sup
x, H

P ( ( x , H) , ( y ,A) ) - Py, A = 0# 

引理 3  设双链是* - 混合的, 那么存在常数 C1和 K, C1 > 0, 0 < K< 1 ,使得

  
P
*

T
k
2 . X

y

I Sn ( x
y
) | T

k
1 . X

y

I Sn( x
y
)

P
*

T
k
2 . X

y

I Sn ( x
y
)

- 1 < C 1K
k
1
- k

1# 
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证明  因为双链是* - 混合的,所以它的边缘过程X
y

也是* - 混合的 ,于是,由* - 混合

的定义,结论即得证# 

注  当 E 和 ( 都是有限空间时, 双链(X
y

, N
y

) 自然是 * - 混合的# 当 ( 只含一个点H0时, 这一过程的

* - 混合条件[ 7] 等价于: 对某正整数 m,某实数 B, 0 < B< 1,有

  sup
x , y I E

Pm( H0; x , y ) - Py

Py
[ B# 

例  设双链 ( X
y

, N
y

) 是不可约非周期的,如果存在常数 A, B, 0 < A, B< 1, K= B+ A(1 +

B) < 1 , 使得

  sup
H

K ( H, Hc) [ (1 + A) inf
H
K ( H, Hc) ,

  sup
y, H

P( H; , y , yc) [ (1+ B) inf
y, H

K ( H; y , yc) ,

那么双链是* - 混合的# 

事实上,不难看出 sup
X, XcI H

P ( X, Xc) - Pc
X

Pc
X

[ K# 我们知道这是可数状态空间马氏链* -

混合的充分条件# 

3  定理的证明

利用 Sevast. yanov 的定理[ 3] , 我们来证明本文的主要结果# 设 n , r \1是整数# 集 Ir( n )

称为稀疏的,如果它仅由一些具有相互不同指标 1 [ i k [ n 的( i1, ,, ir ) 所组成# 

引理 4  设 G
n
i

n
i = 1, n \ 1是概率空间( 8, F, P ) 上 0_1随机变量序列,定义

  Nn = Gn1+ Gn2 + ,+ Gnn# 

令 b
n
i
1
, ,, i

r
= P ( Gni

1
= Gni

2
= ,= Gni

r
= 1) , 假定

  l im
n y ]

max
1 [ i [ n

b
n
i = 0, ( 1)

  l im
n y ] 6

n

i= 1

b
n
i = K> 0# ( 2)

进一步,假定存在稀疏集 Ir( n) ,使得对任意 r \ 1 , 下列各式

  l im
n y ] 6

( i
1
, ,, i

r
) I I

r
( n)

b
n
i
1
, i

r
= 0, ( 3)

  l im
n y ] 6

( i
1
, ,, i

r
) I I

r
( n)

b
n
i
1
,b

n
i
r
= 0, ( 4)

  l im
n y ]

b
n
i
1
,b

n
i
r

b
n
i
1
, ,, i

r

= 1# ( 5)

在 ( i1, ,, ir ) /I Ir( n ) 中一致成立,那么就有

  l im
n y ]

P ( Nn = k ) =
Kk

k !
e
- K# 

我们引入如下一些记号: 对 L > 0, x
y

I E
Z ,令

  Gni ( y
y
) = IS

n
( x

y
) ( T

i
y
y
) ,

  Nn ( y
y

) = 6
N
n

i = 0

Gni ( y
y

) ,
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  b
n
i
1
, ,, i

r
= P

*
( Gni

1
= 1, ,, Gni

r
= 1) # 

令 Wr (Nn) 是所有( i 1, ,, ir ) 全体所做成的集,使得 0 [ i 1 < i 2 < , < i r [ Nn ,又令

  Ir (Nn ) < Wr (Nn) , J r(Nn ) < Wr (Nn ) ,

  Ir (Nn ) = ( i 1, ,, ir ) : min
1 [ j [ r- 1

| ij+ 1- ij | < n + lnn ,

  J r(Nn ) = ( i 1, ,, ir ) : min
1 [ j [ r- 1

| ij+ 1- ij | < n - 3 lnn/ lnq- 1 # 

类似于[ 3]中证明引理 1. 2和 1. 3的方法,由引理 2,可以得到下述结果, 由于利用了引理

2中的( b) ,我们的证明似乎更简单一些# 

引理 5  对充分大的 n,如果( i 1, ,, i r) /I Jr (Nn) ,那么 b
n
i
1
, ,, i

r
= 0# 

证明  设 m, n 是整数, 满足 1 [ m < n ,又设 K n = n - 3 lnn/ lnq- 1 \ 1 , 令

  Dn, m = x
y

I E
Z
: xi+ m = x i , 0 [ i [ n - m ,

  Dn = G
1 [ m [ k

n

Dn, m# 

由[ 3]中引理1. 2,当 ( i1, ,, ir ) I Jr (Nn) 且 y
y

: G
n
i
1
( y

y
) = 1, ,, G

n
i
r
( y

y
) = 1 X <时, 有 Sn( x

y
)

< Dn ,由引理 2中的( b) ,则有

  P
*
(Dn, m) = P

*
( x

y
: xi+ m = x i , 0 [ i [ n - m) =

    6
y
0
, ,, y

m- 1

6
A
0
, ,, A

m- 1

�P ( x
y
, H

y

) : x i = yi , Hi = Ai , 0 [ i [ m- 1, x
y

I Dn, m [

    Cq
n- m # 

由 n - m > 3 lnn/ ln q
- 1

,我们又可得到 P
*
( Dn, m) < Cn

- 3
,以及 6

]

n = 1
P
*
( Dn) [ 6

]

n = 1
Cn

- 2
<

] ,于是由 Borel_Cantelli引理, P
* H

]

n = 1
G
]

k= n
Dk = 0# 这意味着对充分大的 n 和( i 1, ,, ir ) I

Jr (Nn) , 有 b
n
i
1
, ,, i

r
= 0# 证毕# 

引理 6  对几乎所有的 x
y

I E
Z
, 任意 D> 0充分大的 n, 存在常数 C1( r , x

y
) ,使得

  | Ir (Nn) | [ C1( r , x
y
) ( n + lnn ) en(r- 1)( h+ D) # 

证明  由[ 3]中的引理 1. 5,可得 | Ir(Nn ) | [ ( r - 1)N r- 1
n ( n + lnn ) ,根据Nn 的定义及

引理1,对几乎所有的 x
y
,任意 D1 > 0及充分大的 n,我们有Nn [ ( L+ A( n) ) C- 1

1 ( x
y
) en( h+ D

1
)# 

取 D1 < D及C 1( r , x
y
) = ( r - 1) ( L+ A( n) ) C- 1

1 ( x
y
) ,证明即可完成# 

引理 7  对任意 D> 0,正整数 r ,及几乎所有的 x
y
,存在整数 n0,正数 t以及常数C2( r , x

y
) ,

使得对 n > n0及( i 1, ,, ir ) /I Jr (Nn) , 有 b
n
i
1
, ,, i

r
< C2( r , x

y
) n

te- nr ( h- D) # 

证明  设 kn = n - 3 lnn/ lnq
- 1

,并且 kn 充分大,如果( i 1, ,, i r) /I Jr (Nn) ,则有

  ij+ 1 - ij > n - 3 lnn/ lnq
- 1

, (1 [ j [ r - 1) # 

显然, b
n
i
1
, , i

r
[ P
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由引理3,可以得到

  
P
*
( T

i
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I Sk
n
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y
) | ) T

i
j- 1y

y
I Sk

n
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y
) , ,, T

i
1y

y
I Sk

n
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) )

P
*
( T

i
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y
I Sk

n
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y
) )

- 1 < CK
lnn # 

于是,由引理 1,我们有

  b
n
i
1
, ,, i

r
[ C

r
2( x

y
) e- nr( h- D) e3r( h- D) lnn/ lnq

- 1
+ r( h- D) lnn 1+ CK lnn r# 

令

  C2( r , x
y
) = C

r
2( x

y
) (1+ CK lnn

)
r
, t = 3r( h - D) / lnq- 1 + r ( h - D) + 1# 

引理证毕# 

定理的证明  我们需要证明引理 4中的条件( 1) ~ ( 5)# 

1) lim
n y ]

max
i

b
n
i [ lim

n y ]
Cq

n
= 0# 

2) lim
n y ] 6

N
n

i= 1
b
n
i = lim

n y ]
( L+ A( n) ) = L# 

3) 由引理 5,对充分大的 n 和( i 1, ,, ir) I J r(Nn ) ,可得 b
n
i
1
, ,, i

r
= 0 ,并且

  l im
n y ] 6

( i
1
, ,, i

r
) I J

r
( N

n
)

b
n
i
1
, ,, i

r
= 0# 

如果 ( i 1, ,, i r) I I r(Nn ) - Jr (Nn) , 由引理 6和 7,又可得

  l im
n y ] 6

( i
1
, ,, i

r
) I I

r
( N

n
)- J

r
( N

n
)

b
n
i
1
, ,, i

r
[ lim

n y ]
| Ir (Nn) - Jr (Nn) | C2( r , x

y
) n

t
e
- nr( h- D) [

    l im
n y ]

C1( r , xy ) C2( r , x
y
) ( n + lnn n

ten( r- 1) ( h+ D)- nr( h- D)
) = 0# 

这样,我们就证明了 lim
n y ] 6

( i
1
, ,, i

r
) I I

r
( N

n
)

b
n
i
1
, ,, i

r
= 0# 

4) 由引理 1和引理 6,我们可以得到
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1
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r
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)
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5) 注意到 ij - ij- 1 > n + lnn 及
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由引理3,对 ( i 1, ,, ir ) /I Ir (Nn) ,我们有
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n
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)
r
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n
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因此 lim
n y ]

b
n
i
1
, ,, i

r

b
n
i
1

,b
n
i
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= 1在( i 1, ,, ir ) /I Ir(N n) 中一致成立# 定理证毕# 
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Poisson Limit Theorem for Countable Markov

Chains in Markovian Environments

FANG Da_fan1, 2,  WANG Han_xing2,  TANG Mao_ning2

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Yu eyang Norma l Univ er sity , Hunan 414000, P . R . Chin a ;

2. Depar tm ent of Ma thematics , Shan gha i Un iver sity , Shangha i 2000436, P . R . Chin a )

Abstract: A countable Markov chain in a Markovian environment is considered. A Poisson limit theo-

rem for the chain recurring to small cylindrical sets is mainly achieved. In order to prove this theorem,

the entropy function h is introduced and the Shannon_McMillan_Breiman theorem for the Markov chain

in a Markovian environment is shown. It. s well known that a Markov process in a Markovian environ-

ment is generally not a standard Markov chain, so an example of Poisson approximation for a process

which is not a Markov process is given. On the other hand, when the environmental process degener-

ates to a constant sequence, a Poisson limit theorem for countable Markov chains, which is the gener-

alization of Pitskel. s result for finite Markov chains is obtained.

Key words: Poisson distributions; Markov chains; random environments
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