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压电材料中两平行对称可导通
裂纹断裂性能分析
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摘要 :  采用 Schmidt研究了压电材料中对称平行的双可导通裂纹的断裂性能 ,利用富里叶变换使

问题的求解转换为求解两对以裂纹面位移之差为未知变量的对偶积分方程, 并采用 Schmidt方法

来对这两对对偶积分程进行数值求解# 结果表明应力强度因子和电位移强度因子与裂纹的几何

尺寸有关# 与不可导通裂纹有关结果相比,可导通裂纹的电位移强度因子远小于相应问题不可导

通裂纹的电位移强度因子# 
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引   言

众所周知, 由于压电材料的电力耦合效应,因此由压电材料制作的换能器、传感器和制动

器等各种的压电器件在当今的电子技术、通讯和控制技术中得到了广泛的应用# 但当由压电

材料制作的各种压电器件在使用过程中,由于在制造过程中缺陷的存在,会引起电器件失效破

坏,因此研究压电材料的电机械性能及断裂性能是非常重要的, 特别是多裂纹问题# 

在压电材料断裂问题研究中, 许多研究者提出了多种裂纹面电边界条件, 如 Deeg[ 1] ;

Pak[ 2, 3] ; Sosa 和 Pak[ 4] ; Sosa[ 5, 6] ; Suo, Kuo, Barnett 和 Willis[ 7] ; Park 和 Sun[ 8] ; Zhang 和 Tong[ 9] ;

Gao, Zhang 和Tong[ 10] ; Wang[ 11] ; Narita和 Shindo[ 12, 13] ; Zhou, Wang 和 Cao[ 14]等# 为了使问题的分

析得到简化, Deeg[ 1] ; Pak[ 2, 3] ; Sosa 和Pak[ 4] ; Sosa[ 5, 6] ; Zhou, Wang和 Cao[ 14]和Yu和 Chen[ 15]等在

假定电场在裂纹面上是不可导通条件下对一系列问题进行了分析# 在这些模型中, 不可导通

裂纹的假设是根据裂纹面上的电荷是为零的,从而电位移在裂纹面上为零# 事实上,压电材料

中的裂纹含有空气或液体,这就要求电场是可以通过裂纹的,从而电位移和电势在裂纹上应是

连续的, 也就是可导通裂纹条件# 对于可导通裂纹模型, Zhang 和 Hack [ 16] ; McMeeking[ 17] ;

Suo
[ 18]

; Dunn
[ 19]

; Zhang和Tong
[ 20]
和Sosa和Khutoryansky

[ 21]
分析了有关可导通条件下压电材料
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的断裂问题# 最近, Soh, Fang和 Lee[ 22]分析了两种边界条件下压电材料界面裂纹的有关性能# 

然而,对于压电材料中平行对称裂纹的断裂问题利用Schmidt方法还没有研究过# 

本文将利用 Schmidt方法
[ 23]
对压电材料平行对称裂纹的断裂问题进行分析, 这种方法对于

解这种问题既方便又简单# 利用傅里叶变换把本问题的求解转换为两对对偶积分方程的求解# 

利用雅可比多项式把裂纹表面位移之差展开成级数形式,进而利用Schmidt
[ 23]
方法进行求解# 这

种求解过程不同文献[ 1~ 13]、[ 15~ 22]所采用的方法,这种解的形式既简单又容易理解# 最终,

应力强度因子和电位移强度因子用数值形式给出# 

1  基 本方程

设一压电材料平面中含有两平行对称长度为2l裂纹,如图1所示, h 是两裂纹间距离# 在此

仅考虑反平面机械位移和平面电位移的情况# 如Soh [ 22]工作中的讨论, 因裂纹没有张开位移发

生,从而可以假设裂纹面完全接触,据此,在本文中将讨论可导通裂纹面情况# 因此本问题的边

界条件可表示为:

  w
( 1)

= w
(2)
, S

(1)
yz = S

(2)
yz , <

(1)
= <

( 2)
, D

(1)
y = D

(2)
y , y = h   | x | > l , (1)

  w
( 2)

= w
(3)
, S

(2)
yz = S

(3)
yz , <

(2)
= <

( 3)
, D

(2)
y = D

(3)
y , y = 0   | x | > l , (2)

  S(1)yz = S(2)yz = - S0, <
(1)
= <(2), D (1)

y = D
(2)
y , y = h      | x | [ l , (3)

  S(2)yz = S(3)yz = - S0, <
(2)
= <(3), D (2)

y = D
(3)
y , y = 0     | x | [ l , (4)

  w
( 1)

= w
(2)
= w

(3)
= 0,   ( x 2

+ y
2
)
1/ 2 y ] , (5)

这里 Szk , Dk( k = x , y ) 分别是反平面剪切应力和平面电位移# w 和 <分别是反平面剪切位移和

电势# 这里右上角角标 k ( k = 1, 2,3) 分别是上半平面 1、中间层2和下半平面3,如图1所示# 

本构方程可表示为:

图 1 压电材料中裂纹模型

  Szk = c44w , k + e15<, k , (6)

  Dk = e15w , k - E11<, k , (7)

c44、e15、E11分别是剪切模量、压电常数和介电常数, 反平面控

制方程为[ 22] :

  c44¨2
w + e15¨2< = 0, (8)

  e15¨2
w - E11¨2< = 0, (9)

这里 ¨2
= 52/5x 2

+ 52/ 5y 2是二维拉普拉斯算子# 由于载荷

和结构的对称性,只需考虑0 [ x < ] , 0 [ y < ] 时的情况

就可以了# 方程( 8)和(9)经傅里叶变换后,解可表示为:

  

w
(1)
( x , y ) =

2
PQ

]

0
A 1( s) e

- sy cos( sx )ds

<
(1)
( x , y ) =

e15

E11
w
(1)
( x , y ) +

2
PQ

]

0
B1( s ) e

- sy
cos( sx )ds

  ( y \ h) , (10)

  

w
(2)
( x , y ) =

2
PQ

]

0
[ A 2( s) e

- sy
+ B2( s ) e

sy
] cos( sx )ds

<(2) ( x , y ) =
e15

E11
w
(2)
( x , y ) +

2
PQ

]

0
[ C2( s ) e

- sy
+ D2( s ) e

sy
] cos( sx )ds

                          ( h \ y \0) ,

(11)
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w
(3)
( x , y ) =

2
PQ

]

0
A 3( s) e

sy cos( sx )ds

<(3) ( x , y ) =
e15
E11
w
(3)
( x , y ) +

2
PQ

]

0
B3( s ) e

sycos( sx )ds

  ( y [ 0) , (12)

这里 L= c44+ e
2
15/ E11, A 1( s) , B1( s ), A 2( s) , B2( s ) , C2( s) , D2( s) , A 3( s) 和B3( s) 是未知函

数# 变量上面的一横杠表示经过傅里叶变换的量,即:

  �f ( s ) = Q
]

- ]
f ( x )e- isx dx# (13)

由方程( 6)和( 7)可得:

  

S
(1)
yz ( x , y ) = -

2
PQ

]

0
s[ LA 1( s ) e

- sy
+

      e15B1( s) e
- sy

] cos( sx )ds

D
(1)
y ( x , y ) =

2
PQ

]

0
E11sB1( s) e

- sy
cos( sx )ds

  ( y \ h) , (14)

  

S(2)yz ( x , y ) = -
2
PQ

]

0
Ls[ A 2( s) e

- sy
- B2( s )e

sy
] +

      e15s [ C2( s) e
- sy

- D2( s) e
sy
] cos( sx )ds,

D
(2)
y ( x , y ) =

2
PQ

]

0
E11 s[ C2( s) e

- sy
- D2( s) e

sy
] cos( sx )ds,

                      ( h \ y \ 0) ,

(15)

  
S(3)yz ( x , y ) =

2
PQ

]

0
s[ LA 3( s) e

sy
+ e15B3( s ) e

sy
] cos( sx )ds

D
(3)
y ( x , y ) = -

2
PQ

]

0
E11 sB3( s ) e

sy cos( sx )ds

  ( y [ 0)# (16)

为了求解问题,裂纹面上的位移之差和裂纹面上电势之差分别定义为:

  f 1( x ) = w
(1)
( x , h

+
) - w

(2)
( x , h

-
) , (17)

  f <1( x ) = <
(1)
( x , h

+
) - <

(2)
( x , h

-
) , (18)

  f 2( x ) = w
(2)
( x , 0+ ) - w

(3)
( x , 0- ) , (19)

  f <2( x ) = <(2) ( x , 0+ ) - <(3) ( x , 0- )# (20)

把方程( 10)到( 12)分别代入方程(17)至(20)中,并应用傅立叶变换和边界条件可得:

  �f 1( s) = [ A 1( s) - A 2( s ) ] e
- sh

- B 2( s) e
sh
, (21)

  �f <1( s) =
e15
E11
�f 1( s) + [ B1( s ) - C2( s ) ] e

- sh
- D2( s ) e

sh
= 0, (22)

  �f 2( s) = A 2( s) + B 2( s) - A 3( s) , (23)

  �f <2( s) =
e15
E11
�f 2( s) + C2( s ) + D2( s) - B 3( s) = 0# (24)

把方程( 14)至( 16)分别代入方程(1)至( 4)中可得:

  LA 1( s) e
- sh

+ e15B1( s ) e
- sh

= L[ A 2( s ) e
- sh

- B 2( s) e
sh
] +

    e15[ C2( s) e
- sh

- D2( s) e
sh
] , (25)

  [ B1( s) - C2( s) ] e
- 2sh

+ D2( s) = 0, (26)

  L[ A 2( s ) - B2( s) ] + e15[ C2( s) - D2( s ) ] = - LA 3( s ) - e15B3( s) , (27)
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  C2( s) - D2( s ) + B3( s ) = 0# (28)

利用8个方程(21)至(28)求解8个未知数A 1( s )、B1( s)、A 2( s )、B2( s)、C2( s)、D2( s)、A 3( s)、

B3( s) ,并利用边界条件(3) ~ (4) 可得 :

  Q
]

0
sc44[�f 1( s ) + e

- sh
�f 2( s) ] cos( sx )ds = PS0   | x | [ l , (29)

  Q
]

0
sc44[�f 2( s ) + e- sh�f 1( s) ] cos( sx )ds = PS0   | x | [ l , (30)

  Q
]

0
�f 1( s) cos( sx )ds = 0   | x | > l , (31)

  Q
]

0
�f 2( s) cos( sx )ds = 0   | x | > l# (32)

从方程( 29)至( 32)中可以看出:

  
�f 1( s) = �f 2( s ) ] f 1( x ) = f 2( x ) ,

S
(1)
yz ( x , h) = S

( 2)
yz ( x , h ) = S

(2)
yz ( x , 0) = S

(3)
yz ( x ,0) ,

(33)

从而利用方程(14)到( 16)可得:

  D
(1)
y ( x , h) = D

(2)
y ( x , h ) = D

(2)
y ( x , 0) = D

(3)
y ( x , 0)# 

为了确定未知函数�f 1( s) 和�f 2( s ) ,必须求解上面两对对偶积分方程# 

2  对偶积分方程的求解

这里可以利用 Schmidt[ 23]方法来求解对偶积分方程( 29) ~ ( 32) ,未知函数 f 1( x ) 和 f 2( x ) 可

以展开成如下级数形式:

  f 1( x ) = f 2( x ) = 6
]

n = 1
anP

(1/ 2, 1/ 2)

2n- 2
x
l

1- x
2

l
2

1
2

  - l [ x [ l , y = 0, (34)

这里 an 是未知系数, P
( 1/ 2, 1/ 2)
n ( x ) 是雅可比多项式[ 24]# 方程( 34)经傅里叶变换后为[ 25] :

  �f 1( s) = 6
]

n = 1
anGn

1
s
J2n- 1( sl ) , Gn = 2 P(- 1)

n- 1 #(2n - 1/ 2)
(2n - 2) ! , (35)

这里 #( x ) 和 Jn( x ) 分别是伽玛函数和贝塞尔函数# 

把方程( 35)代入到方程( 29) ~ ( 32)中,方程( 31)和(32)能够自动满足,方程( 29)经过在区间

- l < x < l 上对 x 积分后变为

  6
]

n= 1

anGnQ
]

0

c44
s
[ 1+ e- sh] J2n- 1( sl )sin( sx )ds = PS0x# (36)

利用关系式
[ 25]

  Q
]

0

1
s
Jn ( sa) sin( bs)ds =

sin[ n arcsin( b/ a) ]
n

  a > b,

a
nsin( nP/ 2)

n[ b+ b
2
- a

2
]
n

  b > a,

(37)

方程( 36)的半无限积分可变为:

  Q
]

0

1
s
[ 1+ e

- sh
] J2n- 1( sl )sin( sx )ds =

    1
2n - 1sin (2n - 1) arcsin

x
l

+ Q
]

0

1
s
e
- sh

J2n- 1( sl )sin( sx )ds# (38)

对于较大的变量 s ,方程( 38)中的积分函数几乎都是指数衰减形式# 从而可容易进行数值
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求解[ 26]# 至此方程(36)可以利用 Schmidt[ 23]方法求解未知系数 an # 方程(36)可以简写为:

  6
]

n= 1
anEn( x ) = U( x )   - l < x < l , (39)

这里 En( x ) 和 U( x ) 是已知函数, an是要确定的未知函数# 为了求解未知系数 an,重新构造一

函数序列 Pn ( x ) , Pn( x ) 满足如下正交条件:

  Q
l

- l
Pm( x ) Pn( x )dx = NnDmn, Nn = Q

l

- l
P

2
n( x )dx , (40)

而 Pn( x ) 是由已知函数 En( x ) 通过如下形式构造的:

  Pn( x ) = 6
n

i= 1

Min

Mnn
Ei ( x ) , (41)

这里 Mij 是矩阵 Dn 的元素 d ij 的余因子# 矩阵 Dn 和元素 d ij 分别定义为:

  Dn =

d11 d12 d13 , d1n

d21 d22 d23 , d2n

d31 d32 d33 , d3n

s s s s s

dn1 dn2 dn3 , dnn

, dij = Q
l

- l
Ei ( x ) Ej ( x )dx# (42)

利用方程( 39) ~ (42)可得:

  an = 6
]

j = n

qj
Mnj

Mjj
, qj =

1
NjQ

l

- l
U( x )Pj ( x )dx# (43)

3  强 度因子

若未知系数 an 获得,整个扰动应力场和扰动电位移场就可以获得# 但对于断裂力学,重要

的是确定裂纹尖端附近的扰动应力场和扰动电位移场# 沿裂纹面的应力 S
(1)
yz 、S

(2)
yz 、S

(3)
yz 和电位

移 D
(1)
y 、D

(2)
y 、D

(3)
y 可分别表示为:

  S(1)yz ( x , h) = S(2)yz ( x , h) = S(2)yz ( x , 0) = S(3)yz ( x , 0) =

    -
c44
P 6

]

n= 1

anGnQ
]

0
[ 1+ e- sh] J2n- 1( sl ) cos( xs)ds, (44)

  D
(1)
y ( x , h) = D

(2)
y ( x , h ) = D

(2)
y ( x , 0) = D

(3)
y ( x , 0) =

    -
e15
P 6

]

n= 1

anGnQ
]

0
[ 1+ e- sh] J2n- 1( sl ) cos( xs)ds# (45)

通过观察方程(44) ~ ( 45)和利用下列关系式[ 25] :

  Q
]

0
Jn ( sa) cos( bs)ds =

cos[ narcsin( b / a) ]

a
2
- b

2
      a > b ,

-
a
nsin( nP/ 2)

b
2
- a

2
[ b + b

2
- a

2
]
n

  b > a,

(46)

扰动应力场和扰动电位移场的奇异部分可分别表示为 ( l < x ) :

  S=
c44

P 6
]

n= 1
anGnH n( x ) , (47)

  D =
e15
P 6

]

n= 1

anGnHn( x ) , (48)
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这里   H n( x ) =
(- 1)

n- 1
l
2n- 1

x
2
- l

2
[ x + x

2
- l

2
]
2n- 1

# 

可得应力强度因子K 为:

  K = lim
x v l

+
2P( x - l)#S=

2c44

l
6

]

n= 0
an
#(2n - 1/ 2)
(2n - 2) !

# (49)

可得电位移强度因子 DL 为:

  DL = lim
x v l

+
2P( x - l)#D =

2e15

l
6

]

n= 0

an
#(2n - 1/ 2)
(2n - 2) !

=
e15
c44
K# (50)

4  数值计算和讨论

从文献[ 27] ~ [ 34]中的研究方法可知,可以利用 Schmidt方法来求解方程( 39) ,且选取级数的

前10项就可以满足有关精度# 应力强度因子K 和电位移强度因子DL 可以利用数值方法求得# 

有关结果可以用图 2至图 7表示出来# 从这些图中可以得出如下结论:

 图 2 应力强度因子随 h 的         图3  电位移强度因子随 h 的

变化情况 ( l = 1. 0) 变化情况 ( l = 1. 0)

 图 4 应力强度因子随 l 的         图5  电位移强度因子随 l 的

变化情况 ( h = 0.1) 变化情况 ( h = 0. 1)

(�) 裂纹的应力强度因子 K 和电位移强度因子 DL 不仅与裂纹长度有关,而且与裂纹间距离

有关# 

(�) 裂纹的应力强度因子 K 和电位移强度因子 DL 随裂纹间距离增加而增加,但随裂纹长度

的减小而减小# 这种现象称为/屏蔽0效应# 

( �) 从图 3、图 5、图7和方程( 50)中可以看出,可导通裂纹的电位移强度因子远小于不可导

通裂纹的电位移强度因子# 
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 图 6 应力强度因子随 l 的         图7  电位移强度因子随 l 的

变化情况 ( h = 1.0) 变化情况 ( h = 1. 0)

( �) 裂纹的应力强度因子 K 与材料参数无关,但电位移强度因子 DL 与材料参数有关# 
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The Behavior of Two Parallel Symmetric Permeable

Cracks in Piezoelectric Materials

ZHOU Zhen_gong,  WANG Biao

( P O Box 2147, Center for Composite Ma ter ials and Electr o_Optics Resear ch Cent er ,

Harbin Institute of Technology , Harbin 150001, P R China )

Abstract: The behavior of two parallel symmetric cracks in piezoelectric materials under anti_plane

shear loading was studied by the Schmidt method for the permeable crack face conditions. By using the

Fourier transform , the problem can be solved with two pairs of dual integral equations in which the un-

known variable is the jump of the diplacement across the crack surfaces. These equations were solved

using the Schmidt method. The results show that the stress and the electric displacement intensity fac-

tors of cracks depend on the geometry of the crack. Contrary to the impermeable crack surface condition

solution , it is found that the electric displacement intensity factors for the permeable crack surface con-

ditions are much smaller than the results for the impermeable crack surface conditions.

Key words: piezoelectric material; parallel crack; Schmidt method; dual_integral equation; stress and

electric displacement; intensity factors
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