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摘要:  在不假定非线性激励函数有界和可微的条件下, 应用 Mawhin 的重合度理论及 Liapunov 函

数法给出一类具有周期输入的Hopfield 型神经网络存在周期解及其全局指数稳定的充分条件# 
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引   言

由于人工神经网络技术在组合优化、联想记忆、模式识别、信号处理、自动控制等工程技术

领域方面的独特优越性, 近 30年来,围绕人工神经网络的结构和特性的研究越来越受到重视,

其中连续的Hopf ield网络是非常重要的网络, 它的动力学性质已被广泛研究并获得一些重要

的结果
[ 1~ 8]# 连续的Hopfield神经网络可用如下的非线性微分方程描述

[ 1, 2]
:

  ci
du i

dt
= -

u i

Ri
+ E

n

j= 1

Tij gj ( uj ) + Ii   ( i = 1, 2, ,, n) , (1)

这里 ci > 0、Ri > 0和 Ii分别称为第i个神经元的电容常数、电阻常数及网络的外部输入, g i为

连续的非线性激励函数( i = 1, 2, ,, n ) , T= ( Tij ) n@ n为模拟神经元间互连的突触特性的关联

矩阵# 众所周知,由于这个网络是一个复杂的大型非线性动力系统,这种模型的吸引子的个

数、位置及吸引域的大小一般很难确定,因而许多作者在研究其动力学性质时都对上述网络作

一些简化, 尤其对非线性激励函数及关联矩阵分别施加一些特殊条件[ 3~ 8]
, 如要求 g i 有界或

可微,要求 T对称、对角稳定、行列占优等性质,而且一般都假设外加偏置电流 Ii与t无关# 然

而,在一些实际应用中,这些假定一般并不符合生物学的事实, 同时又增大在网络设计中的因

难[ 5~ 6]# 一般说来,从实际情况看,自然应该考虑到生态系统的演化过程和外部影响的干扰,

尤其象周期变化的环境,有规则的外部输入控制等# 因此,本文研究具有周期输入的Hopfield

神经网络[ 6]
:
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  ci
du i

dt
= -

u i

Ri
+ E

n

j= 1

Tij gj ( uj ) + Ii ( t )   ( i = 1, 2,, n) , (2)

这里 Ii 是关于 t 的 X周期函数即 I i ( t + X) = I i ( t ) ( i = 1, 2, ,, n)# 

本文的目的是在不假定非线性激励函数有界可微的情况下,利用Mawhin的重合度理论及

Liapunov 函数方法[ 9~ 10] , 给出方程( 2)存在周期解及其指数稳定的充分条件# 我们发现由非线

性激励函数及关联矩阵所确定的M_矩阵对于方程( 2)的动力学性质, 如同研究Hopfield神经网

络平衡点的稳定性一样,仍然具有相当重要的作用[ 5]# 这些结果是文献[ 5~ 8]所获结果的自

然扩展及推广# 虽然[ 7~ 8]考虑较( 1)、( 2)更一般的时滞方程,但当[ 7~ 8]中所考虑的时滞方

程相应化为( 1)、( 2)时, 所获结果是本文结果的特例# 

1  主 要结 果

本文假设每一个关联函数 g i ( i = 1, 2, ,, n) 具有如下性质:

( � ) gi 是定义在实数集 R上的连续函数( i = 1, 2, ,, n)# 

( � ) 存在M i > 0及 d i \ 0使对一切 ui I R有

  | g i ( u i ) - Miu i | [ d i   ( i = 1, 2, ,, n )# 

现定义矩阵 A = ( aij ) n@ n ,其中

  a ij =

1
Rj Mj

- Tij   i = j ,

- | Tij |    i X j# 

下面的定理是本文的第一个主要结果# 

定理 1  如果 A为一个非奇异的M_矩阵且( � ) 、( � ) 成立 , 则方程(2) 至少存在一个

X周期解# 

进一步,假设 g i ( i = 1, 2, ,, n) 具有如下性质:

( � ) g i (#) 是全局Lipschitz连续的,其 Lipschitz常数为M i > 0, 即对一切 ui , v i I R,有

  | g i ( u i ) - gi ( v i ) | [ Mi | u i - v i |   ( i = 1, 2, ,, n)# 

( � ) [ g i ( ui ) - g i ( vi ) ] sgn( u i - v i ) > 0 ( i = 1, 2, ,, n)# 

现给出第二个结果如下:

定理 2  如果 A为一个非奇异的M _矩阵且( � )、( � ) 及( � ) 成立,则方程(2) 存在唯一

的 X周期解且是全局指数稳定的# 特别地,如果 I i( t ) = const( i = 1, 2, ,, n) ,则(2) 存在唯

一全局指数稳定的平衡点# 

注 1  容易看出一个全局 Lipschitz 连续函数可以是不可微的和无界的# 

注 2  从非奇异的M_矩阵的性质[ 5] ,易知本文的定理 1、定理 2 是文[ 5, 6]相应结果的自然扩展与推广# 

这里并未假定关联函数的有界性或可微性,而且进一步得到了方程( 1)平衡点的全局指数稳定性(见文[ 5]中

的定理 2及推论 3,文[ 6]中的定理)# 

注 3  当文[ 7, 8]中所考虑的模型退化为方程( 1)或( 2)时,文[ 8]的主要结果定理 1 和定理 2 是本文定理

2 的特例,并且这里去掉了假设激励函数为有界的限制条件# 而且,本文定理 1、定理 2 的条件比文献[ 7]中的

定理 1、定理 2 所给出的条件更一般, 尤其对某些 j I 1, 2, ,, n ,允许 1/ Rj Mj < | Tjj | 的情形出现# 
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2  主要结果的证明

为了方便起见, 令

  u = u1( t ) , u2( t ) , ,, un( t )
T
,

  I( t ) = I 1( t ) , I 2( t ) , ,, I n( t ) )
T
,

  C = diag c1, c2, ,, cn ,

  R = diag
1
R1

,
1
R2

, ,,
1
Rn

,

  g( u) = ( g1( u1( t ) ) , g2( u2( t ) ) , ,, gn( un( t ) ) )
T
,

则( 2)可改写为

  CÛu = - Ru+ Tg( u) + I( t )# (3)

为证明定理1, 作如下准备:

考虑 Banach空间 X 中的算子方程

  Lx = KNx   K I (0, 1) , (4)

这里 L: Dom L H X y X 是线性算子, K I [ 0, 1] 为参数,令 P、Q为两个投影算子

  P: Dom L H X y Ker L,Q : X y X / Im L,

则有如下引理[ 9] :

引理  假设 X 为Banach空间, L 是指标为零的 Fredholm算子, N: �8 y X在�8 上L 紧,其中

8 为X 中的有界开集,进一步假设:

( a) Lu X KNu , PK I (0, 1) , P5 8 H Dom L,

(b) QNu X 0, P u I 5 8 H Ker L,

( c) deg{Q N u, 8 H Ker L, 0} X 0,

则Lx = Nx 在�8 中至少有一解# 

设  X = u = u( t ) I C(R, R
n
) , u ( t + X) = u( t ) ,

定义   + u + = max
t I [ 0, X]

| u( t ) | ,

则 X 在这个模及通常内积下为 Banach空间,令

  Lu = CÛu, N u = - Ru+ Tg( u) + I( t ) ,

投影算子 P、Q分别取为

  Pu = Q u =
1
XQ

X

0
u( t )dt   u( t ) I X ,

易证,L 是指标为零的 Fredholm算子, N在 �8 上L_紧,其中 8 为X 中的有界开集,对应于算子

方程(4) ,有

  CÛu = K(- Ru + Tg ( u) + I ( t ) )   K I [ 0, 1]# (5)

当K= 1时,上式即为要研究的方程( 2)# 

定理 1的证明  设 u = u( t ) = ( u1( t ) , u2( t ) , ,, un( t ) )
T
是(5) 的任一 X周期解,相应

于(5) 有

  ci
du i

dt
= K -

ui
Ri

+ E
n

j= 1

T ij gj ( uj ) + I i ( t )   ( i = 1, 2, ,, n) ,

对上式两边同乘 u i 再从 0到 X对变量 t 积分得
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  0 = ciQ
X

0
ui

du i

dt
dt = K 6

n

j= 1

TijQ
X

0
uigj ( uj )d t -

1
RiQ

X

0
u
2
idt + Q

X

0
u iIi ( t )dt

                            ( i = 1, 2, ,, n)# 

于是由( � ) 及HÊ lder不等式有

  1
Ri

- TiiMi Q
X

0
u
2
idt = E

n

j= 1
j X i

TijQ
X

0
u ig j ( uj )dt +

    TiiQ
X

0
u i ( gi ( ui ) - Miu i )dt +Q

X

0
u iIi ( t ) dt [

    E
n

j= 1
j X i

| T ij | Q
X

0
| ui | (Mj | uj | + dj )dt +

    | Tii | d iQ
X

0
| ui | dt + Q

X

0
| uiI i ( t ) | dt [

    6
n

j= 1
j X i

| T ij | Mj Q
X

0
u
2
idt

1
2 Q

X

0
u
2
j dt

1
2
+ 6

n

j= 1

| Tij | dj X @

    Q
X

0
u
2
idt

1
2

+ Q
X

0
u
2
idt

1
2

Q
X

0
I
2
i ( t )dt

1
2

  ( i = 1, 2, ,, n)# 

从而

  1
Ri

- TiiMi Q
X

0
u
2
idt

1
2

- 6
n

j= 1
j X i

| Tij | Mj Q
X

0
u
2
jdt

1
2

[

    E
n

j= 1

| T ij | dj X+ Q
X

0
I
2
i ( t )dt

1
2
= hi > 0   ( i = 1, 2, ,, n )# (6)

记 H = h1, h2, ,, hn
T
, M = ding M1, M2, ,, Mn ,由非奇异M _矩阵的定义[ 5] 知,当 A为

一非奇异M_矩阵可知AM也为非奇异M _矩阵,这样矩阵( AM)
- 1
的任一元素非负, 即( AM)

- 1

\0,于是

  Q
X

0
u
2
1dt

1
2
, Q

X

0
u
2
2dt

1
2
, ,, Q

X

0
u
2
ndt

1
2

T

[ ( AM)
- 1
H # 

这表明

  Q
X

0
| u( t ) |

2dt = E
n

i= 1Q
X

0
u
2
idt [ | ( AM)

- 1
H |

2
= K 1, (7)

从而存在 t 0 I [ 0, X] ,使得 | u( t 0) | [ K 1/ X# 由(5) 和(7) 得到

  Q
X

0
| Ûu | dt [ 1

+C+ Q
X

0
+R + | u | dt +

    Q
X

0
+ T + | g ( u) | dt + Q

X

0
| I( t ) | dt [

    1
+C+ +R +Q

X

0
| u | dt + + T +( max

1 [ i [ n
Mi )Q

X

0
| u | dt +

    + T + ( max
1 [ i [ n

d i ) X+ Q
X

0
| I( t )dt | [

    1
+C+ ( +R + + + T +( max

1 [ i [ n
Mi ) ) XK 1 +
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    + T +( max
1 [ i [ n

d i ) X+ Q
X

0
| I( t ) | dt = K 2,

这样由

  u( t ) = u ( t0) + Q
t

t
0

Ûu ( s )ds,   t I [ 0, X]

知

  | u( t ) | [ | u( t 0) | + Q
X

0
| Ûu | dt [ K 1/ X+ K 2 = K 3# (8)

取    K 0 = max K 3, | A
- 1
E | ,

这里   E = E1, E2, ,, En
T
, Ei = max

[ 0, X]
| I i ( t ) | + E

n

j= 1
| Tij | dj , ( i = 1, 2, ,, n ) ,

令 8 = u( t ) I X + u + < K 0 ,则当 P u I 5 8 H Ker L 时, 显然有Lu X K- u, KI (0,

1) ,引理条件( a) 成立# 又对 P u I 5 8 H Ker L = 5 8 H R
n
,则 u 为 R

n
中的常向量,即 | u

| = K 0, 且

  u
T
(QNu ) =

1
XQ

X

0
( - u

T
Ru + u

T
Tg( u) + u

T
I ( t ) )dt [

    E
n

i= 1

T ii Mi -
1
Ri

| ui | + E
n

j= 1
j X i

| Tij | Mj | uj | +

    E
n

j = 1

| Tij | dj + max
[ 0, X]

| I i ( t ) | | u i | =

    E
n

i= 1

- aii Mi | u i | - E
n

j= 1
j X i

aij Mj | uj | + Ei | u i | < 0,

故当 u I 5 8 H Ker L 时, Q N u X 0, 引理条件( b) 成立,又令

  F( L, u ) = - Lu + (1- L)Q N u   L I [ 0, 1] ,

则当 u I 5 8 H Ker L 时, u
T
F ( L, u) < 0,因此

  deg Q N u, 8 H Ker L, 0 = deg - u , 8 H Ker L, 0 X 0,

引理条件( c) 成立, 由引理知Lu = N u在X 中至少有一个解,也就是说方程(2) 至少有一个 X_

周期解,定理 1的结论成立# 

定理 2的证明  显然方程( 2) 周期解的存在性可由定理 1立即可得# 假设

    u( t ) = ( u1( t ) , u2( t ) , ,, un ( t ) )
T

是方程(2) 的一个 X周期解,并设

  v( t ) = ( v1( t ) , v 2( t ) , ,, vn( t ) )
T

是(2) 的任一解,由(2) 推知

  C
d( v( t ) - u( t ) )

dt
= - R( v( t ) - u( t ) ) + T( g( v) - g( u) )# (9)

由于 A为一非奇异M _矩阵,由非奇异M _矩阵的性质[ 5]
, 存在数 p i > 0 ( i = 1, 2, ,, n) 使

  E
n

i= 1
i X j

p i | T ij | + pj Tjj -
1

RjMj
< 0   ( j = 1, 2, ,, n)# 

这样可选取E> 0,使

  cj E-
1
Rj

< 0, pj Tjj +
1
Mj

cj E-
1
Rj

+ E
n

i= 1
i X j

pi | Tij | < 0
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                        ( j = 1, 2, ,, n)# 

构造 Liapunov函数

  V( t ) = E
n

i= 1

p ici | v i ( t ) - u i ( t ) | eEt ,

沿(9) 的解计算 V 的右上导数D
+
V, 得到

  D
+
V( t ) | (9) = E

n

i= 1
p ici [ Ee

Et
| vi ( t ) - ui ( t ) | + e

Et
D
+
| v i ( t ) - u i ( t ) | ] [

    E
n

i= 1
pi [ ( ci E-

1
Ri

) | vi ( t ) - ui ( t ) | eEt +

    eEtT ii | gi ( v i ( t ) ) - g i ( ui ( t ) ) | +

    eEt E
n

j= 1
J X i

| Tij | | gj ( v i ( t ) ) - gj ( ui ( t ) ) | ] [

    e
Et E

n

j= 1
pj T ij +

1
Mj

cj E-
1
Rj

+

    E
n

i= 1
i X j

p i | Tij | | gj ( v i ( t ) ) - gj ( u i ( t ) ) | < 0 # 

从而当 t \ 0时, V ( t ) [ V(0) ,令 K = max
1[ i [ n

p ici / min
1 [ i [ n

pici ,得到

  E
n

i= 1
| vi ( t ) - ui ( t ) | [ K e- Et E

n

i= 1
| v i (0) - ui (0) | # 

显然,对任意 t \ 0, u = u( t ) 恰是方程(2) 的一个 X周期解,且当 t y ] 时,方程(2) 其他的

解全局指数收敛于它,所以证明了方程(2) 存在的唯一的 X周期解且这个解是全局指数稳定

的# 定理 2证毕# 
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On the Asymptotic Behavior of Hopfield Neural Network

With Periodic Inputs

XIANG Lan1,  ZHOU Jin1, 2,  LIU Zeng_rong2,  SUN Shu3

( 1. Depa rtm ent of Physics , Hebei Un iver sity of Techn ology , T ianjin 300130, P R Chin a ;

2. Depar tm en t of Ma them atics , Shan gha i Un iver sity , Shang_hai 200436, P R Chin a ;

3. Naval Subm ar ine Academ y , Q in gdao 266071, P R China )

Abstract: Without assuming the boundedness and differentiability of the nonlinear activation func-

tions, the new sufficient conditions of the existence and the global exponential stability of periodic so-

lutions for Hopfield neural network with periodic inputs are given by using Mawhin. s coincidence de-

gree theory and Liapunov. s function method# 

Key words: Hopfield neural network; periodic solution; global exponential stability; coincidence de-

gree; Liapunov function
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