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摘要:  利用 Fourier 级数理论研究了一类 k_阶线性中立型泛函微分方程周期解问题, 给出了周期解

存在唯一性的充要条件# 利用此结果并结合 Schauder不动点原理, 进一步研究了一类 k_阶非线性中

立型泛函微分方程, 得到了存在周期解的新的结果# 这些结果改进和推广了近期文献中的已有结论

# 
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引   言

令  C
( k- 1)
2P = h( t ) | h: R y R为 k - 1阶连续可微且 h( t + 2P) S h( t ) ,

  +h( t ) + = sup
t I [ 0, 2P]

| h( t ) | ,

  +h( t ) +P
k- 1

= max +h( t ) +, +hc( t ) + , ,, +h
(k- 1)

( t ) + ,

  C2P= h( t ) | h : R y R为连续且 h( t + 2P) S h ( t ) ,

  x
(m )

( t + #)( H) = x
( m)

( t + H)   H I R (m = 0, 1, 2, ,, k - 1) ,

显然,对 Px I C
(k- 1)
2P , x

( m)
( t + #) I C2P(m = 0, 1, 2, ,, k - 1)# 

本文研究 k 阶NFDE:

  dk

dt
k ( x ( t ) + b0x ( t - h0) ) + E

k

j= 1

aj x
( k- j )

( t ) + E
k

j= 1

bj x
( k- j )

( t - hj ) =

      f ( t , x ( t + #) , xc( t + #) , ,, x
( k- 1)

( t + #) ) (1)

的周期解问题, 其中 aj , bj , hj ( j = 1, 2, ,, k ) 为实数, f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) 是集合 8 = R @

( C2P)
k
= R @ C2P @ C2P@ , @ C2P上的连续函数,且对 PUj I C2P, f ( t + 2P, U0, U1, ,, Uk- 1)

S f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1)# 

关于泛函微分方程(特别是中立型泛函微分方程) 周期解问题已有很多研究,参见文[ 1~ 8]

# 文[ 1~ 5]均研究了 n_维泛函微分方程周期解问题, 文[ 7] 研究了一类常系数高阶中立型线性

微分方程

  dk

dt
k ( x ( t ) + b0x ( t - h0) ) + E

k

j= 1
aj x

( k- j )
( t ) + E

k

j= 1
bj x

( k- j )
( t - hj ) = f ( t ) (2)
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的周期解问题,在条件 | b0 | < 1/ 2下给出了方程(2)的2P_周期解的存在唯一的充要条件, 文[ 8]

在条件 | b0 | < 1下研究了方程(2) 2P_周期解的存在唯一的问题# 本文首先利用Fourier级数理

论研究了方程(2)的2P_周期解问题,在更弱的条件下得到了方程(2)的2P_周期解的存在唯一的

充要条件,并给出了其各阶导数的界的估计式# 然后利用不动点原理进一步地给出了方程(1)

2P_周期解的存在性的新的结果# 我们的结果改进和推广了文[7 ~ 8] 中相应的工作# 在本文

中,我们给出如下记号:

  H ( K) := Kk + E
k

j= 1

aj K
k- j

+ E
k

j= 0

bj K
k- j e- Khj = 0 (3)

为方程( 2)的特征方程# 对 Pg ( t ) I C2P, n I Z,设

  Fn( g) :=
1
2PQ

2P

0
e
- nis

g( s)ds# 

本文须作如下假设:

[C] : R = inf
n I Z- I

s

| 1+ b0e
- nih

0 | > 0,其中 I s 为 Z中含有 s 个整数的有限子集# 

1  线性NFDE周期解问题

引理  设条件 [ C] 满足且 H( ni) X 0, Pn I Z,则当 | n | y ] 时,

  | H
- 1

( ni) | = O
1

| n |
k # 

定理 1  如果条件[C]满足,则对 Pf ( t ) I C2P方程(2) 存在唯一 2P_周期解的充要条件是

  H ( ni) X 0   Pn I Z# 

证明  首先设方程( 2) 存在唯一2P_周期解 x ( t ) I C2P, 方程(2) 两边同乘以 e
- nit
并在区间

[0, 2P] 上积分得:

  Q
2P

0

dk

dt
k ( x ( t ) + b0x ( t - h0) ) + E

k

j= 1
ajx

( k- j )
( t ) +

    E
k

j= 1

bj x
( k- j)

( t - hj ) e- nitdt = Q
2P

0
f ( t ) e- nitdt# (4)

利用分部积分法易得:

  H ( ni) Fn( x ) = Fn( f ) ,

即线性方程 H (n i) y = Fn (f ) , Pn I Z,可被唯一解出 y I R# 因此

  H ( ni) X 0   Pn I Z# 

下面证明充分性, 如果 H (n i) X 0, Pn I Z, 令 Cn = Fn(f ) /H ( ni) , 我们将要证明级数

E
n I Z

Cne
i nt

, E
n I Z

Cn ( ni)eint
, ,, E

n I Z

Cn( ni) k- 1eint 均为绝对一致收敛, 且级数 E
n I Z

Cne
i nt的和是方程

(2) 的2P_周期解# 事实上,由引理得

  | H
- 1

( ni) | = O
1

| n |
k   ( | n | y ] ) ,

因而   E
n I Z

Cn( ni) j eint = E
n I Z

( ni)
j

H ( ni)
Fn (f ) eint   ( j = 0, 1, 2, ,, k - 2)

为R上绝对一致收敛# 

令 E
k I Z

( ni) j

H ( ni)
= Mj , ( j = 0, 1, 2, ,, k - 2) ,则得
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  E
n I Z

Cn( ni) j ei nt [ Mj +f +   ( j = 0, 1,2, ,, k - 2)# (5)

当 j = k - 1时, Pn I Z- Is 有

  (1+ b0e
- nih

0) Cn( ni)
k- 1

e
nit

-
Fn (f )

ni
e

nit [

      ( ni)
k
+ b 0( ni)

k
e
- ni h

0 - H ( ni)

niH ( ni)
| Fn(f ) | [

      E
k

j= 1
aj ( ni)

k- j
+ E

k

j= 1
bj ( ni)

k- j
e
- nih

j

niH ( ni)
| Fn (f ) | # (6)

由于

  E
k

j= 1

aj ( ni) k- j
+ E

k

j= 1

bj ( n i) k- j e- nih
j

niH ( ni)
= O

1
n
2   ( | n | y ] ) , (7)

且

  E
n I Z- 0

E
k

j= 1
aj ( ni)

k- j
+ E

k

j= 1
bj ( ni)

k- j
e
- nih

j

niH (n i)
[

      E
n I Z- I

s
- 0

E
k

j= 1
aj ( n i) k- j

+ E
k

j = 1
bj ( n i) k- j e- nih

j

niH ( ni)
+

      E
n I I

s
- 0

E
k

j= 1
aj ( ni) k- j

+ E
k

j= 1
bj ( n i) k- j e- nih

j

niH ( ni)
# (8)

由( 7)和( 8)知级数

  E
n I Z- 0

E
k

j= 1
aj ( ni)

k- j
+ E

k

j= 1
bj ( ni)

k- j
e
- nih

j

niH (n i)

在R上收敛# 令

  G = E
n I Z- 0

E
k

j= 1
aj ( n i) k- j

+ E
k

j = 1
bj ( n i) k- j e- nih

j

niH ( ni)
# (9)

由( 6)和( 8)及假设[ C]知,当 n I Is - 0 时我们有:

  | ( ni) k- 1
Cne

int
| [

    1
R

E
k

j= 1

aj ( ni) k- j
+ E

k

j= 1

bj ( n i) k- j e- nih
j

niH ( ni)
| Fn( f ) |+

| Fn( f ) |

| ni |
# 

故由Bessell不等式及( 9)得:

  E
n I Z- I

s
- 0

| ( ni)
k- 1

Cn e
i nt

| [

    1
R E

n I Z- I
s
- 0

E
k

j= 1

aj ( n i) k- j
+ E

k

j = 1

bj ( ni) k- j e- ni h
j

niH ( ni)
| Fn(f ) |+

    E
n X0

1
| n |

| Fn(f ) | [ 1
R E

n X0

1

n
2

1/ 2 1
2PQ

2P

0
f

2
( s)ds

1/ 2

+ G +f + [
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      1
R

P
6

+ G +f +,

因而有

  E
n I Z

| ( ni) k- 1
Cne

int
| = E

n I Z- 0

| ( ni) k- 1
Cn e

i nt
| [

      1
R

P
6

+ G +f ++ E
n I I

s

| ( n i) k- 1
Cne

int
| [

      1
R

P
6

+
1
R
G+ sL +f + , (10)

其中 L = max
n I I

s

( ni) k- 1
/H ( ni) ,故得级数E

n I Z
Cn( ni) k- 1enit 为R上绝对且一致收敛# 

余下证明由级数 E
n I Z

Cn ( n i) k- 1enit 所确定的函数满足方程(2)# 事实上, 方程(2) 等价于下

列方程:

  d
k- 1

dt
k- 1( x ( t ) + b0x ( t - h0) ) - x

( k- 1)
(0) - b 0x

( k- 1)
(- h0) +

      Q
t

0 E
k

j= 1

aj x
( k- j)

( s) + E
k

j= 1

bj x
( k- j)

( s - hj ) ds = Q
t

0
f ( s )ds# (11)

令 C
0
2P= U | U I C2P, F0( U) = 0 , y ( t ) = x ( t ) - F 0( x ) ,则 y ( t ) I C

0
2P# 

由于H (0) F0( x ) = ( ak + bk) F 0( x ) = F0(f ) ,并由(11) 我们得到

  dk- 1

dt
k- 1( y ( t ) + b0y ( t - h0) ) - y

( k- 1)
(0) - b 0y

( k- 1)
(- h0) +

      Q
t

0 E
k

j= 1

aj y
( k- j)

( s) + E
k

j= 1

bj y
( k- j)

( s - hj ) ds = Q
t

0
[ f ( s ) - F0(f ) ] dt , (12)

又

  F0[ ( y ( t ) + b0y ( t - h0) )
( k- 1)

] = 0,

  F0[ y
( k- 1)

(0) + b0y
( k- 1)

(- h0) ] = y
( k- 1)

(0) + b0y
(k- 1)

(- h0) ,

故由( 12) ,我们得到

  F0 Q
t

0
E
k

j= 1
( aj y

( k- j )
( s ) + bj y

(k- j )
( s - hj ) ) ds =

    F0 Q
t

0
(f ( s) - F0(f ) )ds # 

因此

  dk- 1

dt
k- 1( y ( t ) + b0y ( t - h0) ) +

    E E
k

j = 1
[ ( aj y

( k- j )
( t ) + bj y

( k- j )
( t - hj ) ) ] ( t ) =

      E [f - F0(f ) ] ( t ) , (13)

其中   E [ U] ( t ) = Q
t

0
U( s )ds - F 0 Q

t

0
U( s )ds   PU I C2P# 

如果 x ( t ) 是方程(2)的解,则 y ( t ) = x ( t ) - F 0( x ) 必满足方程(13)# 反之如果 y ( t )是方程(13)

的解, 则 x ( t ) = y ( t ) + H
- 1

(0) F 0( f ) 一定是方程(2) 的解# 因而只须验证函数 w ( t) =

E
k I Z- I

m
- 0

Cke
L

k
t
满足(13) 即可# PU I C2P,利用Bessel不等式可以证明 E[ U] ( t ) 的 Fourier级
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数为 E [ U] ( t ) = E
n X0

1
ni

Fn [ U] eint 为绝对一致收敛# 故得

  E E
k

j= 1

( aj w
( k- j )

( t ) + bj w
( k- j )

( t - hj ) ) ( t ) =

      E
n X 0

Cn

ni E
k

j= 1
( aj ( n i)

k- j
+ bj ( n i)

k- j
e
- nih

j ) e
nit

, (14)

  E [f - F0( f ) ] ( t ) = E
n X0

Fn (f )

ni
ei nt , (15)

且

  d
k- 1

dt
k- 1( w( t ) + b0w ( t - h0) ) = E

n X 0

( ni) k- 1
(1+ b0e

- nih
0) enit# (16)

由( 14)、( 15) 和 ( 16) 并考虑到H (n i) Cn = Fn(f ) , Pn I Z,我们可得:

  d
k- 1

dt
k- 1( w( t ) + b0w ( t - h0) ) =

    E E
k

j = 1

( aj w
(k- j )

( t ) + bj w
( k- j)

( t - hj )) ( t ) +

      E [f - F0(f ) ] ( t ) ,

因而级数 E
n I Z

Cne
int 是方程(2) 的解# 从(5) 和 (10) 立得

  E
n I Z

Cne
int [ M +f +,

其中   M = max max
0[ j [ k- 2

Mj ,
1
R

P
6 +

1
RG+ sL # 

注[ 1]  如果 | b 0 | X 1,取 Is = ª ,则得

  R = inf
n I Z- I

s

| 1 + b0e
nih

0 | = inf
n I Z

1 + 2b0cosnh0+ b20 \

    1- 2 | b0 | + b20 = 1- | b0 | > 0# 

故条件[ C]满足# 

注[ 2]  考虑下列二阶 NFDE:

  d2

dt2
x ( t) + x t -

2
3
P + ax ( t ) + bxc( t) + c x ( t - S) + dxc( t - S) = f ( t) , (17)

其中 a、b、c、d、S 均是实常数, f ( t) = C2P# 此时若取 I s = ª ,则得

  R = inf
n I Z- I

s

| 1 + b0e
nih

0 | = inf
n I Z

2+ 2cos(2nP/ 3) \ 1# 

故由定理 1知:方程 ( 17)存在唯一 2P_周期解的充要条件是

  H ( ni) = ( ni) 2 1+ e- 2n iP/ 3 + a + bni + ce- niS + dnie- niS X 0   P n I Z# 

但是由文[ 8]是得不到上述结论的,其原因是此时 b0 = 1# 因而本文推广和改进了文[ 8] 相应的工作# 

2  非线性 NFDE周期解问题

定理 2  如果下列条件满足:

(Ñ) 假设[ C]满足且 H (n i) X 0, Pn I Z# 

(Ò) M lim
k y ]

1
k

sup
max

0 [ j [ k- 1

+ U
j

+ [ k

+f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) + < 1,

则方程( 1)至少存在一个2P_周期解# 

1273中立型泛函微分方程周期解问题



证明  PU( t ) I C
k- 1
2P ,考虑方程:

  dk

dt
k ( x ( t ) + b0x ( t - h0) ) + E

k

j= 1

aj x
( k- j )

( t ) + E
k

j= 1

bj x
( k- j )

( t - hj ) =

      f ( t , U( t + #) , Uc( t + #) , ,, U(k- 1)
( t + #) ) , (18)

由定理 1得,方程( 18) 存在唯一2P_周期解 x ( t , U) 满足:

  +x ( t , U) +P
k- 1

[ M +f ( t , U( t + #) , Uc( t + #) , ,, U( k- 1)
( t + #) ) +# (19)

定义映射 F: C
( k- 1)
2P y C

( k- 1)
2P , F ( U) ( t ) = x ( t , U) , PU I C

( k- 1)
2P # 

下面我们将证明存在一个实数 X> 0使得 F 8 < 8, 其中

8 = U| U I C
( k- 1)
2P , +U+P

k- 1
[ X # 若结论不成立,则 Pr I (0, ] ) ,均有一个 Ur I

C
( k- 1)
2P 使得 +Ur +P

k- 1
[ r 且 +FUr +P

k- 1
> r# 由(19) 知,

  +FUr +P
k- 1

[ M +f ( t , Ur( t + #) , Uc
r( t + #) , ,, U(k- 1)

r ( t + #) ) +# (20)

将( 20)两端同乘以1/ r 得:

  1 [ lim
r y+ ]

+FUr +P
k- 1

r
[

    M lim
r y+ ]

1
r

+f ( t , Ur ( t + #) , Uc
r( t + #) , ,, U( k- 1)

r ( t + #) ) + [

      M lim
k y+ ]

1
k

sup
max

0[ j [ k- 1

+ U
j

+ [ k
+f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) + < 1,

这是矛盾的# 故得F 8 < 8# 令

  81 = U| U I 8 , P t 1, t2 I R, | U( t1) - U( t 2) | [ m | t 1- t 2 | ,

其中   m =
1
R

P
6

+
1
R
G + sL E

k

j= 1
( | aj |+ | bj | ) X+ N ,

N 为 | f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) | 在集合[ 0, 2P] @ 8k 上的上界# 易证 81为 8中的有界凸紧集

# 从上面的证明不难看出,对 P�U I 81,F�U I 8 和

  dk- 1

dt
k- 1( [F�U] ( t ) + b0[ F�U] ( t - h0) ) +

    E
k

j= 1

( aj [F�U]
( k- j )

( t ) + bj [ F�U]
(k- j )

( t - hj ) ) =

      f ( t , �U( t + #) , Uc( t + #) , ,, �U
( k- 1)

( t + #) ) ,
由( 19)得

  +[F�U] ( k- 1)
( t ) + [ 1

R
P
6

+
1
R
G+ sL E

k

j= 1

( | aj | + | bj | ) X+ N = m,

因而 F 81 < 81# 又F的连续性是显然的# 故由Schauder不动点定理知,F在 81上存在不动点

x
*

, 即 F( x
*

) = x
* # 证毕# 

由此定理不难得到下列推论:

推论  若定理 2中的条件(Ñ)满足且存在常数 Q> 0使得当 max
0 [ j [ k- 1

+Uj + [ Q时,

  | f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) | [ l + E
k

j= 0
lj +Uj +A

j ,

其中 l , lj ( j = 0,1, ,, k- 1) 均为非负常数, Aj ( j = 0, 1, ,, k- 1) I [ 0,1)# 则方程 (1) 存在2P_

周期解# 

1274 鲁   世  平    葛   渭   高



类似于定理 2的证明可得:

定理 3  若定理 2中的条件(Ñ)满足且对 PUj ( j = 0,1, ,, k - 1) I C2P,有

  | f ( t , U0, U1, ,, Uk- 1) | [ l + E
k

j= 0
lj +Uj +B

j ,

其中 l , lj ( j = 0, 1, ,, k - 1) 均为非负常数, Bj ( j = 0, 1, ,, k- 1) I (1, ] ) ;并存在常数 X> 0

使得 Ml + M E
k

l= 1
lj X

B
j [ X# 则方程 (1) 存在 2P_周期解# 
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Problem of Periodic Solutions for Neutral

Functional Differential Equation

LU Shi_ping1, 2,  GE Wei_gao1

( 1. Departm ent of Applied Mathematics , Beijing Institute

of Technology , Beijing 100081, P R China ;

2. Depar tm ent of Mathem atics , Anhui Normal Univer sity , Wuhu , Anhu i 241000, P R China )

Abstract: The problem of periodic solutions for a kind of k _th order linear neutral functional differen-

tial equation is studied. By using the theory of Fourier expansions, a sufficient and necessary condition

to guarantee the existence and uniqueness of periodic solution is obtained. Further, by applying this re-

sult and Schauder. s fixed point principle, a kind of k _th order nonlinear neutral functional differential

equation is investigated, and some new results on existence of the periodic solutions are given as well.

These results improve and extend some known results in recent literature.

Key words: neutral functional differential equation; fixed point principle; periodic solution

1275中立型泛函微分方程周期解问题


