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带变号系数的经典 Gelfand模型的正解
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摘要 :  考察了经典 Gelfand模型的正解的存在与迭代, 其中非线性项的系数允许在[ 0, 1]中改变符

号# 利用单调迭代方法得到了一个正解存在定理,给出了相应的迭代程序和收敛速度# 由于这个

迭代程序是从零函数开始的,因此它是简单、可行并且有效的# 
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引   言

非线性两点边值问题( BVP)

  (P)  
wd( t ) + Kh ( t ) e

w ( t)
= 0   0 [ t [ 1,

w (0) = w (1) = 0

( K> 0) 在 h( t ) S 1时是由Gelfand[ 1]提出的# 这就是我们为什么把问题(P)称为Gelfand模型

的理由# 这一类半线性问题出现在许多有意义的应用中# 它们即可出现在容器内化学性质活

泼的混合气体的热自燃理论中[ 2, 3]# 也表现为通过多孔媒介的气体扩散模型的平衡解[ 4]# 

Choi[ 5]曾利用打靶法建立了问题( P)的一个正解存在定理,文献[ 6~ 8]在更为一般的形式下处

理了问题(P)# 为了保证解的非负性, 上述研究都假定了 h( t ) 的非负性(特别地 h( t ) S 1)# 

本文的目的是研究问题( P)的正解,我们将考察允许系数 h ( t ) 在[ 0, 1]上变号的情况# 此

处( P)的正解 w
* 是指( P)满足 w

*
( t ) > 0, 0 < t < 1的解# 借助于单调迭代方法我们得到了

一个新的正解存在定理# 众所周知我们的结论适用于考察如下二阶半线性椭圆 BVP 的正

解[ 7]

  
$u( x ) + Kk ( | x | ) e

u(x )
= 0   R 1 < | x | < R 2,

u( x ) | | x | = R
1
= u( x ) | | x | = R

2
= 0,

其中 x I R
N
, R1 > 0# 我们注意到新近的文献[ 9~ 12]讨论了带变号系数的二阶半线性椭圆

BVP的正解# 值得指出的是我们不仅得到了正解的存在性,而且给出了求解问题( P)的迭代方

法和收敛速度# 
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1  预 备知 识

设 G ( t , s) 是 h( t ) S 0时问题( P)的 Green函数, 即

  G( t , s ) =
t (1- s)   0 [ t [ s [ 1,

s(1 - t)   0 [ s [ t [ 1# 

又设 h
+
( t ) = max{ h( t ) , 0} , h-

( t ) = - min{ h( t ) , 0} , t I [ 0, 1]# 

本文中我们将采用下列假设:

(H1) h: [ 0, 1] y (- ] , + ] ) 是连续的, 并且存在 0 < G< 1使得

  h( t ) \ 0,  t I [ 0, G] ;  h( t ) [ 0,  t I [ G, 1]# 

此外 h( t ) 在[ G, 1] 的任何子区间上不恒为零# 

  (H2) 对于( t , R) I [ 0, 1] @ [ 0, 1- G] 有

  LG ( t , G- LR) h+
( G- LR) \ G( t , G+ R) h-

( G+ R) ,

其中 L= G/ (1 - G)# 

我们将在第 3节中给出两个命题,它们表明假设(H2)是合理的# 

我们回想到函数 U称为[ a, b ] 上的凹(凸) 函数, 如果对于任何 t 1, t 2 I [ a, b ] , S I [ 0,

1] ,

  U( St 2+ (1- S) t 1) \ SU( t 2) + (1- S) U( t 1) ,

  ( U( St 2+ (1 - S) t1) [ SU( t 2) + (1 - S) U( t 1) )# 

设范数 +w + = max
0 [ t [ 1

| w ( t ) | 并且

  C
+
0 [ 0, 1] = w I C[ 0, 1] : min

0 [ t [ 1
w ( t) \0,并且 w (0) = w( 1) = 0 ,

  K = w I C
+
0 [ 0, 1] : w 在[ 0, G] 上为凹的并且在[ G, 1] 为凸的 ,

  A = max
0 [ t [ 1Q

G

0
G( t , s) h

+
( s )ds

- 1

# 

显然 K 是C[ 0, 1] 中的一个非负函数锥# 我们在 C[ 0, 1] 中引入如下半序:

  w 1 \ w 2 当且仅当 w 1- w 2 I K# 

2  主 要结 论

定理 2. 1  在假设(H1)和(H2)下,如果0 < K[ A/ e, 则问题( P)存在一个正解 w
* I K满

足0 < +w
* + [ 1并且 w

*
= lim

n y ]
T n0,即

  l im
nv ]

max
0 [ t [ 1

(T
n
0) ( t ) - w

*
( t ) = 0,

其中 (Tw) ( t ) = KQ
1

0
G( t , s ) h( s ) e

w( s)
ds , t I [ 0, 1]# 此外, 如果 K< A/ e, A= Ke/ A , 则

+T n+ 10- w
* + [ [ An/ (1 - A) ] +T0+# 

证明  根据[ 7]知 T : C [ 0, 1] vC [ 0, 1] 是全连续的# 易验证算子 T 的不动点就是问题

( P)的解# 我们记

  q ( t ) = min t / G, (1 - t) / (1- G)   t I [ 0, 1]# 

设 w I K , 则 w 在[ 0, G] 上凹,在[ G, 1] 上凸,并且 w (0) = w (1) = 0# 这样一来 +w +

= max
0 [ t [ G

w ( t) ,并且

  w ( t) \ w ( G) q ( t ) ,  t I [ 0, G] ;  w ( t) [ w ( G) q( t ) ,  t I [ G, 1]# 
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因为 e
l 是关于 l 的增函数 ,我们看出

  ew( t) \ ew ( G)q ( t )  t I [ 0, G] ;  ew( t ) [ ew( G) q ( t)  t I [ G, 1] # 

设 s = G- LR, R I [ 0, 1- G] ,则

  Q
G

0
G( t , s ) h

+
( s) ew( G) q ( s)d s =

    LQ
1- G

0
G ( t , G- LR) h+

( G- LR) ew( G) q( G- LR) dR# 

设 s = G+ R, R I [ 0, 1 - G] , 则

  Q
1

G
G( t , s) h

-
( s) ew( G) q ( s) ds =

    Q
1- G

0
G( t , G+ R) h-

( G+ R) ew( G) q( G+ R) dR# 

根据事实 q ( G- LR) = q ( G+ R) , R I [ 0, 1- G] ,我们得到

  e
w( G) q( G- LR)

= e
w( G) q ( G+ R)   R I [ 0, 1 - G]# 

根据假设 (H2) , 对于任何 R I [ 0, 1 - G] ,

  LG ( t , G- LR) h+
( G- LR) ew ( G) q ( G- LR) \

    G ( t , G+ R) h
-
( G+ R) e

w( G) q ( G+ R)# 

这就推出,对于任何 t I [ 0, 1] 有

  (Tw ) ( t ) = KQ
G

0
G( t , s ) h

+
( s) e

w( s)
ds - Q

1

G
G ( t , s) h

-
( s ) e

w( s)
ds \

    KQ
G

0
G ( t , s ) h

+
( s) e

w( G) q( s)
ds - Q

1

G
G( t , s ) h

-
( s) e

w( G) q ( s)
ds \ 0# 

另一方面,我们有

  (Tw )d( t ) = - Kh+
( t ) ew( t ) [ 0   t I [ 0, G] ,

  (Tw )d( t ) = Kh-
( t ) ew( t ) \ 0    t I [ G, 1]# 

这表明Tw 在[ 0, G] 上凹, 在[ G, 1] 上凸# 于是T : K vK 是全连续的# 

设 ( Jw ) ( t ) = KQ
1

0
G( t , s) h( s ) w ( s )ds, t I [ 0, 1] # 通过类似的论证我们断言线性算子

J : K vK# 

现在假设 w 1, w 2 I K 并且w2 \ w 1, 则w 2- w1 I K# 设 w 3= w 2- w 1,则 Jw3 I K# 根

据中值定理,存在 F( t ) I [ w1( t ) , w 2( t ) ] 使得

  ew
2
( t )

- ew1
( t )

= eF( t ) [ w 2( t ) - w 1( t ) ]   t I [ 0, 1]# 

因为F( t) \0, eF( t ) \1,我们有

  (Tw 2) ( t ) - (Tw 1) ( t ) = KQ
1

0
G( t , s) h( s ) [ ew

2
( s)

- ew
1
( s)

] ds =

    KQ
1

0
G( t , s) h( s ) e

F( s)
[ w 2( s) - w1( s ) ] ds \

    KQ
1

0
G( t , s) h( s ) w 3( s)d s = ( Jw 3) ( t ) \ 0# 

此外,

  [ (Tw 2) - (Tw 1) ]d( t ) = - Kh+
( t ) [ ew

2
( t)

- ew
1
( t)

] [ 0   t I [ 0, G] ,

  [ (Tw 2) - (Tw 1) ]d( t ) = Kh
-
( t ) [ e

w
2
( t)

- e
w

1
( t)

] \ 0    t I [ G, 1]# 

这就推出Tw 2- Tw 1 I K , 即Tw 2 \ Tw 1# 于是 T: K vK 是一个增算子# 

1303带变号系数的经典Gelfand 模型的正解



设 +w + [ 1,则- 1 [ w ( t) [ 1, t I [ 0, 1]# 于是 ew( t ) [ e [ A/ K, t I [ 0, 1]# 因

此

  +Tw + = Kmax
0 [ t [ 1 Q

G

0
G ( t , s ) h

+
( s ) ew( s) ds -Q

1

G
G( t , s) h

-
( s ) ew( s) ds [

    Kmax
0 [ t [ 1Q

G

0
G( t , s ) h

+
( s) e

w( s)
ds [

    K( A / K) max
0 [ t [ 1Q

G

0
G( t , s ) h

+
( s)ds = 1# 

我们记K 1 = w I K : +w + [ 1 ,由上述讨论知T: K 1 vK 1# 

设 �w 1 = T0,即 �w 1( t ) = (T0) ( t ) = KQ
1

0
G( t , s) h( s )ds , t I [ 0, 1]# 则 �w 1 I K 1并且 �w 1

X 0# 于是 +�w 1 + > 0# 定义

  �w n+ 1 = T�w n   ( n = 1, 2, ,)# 

因为T ( K 1) < K 1, 我们有 �w n I K 1, n = 1, 2, ,# 注意到 T: K 1 vK 1 是全连续的, 我们断言

�wn
]
n= 1有一个收敛子序列 �w n

k

]
k= 1并且存在w

* I K 1使得 �w n
k
vw

* # 注意到 �w 1 \ 0并且

T: K vK 是一个增算子,则

  �w n+ 1 \ �wn   ( n = 1, 2, ,)# 

特别的,

  �w n+ 1( t ) \ �w n( t )   t I [ 0, 1]  ( n = 1, 2, ,)# 

因此,我们断言 �wn vw
*
, 即 T n0vw

* # 显然 Tw
*

= w
* # 因为 w

* \ �w 1, 我们知道必有

+w
* + = max

0 [ t [ G
w

*
( t ) > 0# 

我们需要证明 w
*
( t ) > 0, t I (0, 1)# 因为w

* 在[ 0, G] 上凹并且w
*
(0) = 0,我们仅需

要证明 w
*
( t ) > 0, t I [ G, 1)# 假设存在 G [ N< 1使得 w

*
( N) = 0# 因为 w

*
(1) = 0并

且 w
*
是[ N, 1] 上的非负凸函数,知 w

*
( t ) = 0, t I [ N, 1]# 于是

  ( w
*
)d( t ) S 0   t I [ N, 1]# 

另一方面,因为Tw
*

= w
* ,我们又有

  ( w
*
)d( t ) = - Kh( t ) e

w
*

( t)   t I [ N, 1]# 

但是从假设(H1)知 h( t ) ¢ 0, t I [ N, 1]# 于是

  ( w
*
)d( t ) ¢ 0   t I [ N, 1]# 

这是一个矛盾# 

因此 w
* 是问题( P)的一个正解# 

最后,如果 K< A / e,则 A= Ke/ A < 1# 此时容易看出T: K 1 vK 1 是一个压缩映象# 根

据 Banach压缩映象原理,我们得到

  +T
n+ 1

0 - w
* + [ A

n

1 - A+T0 - 0+ =
A
n

1- A+T0+# 

3  关 于假 设( H2)

在本节中我们设假设(H1)成立# 下列命题表明假设( H2)是合理的# 

命题 3. 1  如果存在 0 < B< G及 C> 0使得

1) LBh
+
( G- LR) \ h

-
( G+ R) , R I [ 0, ( G- B) / L] ;
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2) h
-
( G+ R) [ LC( G- LR) , h+

( G- LR) \ C( G+ R) , R I [ ( G- B) / L, 1- G] ;

则假设(H2)成立# 

证明  首先我们有

  G( t , G- LR) \ BG ( t , G+ R)   R I [ 0, ( G- B) / L]# 

事实上,如果 t I (0, G] , 则

  G ( t , G- LR)
G( t , G+ R)

=
t (1 - G+ LR)
t (1- G- R)

\ 1- G
1- G

= 1 > B   t I (0, G- LR] ,

  G ( t , G- LR)
G( t , G+ R)

=
(1 - t) ( G- LR)

t (1 - G- R)
\ G- LR

t
\ B
G

> B  t I [ G- LR, G] ;

如果 t I [ G, 1) ,则

  G ( t , G- LR)
G( t , G+ R)

=
(1 - t) ( G- LR)

t (1 - G- R)
\ G- LR

t
\ B   t I [ G, G+ R] ,

  G ( t , G- LR)
G( t , G+ R)

=
(1 - t) ( G- LR)
(1 - t) ( G+ R)

\ G- LR
G+ R

\ B   t I [ G+ R, 1] # 

根据条件 1) ,对于所有的 ( t , R) I [ 0, 1] @ [ 0, ( G- B) / L] 有

  LG ( t , G- LR) h+
( G- LR) \ LBG ( G+ R) h+

( G- LR) \

    G( t , G+ R) h-
( G+ R)# 

另一方面, 根据条件 2) , 我们有

( � ) 如果 0 < t [ G- LR, ( G- B) / L [ R < 1- G, 则

  G ( t , G- LR) h+
( G- LR)

G( t , G+ R) h-
( G+ R)

\ t (1- G+ LR)#C( G+ R)
t (1- G- R)#LC( G- LR)

\

    1- G+ LR
L(1 - G- R)

\ 1
L
;

( � ) 如果 G- LR [ t [ G+ R, ( G- B) / L [ R < 1- G,则

  G ( t , G- LR) h+
( G- LR)

G( t , G+ R) h-
( G+ R)

\ (1 - t) ( G- LR)#C( G+ R)
t ( 1- G- R)#LC( G- LR)

\

    1- t
L(1 - G- R)

\ 1
L
;

( � ) 如果 G+ R [ t < 1, ( G- B) / L [ R < 1- G,则

  G ( t , G- LR) h+
( G- LR)

G( t , G+ R) h-
( G+ R)

\ (1- t) ( G- LR)#C( G+ R)
(1 - t) ( G+ R)#LC( G- LR)

=
1
L

# 

这就推出对于所有的 ( t , R) I [ 0, 1] @ [ ( G- B) / L, 1 - G] 有

  LG ( t , G- LR) h+
( G- LR) \ G ( t , G+ R) h-

( G+ R)# 

命题 3. 2  如果

  Lh+
( G- LR) \ W( R) h-

( G+ R)   R I [ 0, 1- G) ,

其中 W( R) = ( G+ R) / ( G- LR) ,则假设 ( H2)成立# 

证明  事实上容易核验

  W( R) = max
0 [ t [ 1

G ( t , G+ R) / G ( t , G- LR)   R I [ 0, 1 - G)# 
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The Positive Solution of Classical Gelfand Model

With Coefficient That Changes Sign

YAO Qing_liu

( Depa rtm ent of Applied Mathema tics , Nanjin g Univer sity of Economics ,

Nanjing 210003, P R China )

Abstract:The existence and iteration of positive solution for classical Gelfand models are considered,

where the coefficient of nonlinear term is allowed to change sign in [ 0, 1] . By using themonotone iter-

ative technique, an existence theorem of positive solution is obtained, corresponding iterative process

and convergence rate are given. This iterative process starts off with zero function, hence the process

is simple, feasible and effective.

Key words:Gelfand model; coefficient changed sign; positive solution; existence; monotone iterative

technique
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