
文章编号: 1000_0887(2002) 12_1314_05

关于 Ishikawa迭代程序稳定性的注释
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摘要:  在实一致光滑 Banach 空间中, 研究了一类具有值域有界、连续强伪压缩算子和连续强增

生算子的 Ishikawa迭代程序的稳定性; 给出了迭代程序中参数所满足的条件, 并证明了迭代过程

的收敛性# 所得结果改进和扩展近期相关结果, 为进一步讨论带误差迭代程序的收敛性提供理

论依据# 
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1  引言及预备知识

设 E 是实一致光滑Banach空间,T: E y E# 假设 x 0 I E, 定义 xn+ 1 = f (T, xn ) 为一个迭

代程序 xn
]
n= 0 < E# 进一步, 设 F(T) = x I E :Tx = x X ª, 且 xn 收敛于 x

* I

F (T )# 现在,令 yn
]
n= 0为 E中的任意序列, En = +yn+ 1- f (T, yn) + I R

+
= [ 0, + ] )# 如

果 lim
ny ]

En = 0包含着 lim
n y ]

yn = x
*
,则称迭代程序 x n+ 1 = f (T, x n) 为是T _稳定的;如果 E

]

n= 0

En <

] 包含着l im
ny ]

y n = x
*
,则称迭代程序 x n+ 1 = f (T, xn) 为几乎 T_稳定的# 

最近, Zhou[ 1]给出了有关稳定性结果# 

定理 A  设 E 是实一致光滑 Banach 空间# T: E y E 是连续的强伪压缩算子, 且值域有

界# 设 An
]
n= 0 和 Bn

]
n= 0是( 0, 1) 中的实数列并满足:

( � ) 0 < A< An, n \ 0;

( � ) lim
n y ]

Bn = 0;

( � ) E
]

n= 0
An = ] ;

( � ) lim
n y ]

b( An ) = 0# 

其中 b (#) 为 Reich不等式中函数# 

任取 x 0 I E , Ishikawa迭代程序 x n
]
n= ] 为:

( Is)  
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnTz n,

z n = (1- Bn) xn + BnTx n   n \ 0# 

1314

 应用数学和力学,第 23 卷 第 12 期( 2002 年 12月)

  Applied Mathematics and Mechanics
          应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_10_08; 修订日期:  2002_06_07

作者简介:  薛志群( 1965) ) ,男, 河北获鹿人,副教授, 硕士( E_mail: jchb@sjzri. edu. cn) .



令 y n
]
n= 0 为 E 中序列,定义 En

]
n= 0 A R

+ 并有

  Sn = (1- Bn) yn + BnTy n   n \ 0,

  En = +y n+ 1 - (1 - An ) y n - AnTSn +   n \ 0,

则 Ishikawa迭代程序是 T_稳定的# 

上述定理A中条件/ ( � ) b( An ) y 0( n y ] ) 与( � ) 0 < A< An; n \00矛盾# 因为在

Reich不等式

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x )4+ max +x + , 1 +y +#b+y +

中 ,令 x = 0,则有 +y +2 [ +y +#b ( +y +) , 假设 +y + X 0, 有 +y + [ b( +y +)# 再设

+y + = An,则 An [ b ( An)# 因此当 b( An ) y 0( n y ] ) ,必有 An y 0( n y ] )# 

本文我们要给出定理 A及其它相关结论的正确形式# 为此引入以下引理

引理 111[ 2]  设 an
]
n= 0, b

]
n= 0 和 cn

]
n= 0 是 3个非负实数列并满足不等式

  an+ 1 [ (1- wn ) a
2
n + bn + cn   n \ 0,

其中   w n I [ 0, 1) , w n y 0( n y ] ) , bn = O(wn ) , E
]

n = 0
wn = + ] 及 E

]

n= 0
cn < + ]

则    lim
ny ]

an = 0# 

引理 112[ 2]  设 E是实一致光滑 Banach空间# 则存在一个非减连续函数 b : [ 0, + ] ) y

[ 0, + ] ) 满足

( � ) b ( ct ) [ cb( t ) , c \ 1;

( � ) lim
t y0

+
b ( t ) = 0;

( � ) +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x )4+

      max +x + , 1 +y + b( +y +)   Px , y I E# 

上述不等式称为 Reich不等式# 

2  主 要结 果

定理 211  设 E是实一致光滑Banach空间, T: E y E是连续、强伪压缩算子, 且值域R (T )

有界# 设 An
]
n= 0和 Bn

]
n= 0是(0, 1) 中的实数列并满足:

( � ) l im
ny ]

An = lim
n y ]

Bn = 0;

( � ) E
]

n= 0
An = + ] # 

Px 0 I E , Ishikawa迭代程序 x n
]
n= 0 定义为:

( Is)  
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnTz n,

z n = (1- Bn) xn + BnTx n   n \ 0# 
(1)

假设 yn
]
n= 0为 E 中任意序列, En

]
n= 0 A R

+ 且

  
Sn = (1 - Bn) yn + BnTyn        n \ 0

En = +y n+ 1- (1- An) yn - AT Sn +   n \ 0# 
(2)

则 Ishikawa迭代程序( Is)是几乎T_稳定的# 

证明  由[ 3]知, T 有唯一不动点,记为 q# 因T 为强伪压缩的, 对 Px , y I E, v J ( x- y )

使得
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  3Tx - Ty , J ( x - y )4 [ s +x - y +2
, (3)

其中 s = (1/ t ) I (0, 1) , t > 1# 

令 D = sup +Tx - Tq+ + 1: x I E + +y0- q+ , M = D + E
]

n = 0
En# 利用数学归纳法

得 +y n - q + [ M , n \ 0# 

令 vn = (1- An) yn + AnT Sn , un = y n+ 1 - vn,则有

  y n+ 1 = vn + un , +y n+ 1 - q + [ +vn- q+ + En , (4)

同时 +vn - q + [ M# 

令 dn = +J ( y n - q ) - J ( Sn - q) + ,则 lim
ny ]

dn = 0# 

事实上, E 是一致光滑 Banach空间, J 在有界集上是一致连续的# 而 +y n - q + [ M ,

+Sn- q + [ M, 同时 +( Sn- q ) - ( y n- q) + = +Sn- y n + [ 2MBn y 0( n y ] ) ,因此 dn

y 0( n y ] )# 

应用引理 112,我们有
+vn - q +2

(1+ +yn - q+) 2
= (1- An)

y n- q

1 + +y n- q+ + An
TSn - T q

1+ +y n - q +

2

[

    (1- An)
2 +yn - q +2

(1+ +yn - q +) 2
+

    2An (1- An)3
T Sn - Tq

1+ +yn - q + , J
y n - q

1 + +y n- q +4+

    max (1- An)
+ qn- q+

1 + +y n- q+ , 1 @

    An
+TSn - Tq+

1+ +yn - q + b An
+TSn- T q+

1 + +y n- q + [

    
(1- An)

2 +yn - q +2

(1 + +y n - q +) 2
+

    
2An(1- An)

(1+ +y n - q +) 2
3TSn - T q, J ( yn - q ) - J ( Sn - q)4+

    
2An(1 - An ) s

(1+ +y n - q +) 2
+ Sn - q+2

+
( M + 1) 2Anb ( An)

(1+ +yn - q +) 2
# (5)

整理上式得:

  +vn- q +2 [ (1 - An )
2 +y n- q +2

+ 2An (1- An) Mdn+

      2sAn(1 - An ) +Sn - q +2
+ (M + 1) 2Anb( An)# (6)

从 Sn 的定义中及引理 112可得:

  + Sn - q +2 [ +yn - q +2
+ (M + 1) 2Bnb( Bn) +

      2Bn(1 - Bn ) s +yn - q+2# (7)

将( 7)代入( 6)得:

  +vn- q +2 [ [ 1 - 2An + A2n + 2sAn(1- An) +

      4s2An Bn(1 - An ) (1- Bn) ] +y n - q +2
+ 2AnMdn +

      2sAn Bnb( Bn ) b( Bn ) (M + 1) 2+ (M + 1) 2Anb( An )# (8)

由于 An y 0, Bn y 0( n y ] ) ,所以存在 N ,使得当 n > N 时有,
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  An + 4s2Bn(1 - An ) (1- Bn) <
3
2
(1- s) ,

这样( 8)式在 n > N 时,则有

  +vn- q +2 [ 1 -
1- s
2

An +yn - q +2
+ 2AndnM+

      2An Bnb( Bn) s (M + 1) 2+ Anb( An ) ( M + 1) 2# (9)

将( 9)式代入( 4)式得:

  +yn+ 1- q + [ ( 1- An(1- s) / 2) +yn - q +2
+ bn + En   ( n > N ) , (10)

其中 bn = 2AndnM + 2AnBnb( Bn ) s( M + 1) 2+ Anb ( An) ( M + 1) 2# 这样(10) 式符合引理111,因

此 +y n - q + y 0( n y ] )# 即 yn y q ( n y ] )# 故迭代程序是几乎T _稳定的# 

定理 212  设 E是实一致光滑Banach空间, T: E y E 为连续、强增生算子,且( I- T ) 的值

域有界# 定义 S: E y E 为 Sx = f + x - Tx# 设 an , Bn 为(0, 1) 中两个实数列且满足:

( � ) An y 0, Bn y 0, n y ] ;

( � ) E
]

n= 0
An = + ] # 

任取 x 0 I E , Ishikawa迭代程序 x n
]
n= 0 定义为:

( Is)  
x n+ 1 = (1 - An ) x n + AnSzn ,

z n = (1- Bn) xn + BnSxn   n \ 0# 

设 y n
]
n= 0 为 E 中任意序列且定义 En A R

+ 为:

  Sn = (1- Bn) yn + BnSyn   n \ 0,

  En = +y n+ 1 - (1 - An ) y n - AnSSn +   n \ 0# 

则 Ishikawa迭代程序 x n 是几乎 S _稳定的# 

证  由Deimling[ 4] , 任意给定 f I E ,方程 Tx = f 有唯一解# 记为 q, 则 q 为 S的唯一不

动点# 因为T 为强增生,所以 S为强伪压缩,定理的其它部分证明与定理211相同,省略# 

注 1 我们的定理 21 1、212 纠正了 Zhou[ 1]的条件,同时给出了其结果是几乎 T(或 S) _稳定的, 而不能得出

T(或 S) _稳定的结果# 

注 2 本文定理的条件 / An y 0( n y ] ) 与 b ( An ) y 0( n y ] )0 是等价的# 从而彻底澄清了二者的关

系# 这对目前有些文章所述: b ( An ) y 0( n y ] ) 弱于 An y 0( n y ] ) 或 An y 0( n y ] ) 弱于 b( An ) y 0( n

y ] ) 给出了肯定的回答# 
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Remark on Stability of Ishikawa Iterative Procedures

XUE Zhi_qun1,  TIAN Hong2

( 11Depar tm ent of Ba sic Sci ence , Shijiazhu ang Railway College , Shijiazhuang 050043, P R China ;

21Shijia zhu ang Foreign Occupati on Techn ology College , Shijia zhuang 050002, P R China )

Abstract: The stability of the Ishikawa iteration procedures was studied for one class of continuity

strong pseudocontraction and continuity strongly accretive operators with bounded range in real un-i

formly smooth Banach space. Under parameters satisfying certain conditions, the convergence of iter-

ative sequences was proved. The results improve and extend the recent corresponding results, and

supply the basis of theory for further discussing convergence of iteration procedures with errors.

Key words: Ishikawa iteration; strongly pseudo_contractive operator; uniformly smooth Banach

space; almost T_stable
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