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摘要 :  获得了著名的 AOR方法收敛的实用条件和H 矩阵的实用判别条件# 所得 AOR 方法的收

敛条件便于实际计算应用,适用范围不要求方程组系数矩阵对角占优, 适用于数学物理问题中广

泛的矩阵类# 给出的数值例子表明了所得结果的实用性# 
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1  引言与预备知识

在解大型方程组

  Ax = b

(其中 A I C
n, n 非奇且具非零对角元, x , b I C

n
, x 未知,而 b 已知) 时,由 Hadjidimos于[ 1]

中提出的AOR方法发挥了重要作用# 本文将对于系数矩阵 A为H 矩阵的一个子类时, 给出

AOR方法收敛的实用充分条件,所得结果不要求 A为对角占优的# 

设 A分解为如下对角部分、严格下三角部分和严格上三角部分

  A = D - T - S,

并记

  L = D
- 1
T,  U = D

- 1
S# 

设 X, R I R, X X 0# 则AOR方法可写为

  x
k+ 1

= MR, Xx
k
+ d,  k = 0, 1, ,, x

0 I C
n
,

其中

  MR, X = ( D - RT) - 1
( ( 1- X) D+ ( X- R) T+ XS) ,  d = X( D- RT)- 1b# 

我们将用到如下记号:

  N = 1, 2, ,, n ,  N ( i) = N \ i ,  i I N# 

对任意 A I C
n, n

, i I N , A I [ 0, 1] ,定义

  Pi ( A) = E
j I N( i)

| a ij | , Qi ( A) = E
j I N ( i)

| aji | ,

  P i, A( A) = APi ( A) + (1- A) Qi ( A)# 
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2  AOR方法的收敛性

首先,给出H 矩阵的一个充分条件# 

定理 1  设 A满足下列条件:

  | aii | > Pi , A( A) , i I N , 对某 A I [ 0, 1]# 

则 A为H 矩阵# 

证明  由于 PE\ 0, A + EI 有

  | aii + E | \| a ii | > P i, A( A) ,  i I N

于是由[ 2, 3] , 知 A + EI 非奇# 因此据[ 2] 知 A 为H 矩阵# 

引理[ 4]  AOR方法迭代阵MR, X 的谱半径的上界

  Q(MR, X) [ max
1 [ i [ n

( | 1- X | + | X- R | P i , A( L) + | X | P i , A( U) ) / (1- | R | P i , A( L) )

(当 1 - | R | P i, A( L) > 0)#   (1)

设 A I C
n, n

,称 M( A) = ( mij ) 为 A 的比较矩阵,其中

  mij =
| aii | , i = j

- | aij | , i X j ,
  i , j I N# 

由定理1和引理,可以给出 AOR方法的收敛性定理# 

定理 2  设 A满足:

  | aii | > Pi , A( A) , i I N ,对某 A I [ 0, 1]# 

则当:

� ) 0 [ R< s = 2/ (1+ Q( M0, 1( M( A) ) ) ) ,

  0 < X< max t = 2/ ( 1+ max
i

P i , A( L + U) , 2R/ (1 + Q(MR, R) ) ,或

� ) max
i
(- X(1- P i , A( L + U) ) + 2max(0, X- 1) ) / 2P i, A( L) < R < 0, 0 < X< t ,或

� ) t [ R< min
i
( X(1+ Pi , A( L ) - P i , A( U) ) + 2min(0, 1- X) ) / 2P i, A( L) , 0 < X< t

时, AOR方法收敛# 

证明  容易证明若 R满足条件 � ) ~ � )之一,我们有

  1- | R | P i , A( L ) > 0,  i I N# 

� ) 由定理 1知 A为H 矩阵,即其比较矩阵 M( A) 为 M矩阵# 于是据[ 5] 可得,当 0 [

R < s 时,

  Q(MR, R) < 1# 

熟知当 R X 0, 时

  MR, X = (1 - X/ R) E + �X/ RMR, R# 

若

  0 < X/ R < 2/ (1+ Q(MR, R) ) ,

则根据外插定理[ 6] , 可以推得 Q(MR, X) < 1# 

余下分析, 当

  2R/ (1+ Q(MR, R) ) [ X < t , 0 [ R < s

的情形# 由于 R < 2R/ (1+ Q(MR, R) ) , 因而

  0 [ R < X< t# 
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因为

  0 [ R < X< 2/ (1 + P i, A( L+ U) ) ] | 1 - X | + ( X- R) P i, A( L) + XP i, A( U) <

    1 - RP i , A( L ) ,

所以由( 1)我们有 Q(MR, X) < 1# 

当� )或� )满足时根据� )可以类似地证明结论成立

例 1  设

  A =
2 - 3

1 2
# 

由定理2, 取 A= 2/ 3,知 A 为H矩阵(但 A显然不是对角占优的) ,

  P1, A( L+ U) =
5
6
,  P 2, A( L+ U) =

1
6
,  t =

12
11

,

收敛区域为:

1) 0 [ R < 4(2- 3) , 0 < X < max 2R/ (1+ Q(MR, R) ) ,
12
11

,或

2) 0 < X [ 1, -
1
2
X < R < 0; 1 < X <

12
11

,
11
2
X- 6 < R < 0,或

3) 0 < X [ 1,
12
11

[ R <
1
2
X; 1 < X<

12
11

,
12
11

[ R< 6 -
11
2
X# 

若取 A= 1, 定理 2成为如下推论

推论  设 A满足:

  | aii | > Pi ( A) , i I N# 

则AOR方法的收敛区域为:

� ) 0 [ R< s = 2/ (1+ Q(M0, 1(M( A) ) ) ) ,

  0 < X< max t = 2/ ( 1+ max
i
P i ( L+ U) , 2R/ (1+ Q(MR, R) ) ,或

� ) max
i
(- X(1- P i ( L+ U) ) + 2max(0, X- 1) ) / 2P i ( L ) < R< 0, 0 < X < t ,或

� ) t [ R< min
i
( X(1+ Pi ( L) - Pi ( U) ) + 2min(0, 1 - X) ) / 2P i ( L) , 0 < X < t# 

例 2  设 A =
2 -

1
2

- 1 2

# 

由推论我们有

  P1( L+ U) =
1
4
,  P2( L+ U) =

1
2
,  t 1 =

4
3
,

收敛区域为:

1) 0 [ R <
4
7
(4 - 2) , 0 < X< max 2R/ (1 + Q(MR, R) ) ,

4
3

,或

2) 0 < X [ 1, -
1
2
X < R < 0; 1 < X <

4
3
,
3
2
X- 2 < R < 0,或

3) 0 < X [ 1,
4
3 [ R <

3
2 X; 1 < X<

4
3 ,
4
3 [ R< 2 -

1
2 X# 

对于例2中同样的矩阵,取 A=
1
2
,由定理 2我们有

  P1, A( L+ U) =
3
8
,  P 2, A( L+ U) =

3
8
,  t2 =

16
11

,

收敛区域为:
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1) 0 [ R <
4
7
(4 - 2) , 0 < X< max 2R/ (1 + Q(MR, R) ) ,

16
11

,或

2) 0 < X [ 1, -
5
4
X < R < 0; 1 < X <

16
11

,
11
4
X- 4 < R < 0,或

3) 0 < X [ 1,
16
11 [ R < 3X; 1 < X <

16
11,
16
11 [ R < 4- X# 

图1中,我们可以看出该区域(实线部分)比由推论所得区域(虚线部分)来得宽# 

图  1

例 3[ 7]  一些数学物理问题,将求解大型稀疏线性方程组 AX = b, 其中

A =

4 1 0 , , , , 0 1

- 2 6 1 0 , , , 0 1

- 1 - 2 6 1 0 , , 0 1

- 1 0 - 2 6 1 0 , , 1

s s s s s s s s s

- 1 0 , 0 - 2 6 1 0 1

- 1 0 , , 0 - 2 6 1 1

- 1 0 , , , 0 - 2 6 1

- 1 0 , , , , 0 - 2 4 n@ n

(参见[ 7] ) ,

例如,我们考虑 n = 50的情况# 易验证 A满足定理2的条件(如取 A= 48/ 49) , 因而 A为H

矩阵# 若用估计

  Q(M0, 1(M( A) ) ) [ +M0, 1(M (A) ) + ] =
1
2
,

由定理2有下面的收敛区域:

1) 0 [ R <
4
3 , 0 < X < max

392
373, 2R/ (2R/ 1+ Q(MR, R) ) ,或

2) 0 < X [ 1, -
19
288

X< R< 0;

    1 < X <
392
373

,
373
288

X-
49
36

< R < 0,或

3) 0 < X [ 1,
392
373 [ R<

307
288 X;
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    1 < X <
392
373

,
392
373

[ R <
49
36

-
85
288

X# 
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